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CHAPITRE   XXVIII. 

INTÉGRALES  DE  VOLUMES,  DE  SURFACES 
ET  DE  LIGNES. 


533.  Objet  du  Chapitre.  —  Nous  établirons  dans  ce  Chapitre 
quelques  formules  d'un  usage  constant  en  Mécanique  et  en  Phy- 
sique mathématique. 


I.  —  INTEGRALES  DE  VOLUMES  ET  DE  SURFACES. 
FORMULE  DE  GREEN.  FLUX.  DIVERGENCE. 

534-.  Transformation  d'une  intégrale  de  volume  en  une  intégrale 
de  surface.  Formule  de  Green.  —  Soit  une  région  continue  de 
l'espace  en  chaque  point  M(x,  y,  z)  de  laquelle  sont  définies  trois 
fonctions  F(#,y,  s),  G(x,  y,  z),  R(x,y,  z)  uniformes  et  con- 
tinues, ces  fonctions  admettant  en  outre  des  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  On  peut  représenter  géométriquement  ces  trois 
fonctions  en  faisant  correspondre,  à  chaque  point  M(x,y,  z)  de 
la  région,  le  vecteur  MW  ayant  pour  origine  le  point  M,  et  pour 
projections  les  valeurs  F,  G,  H  des  fonctions  en  ce  point. 

La  région  considérée  devient  alors  ce  qu'on  nomme  un  champ 
III.  i 
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de  vecteurs.  Le  vecteur  W  est  déterminé  d'une  façon  uniforme 
en  chaque  point  du  champ;  il  ne  devient  en  aucun  point  du 
champ,  ni  infini,  ni  discontinu;  sa  direction  est  bien  déterminée 
en  chaque  point,  excepté  aux  points  où  il  devient  nul. 

Ceci  posé,  considérons,  dans  le  champ,  un  volume  V  composé 
«l'une  ou  plusieurs  parties,  limité  par  une  surface  S.  Désignons 

Fig.  278. 


par  d'z  un  élément  du  volume  V;  par  d<i  un  élément  de  la  sur- 
face S  et  par  a,  (3,  y  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  MIN 
à  l'élément  dv,  dirigée  vers  l'extérieur  du  volume  V,  fait  avec  les 
axes  coordonnés {fig-  278). 

Nous  allons  démontrer  la  formule 


(1) 


u. a 


àx 


dG 

ày 


+">  *=//<• 


Hz) 


F -t-  pG-hyH)rfff, 


la  première  intégrale  sétendant  à  tous  les  éléments  du  volume  V 
et  la  seconde  à  tous  les  éléments  de  la  surface  S. 
Pour  cela,  commençons  par  calculer  l'intégrale 

///£*' 

que  nous  pourrons  écrire,  en  remplaçant  dx  par  dx  dy  dz, 

111%  dX  C'y  dZ  =ffdy  dZJfx  dx- 

Intégrons  d'abord  par  rapport  à  la  variable  x  :  cherchons  entre 
quelles  limites  va  s'étendre  l'intégration  par  rapport  à  x.  Soit, 
dans  le  plan  yz   {fig-   278),   un  élément  dydz;  considérons  le 
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prisme  qui  aurait  cet  élément  pour  base  et  dont  les  génératrices 
seraient  parallèles  àO^;  il  découpe  dans  le  corps  un  élément  d<rx 
en  y  entrant  en  M1  :  soient  a,,  (3,,^  les  cosinus  de  la  normale  M4  N, 
à  cet  élément,  dirigée  vers  l'extérieur-,  il  découpe  ensuite  un  élé- 
ment dd2  en  sortant  du  corps  en  M2  :  soient  a2,  (32,  y2  les  cosinus 
de  la  normale  M2N2  à  cet  élément,  dirigée  vers  l'extérieur;  puis 
il  rentre  en  M3,  sort  en  M4,    ....  Puisque  le  volume  est  supposé 
limité,  le  nombre  des  entrées  et  des  sorties  M, ,  M2,  M3,  M4,  ... 
est  pair;  tous  les  éléments    ds^d?*,    ...   ont  même  projection 
dy  dz  sur  le  plan  des  xy. 

Soient  F<,  F2,  F3,  F4,    ...   les  valeurs  de  la  fonction  F  aux 
points  M,,  Mo,  M3,  M/(,  .  .  .  ;  on  a 


/ 


^^  =  (F2-F1)-h(F4-F3)  +  ..., 


car  l'intégrale  indéfinie  est  F  et  il  faut  intégrer  de  M|  à  M2,  puis 
de  M3  à  M4,  ....  L'intégrale  triple  devient  donc 


// 


^^[(F2-F1)  +  (F4-F3)H-...]. 

Or  la  normale  à  d<7^  dirigée  vers  l'extérieur  du  volume  fait  un 
angle  obtus  avec  Ox;  son  cosinus  que  nous  avons  désigné  par  <xi 
est  négatif,  nous  avons  donc 

dy  dz  =  —  at  dc1 , 

car  dy  dz  et  de^  qui  représentent  des  aires,  sont  essentiellement 
positifs.  En  d<72,  la  normale  extérieure  fait  avec  Ox  un  angle 
aigu,  a2  est  positif  et  l'on  a 

dy  dz  =  a2  d<72  ; 

de  même 

dy  dz  =  —  a3  da3, 

dy  dz  =       a4<ia4, 


Remplaçons  dans  l'intégrale,  il  vient 

Sfl% dz  =ffd'ydz{- Fi+ F>- F^ Fi-  ■  •> 

=  /    /  (  -4-  a!  d(jt  Fi  -h  a2  d<72  F2  4-  a3  da3  F3  +  a4  dcr^  F4  -+-...), 
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c'est-à-dire 

mi"-ss!"- 

la  deuxième  somme  étant  étendue  à  tous  les  éléments  di  de  la 
surface  S. 

Voici  deux  applications  immédiates  de  cette  formule. 

Faisons  d'abord  F  =  i ,  nous  aurons 


0=1    I  a  de 


résultat  évident  a  priori,  car  il  exprime  que  la  somme  algébrique 
des  projections  de  tous  les  éléments  d'une  surface  fermée,  sur  un 
plan,  est  nulle. 

Faisons  ensuite  F  =  x,  nous  aurons 


fffd^v=ff°xd" 


formule  qui  ramène  le  calcul  d'un  volume  au  calcul  d'une  inté- 


grale double. 


Revenons  maintenant  à  la  démonstration  de  la  formule  (i). 
Nous  venons  de  voir  que  l'on  a 

un  calcul  analogue  donne 

flIJê-'-ISr"- 

Ajoutant  membre  à  membre  ces  formules,  on  obtient  la  for- 
mule (i). 

535.  Interprétation  géométrique.  Flux.  Divergence.  —  Consi- 
dérons, dans  le  champ  de  vecteurs,  un  élément  {fi g*  278)  super- 
ficiel d<s  situé  au  point  M(#,  y,  z)  et  menons  à  cet  élément  la 
normale  MN  dans  un  sens  déterminé;  désignons  par  W»  la  pro- 
jection sur  la  normale  MN  du  vecteur  MW  de  projections  F,  G, 
H  correspondant  au  point  M.   On  appelle  flux  élémentaire  à 
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travers  d?  dans  le  sens  MN  le  produit 

Wn  d<s. 

Analytiquement,   si  a,   [3,  y  sont  les  cosinus  directeurs  de  MN, 
on  a 

Ww=«F  +  (3G-f-YH5 
et  le  flux  est 

Wftrfcr  =  (aF+  pG-t-YH)ûfe. 

Si  l'on  considère  une  portion  finie  S  de  surface  ayant  deux  faces, 
le  flux  total  à  travers  cette  surface  dans  un  sens  déterminé  est  la 
somme  des  flux  élémentaires  à  travers  les  divers  éléments  de  la 
surface  S  ;  c'est  donc  l'intégrale 


Wflrfi 
ou 


II: 


II 


(aF-t-pG-t-yH)^, 

étendue  à  la  surface  S. 

En  chaque  point  M  du  champ  la  quantité 

„       d¥       dG       dH 

E  =  r~  +  â~  +  tt~ 

ox        oy        oz 

a  une  valeur  bien  déterminée  qu'on  appelle  la  divergence  du 
vecteur  W  en  ce  point.  Cette  quantité  a  une  signification  géomé- 
trique indépendante  du  choix  des  axes  comme  nous  le  verrons 
plus  loin.  Ceci  posé,  l'équation  (i),  relative  au  volume  V  situé 
dans  le  champ,  peut  s'écrire 


fffi'-fïjy^ 


elle  exprime  le  flux  total  à  travers  la  surface  fermée  S,  de  l'inté- 
rieur vers  l'extérieur,  en  fonction  des  valeurs  de  la  divergence  aux 
divers  points  du  volume  limité  par  S. 

En  particulier,  si  l'on  applique  la  formule  ci-dessus  à  un  volume 
infiniment  petit  di  entourant  un  point  M  (a?,  y,  z)  et  limité  par 
une  surface  s,  la  première  intégrale  se  réduit  à  un  seul  élément,  et 
l'on  a 


E  ék  =  f  fwnd<j, 


6  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

formule  qui  montre  que  la  divergence  E  a,  au  point  M,  une  va- 
leur indépendante  du  choix  des  axes,  et  égale  au  flux  à  travers 
une  surface  fermée  infiniment  petite,  entourant  M,  divisé  par  le 
volume  que  limite  cette  surface. 


i.  Cas  particulier  où  F  dx-t-G  dy-hH  dz  admet  un  facteur  inté- 
grant. —  Supposons  maintenant  qu'il  existe  un  facteur  fonction 
de  x,  y,  z  tel  qu  e  le  produit  de  F  dx  -\-  G  dy  4-  H  dz  par  ce  fac- 
teur soit  la  différentielle   totale   d'une  fonction  o(x.y,z).   En 

désignant  ce  facteur  par  7- -,  on  aura 

-  (¥  dx  -\-  G  dy  -{-  l\  dz)  =  dy, 

F  dx  -+-  G  dy  -+-  H  dz  =  <\>  dy, 

(W)  F  =  ù^,         G  =  4*^,         H  =  4;^. 

1  ox  dy  dz 

On  dit,  dans  certains  Ouvrages  (1),  que  le  vecteur  W  de  pro- 
jections F,  G,  H  est  alors  doublement  scalaire,  tandis  que  dans 
le  cas  général  il  est  triplement  scalaire.  Gela  tient  à  ce  qu'on 
nomme  fonction  scalaire  une  fonction  des  coordonnées  x,  y,  s 
ayant  une  valeur  en  chaque  point  du  champ  considéré.  Dans  le  cas 
général,  pour  définir  le  vecteur  W  en  chaque  point  du  champ,  il 
faut  connaître  les  trois  fonctions  scalaires  F,  G,  H,  tandis  que 
dans  le  cas  actuel  il  suffit  de  connaître  les  deux  fonctions  sca- 
laires cp  et  tj>. 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 


Ao  =  '    H ■-  -+-  -f 

T        dx2        dy2        dz'1 


on  a  actuellement,  pour  la  divergence  du  vecteur  W, 

_,       d¥        dG        dlï  d<b  dv        dû   dy        dû  do 

dx        dy        dz  '        dx  dx        dy  dy        dz  dz 


(')  Voyez  par  exemple  :  V.  Bjerknes,  Zur  Théorie  gewisser  Vektorgrôssen, 
(  Videnskabsselskabets  Skrifter.  I.  Math.-naturv.  Klasse.  1898.  No.  4;  Chris- 
tiania. ) 
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et  la  formule  (i)  devient 

'"  I  -/(♦(■2~'S~t2)*. 

Le  deuxième  membre  est  le  flux  à  travers  la  surface  S.  Le  facteur 
a  —  +  fi  -"  -f.y  y-  est  appelé  dérivée  de  cp  suivant  la  normale  exté- 
rieure à  S  et  désigné  par  -—■*  Pour  justifier  cette  expression,  menons 

la  normale  extérieure  MN  en  un  pointMdeS  {fi g.  278) et  prenons 
sur  cette  normale  un  poin  t  M' infiniment  voisin  de  M  à  une  distance 
MM7—  dn.  Les  coordonnées  de  M  étant  x,  y,  z,  celles  de  M'  sont 
x  -^  a  dn,  y  -h  (3  dn,  z  +  y  dn.  Quand  on  passe  de  M  à  M',  les 
coordonnées  croissent  donc  des  quantités  infiniment  petites 

dx  =  a  dn,         dy  =  (3  dn,         dz  =  y  dn  ; 
d'autre  part  la  fonction  cp  croît  de 

d®  =  — -  dx  -h  ~  dy  -+-  ~  dz, 
1        dx  dy    J         dz 

d'où,  en  remplaçant  dx,  dy,  dz  par  leurs  valeurs 

do  d<p        _  dv  dq> 

dn  dx  dy        '  d.s 

La  formule  peut  alors  s'écrire 

j  ff£* i?  dx 

I  J  J  J\  \àx  dx        dy  dy        dz  dz J  J  Js  '  dtt 

11  est  évident  que,  si  l'on  prenait  de  même  la  dérivée  de  cp  suivant 
la  normale  intérieure,  cette  dérivée  serait  égale  et  de  signe  con- 
traire à  la  dérivée  suivant  la  normale  extérieure . 

Autre  forme  de  la  formule.  —  Dans  la  formule  précédente 
permutons  cp  et  d»;   puis   retranchons  la  nouvelle   formule  ainsi 
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obtenue  de  (3),  il  vient 


(:îfe)    ff£«.*-*w*=ff£(*rn 


4  dnj 


537.   Remarque.  —  Nous  avons  déduit   la    formule  (2)   de  la 
formule  (1)  ;  on  peut  inversement  déduire  la  formule  (1)  de  (2). 
En  effet,  faisons  dans  la  formule  (2) 

<]/  =  F,        cp  =ar, 
nous  avons  Acp  =  o  et 


f/X^-ffr**- 


On  retrouverait  de  même  les  deux  autres  formules  du  n"  534,  en 
faisant  successivement  dans  (2) 

ty  =  G,        et        cp  =  y        ou        41  =  H         et        ?  —  z- 

538.   Cas  où  F  dx -±- G  dy  -\- H  dz  est  une  différentielle  exacte.  — 

Supposons 

F  dx  -+-  G  dy  4-  H  dz  =  d  o(x,  y,  z), 

(W)  F  =  £,         G=£,         H=^î. 

o>3?  dj/  as 

Le  vecteur  W  dérive  alors  de  la  seule  fonction  <p(#,  y,  z)  :  on 

peut  l'appeler   un  vecteur  simplement  scalaire.   Ce  cas   a   été 

examiné   en  détail   dans  le  premier  Volume,  à  propos  des  forces 

dérivant  d'une  fonction  de  forces  (nos  87,  88).  La  divergence  du 

vecteur  W  est  alors 

E  =  Acp 

et  la  formule  générale  (1)  devient 

(4)  //X*  *-/.(£*■ 

comme  on  le  voit  en  faisant,  dans  les  formules  (2)  et  (3),  <b  =  1. 
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II.  -  INTEGRALES  DE  SURFACES  ET  DE  LIGNES.  THÉORÈME 
D'AMPÈRE  ET  DE  STOKES.  TOURBILLON. 

539.  Énoncé  du  théorème.  —  La  formule  générale  que  nous 
allons  indiquer  a  été  donnée  par  Stokes  :  elle  avait  déjà  été  em- 
ployée par  Ampère  en  Electromagnétisme  dans  un  cas  particulier. 

Considérons  un  champ  de  vecteurs  dans  lequel  à  chaque  point 
M(xf  y,  z)  on  fait  correspondre  un  vecteur  MR  ayant  pour  pro- 
jections P,  Q,  R,  ces  trois  quantités  étant  des  fonctions  uniformes 
et  continues  de  x,  y,  z  dans  tout  le  champ,  admettant  des  dérivées 
premières  continues. 

Imaginons,  dans  le  champ,  une  portion  de  surface  S,  non 
fermée,  ayant  deux  faces  et  limitée  par  un  contour  L  {ftg.  279)- 

Fig.  279. 


Choisissons  arbitrairement  une  des  deux  faces  de  S  et  menons  la 
normale  MN  à  S  du  côté  choisi;  concevons  ensuite  un  mobile  A 
parcourant  le  contour  L  dans  un  sens  tel  que  si  l'on  mène  les  nor- 
males à  la  surface  voisines  du  contour,  le  mobile,  en  passant  près 
de  ces  normales,  tourne  autour  d'elles  dans  le  sens  positif  (de 
gauche  à  droite  pour  un  observateur  debout  sur  la  surface  du  côté 
choisi);  ce  sens  de  circulation  est  indiqué  par  une  flèche  sur  la 
figure. 

Cela  posé,  appelons  d<7  un  élément  superficiel  de  S,  a,  (3,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  MN  à  cet  élément;  on  a 


(5) 


U 


P  d x  ■+■  Q  dy  -+-  R  dz 


i  -/jf[-(S-2H(S-£M2-?)  *> 


où  l'intégrale  de  gauche  est  prise  tout  le  long  du  contour  L  dans 


IO  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

le  sens  indiqué  et  où  celle  de  droite  est  étendue  à  l'aire  de  la  sur- 
face S.  Dans  cette  formule,  les  axes  Ox1  Oy,  Oz  sont  supposés 
orientés  comme  dans  tout  le  cours  de  l'Ouvrage. 

540.   Démonstration.  —  Nous  allons  d'abord  établir  la  formule 
dans  l'hypothèse  que  Q  et  R  sont  nuls 


(6) 


JPd*=ffJ? 


àP 


y  —  )  di. 


Pour  cela,  nous  ferons  deux  hypothèses  restrictives  qu'il  sera 
facile  de  faire  disparaître  ensuite  : 

i°  Nous  admettrons  que,  en  tous  les  points  de  S,  la  normale  MN 
fait  avec  O^  un  angle  constamment  aigu  ou  constamment  obtus  : 
cet  angle  pouvant  d'ailleurs  devenir  droit;  pour  fixer  les  idées, 
nous  supposerons  cet  angle  constamment  obtus  : 

y  ^  o. 

2°  Nous  supposerons  en  outre  que  P(#,  y,  z)  conserve  un  signe 
constant,  -f-  par  exemple,  sur  toute  la  surface 

Dans  ces  conditions  la  formule  est  intuitive  :  elle  a  en  effet  une 
signification  géométrique  simple. 

Menons,  par  chaque  point  M  de  coordonnées  œ,  y,  z  (ftg.  280) 

Fie.  280. 


pris  sur  S  un  segment  MM'  parallèle  à  O^  et  égal  à  P(^,y,  z); 
quand  le  point  M  décrit  S,  le  point  M'  décrit  une  surface  S1  limitée 
par  un  contour  L/  et  les  segments  MM'  remplissent  un  volume  V, 
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limité  latéralement  par  une  portion  de  surface  cylindrique  G,  en 
haut  par  S',  en  bas  par  S.  La  formule  (6),  à  démontrer,  s'obtient 
en  écrivant  que  la  somme  algébrique  des  projections  des  éléments 
superficiels  de  la  surface  fermée  G -f-  S  -h  S'  sur  le  plan  des  xz 
est  nulle. 

En  effet,    la  somme  algébrique   des  projections   des   éléments 
superficiels  de  la  .surface  cylindrique  G  sur  le  plan  xOz  est 


x 


P  dx, 


car  l'aire  élémentaire  comprise  entre  deux  génératrices  AA'  et  BIV, 
infiniment  voisines,  se  projette  sur  le  plan  des  xz  suivant  un 
parallélogramme  aa' bb'  de  base  aar=  AA'=  P(x,y,  z)  et  de 
hauteur  dx\  la  somme  algébrique  des  projections  des  éléments  d<7 
de  S  est 

ffjd"'     ■ 

la  somme  algébrique  des  projections  des  éléments  de'  de  S1  est 

J  J$> 

si  l'on  appelle  a',  [3',  y'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  M'N' 
à  S'  extérieure  au  volume  V.  Écrivant  que  la  somme  de  ces  pro- 
jections est  nulle,  on  a 

(7)  fpdx-hf  f$da-+- f  fpd<*'=  o. 

Evaluons  dv'  et  a',  (3',  y'  en  fonction  de  de  et  a,  [3,  y.  Tout 
d'abord,  si  l'on  considère  un  cylindre  élémentaire  parallèle  à  O  z 
ayant  pour  base  un  élément  do-  de  S,  il  découpe  sur  S'  un  élé- 
ment d<?' ;  la  somme  algébrique  des  projections  de  ces  deux  élé- 
ments sur  le  plan  xOy  est  évidemment  nulle;  donc 

Y  da  -+-  y'  de'  =  o,         de'  = -,  d<J  ; 

on  en  conclut 


Jf/d°'—flfd°- 
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La  relation  (7)  devient  alors 
(  8  )  fpdx-h  f  f  W~^  dn  =  o. 

La  surface  S  ayant  pour  équation 

nous  appellerons  p  et  q  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x 
et  y]  nous  aurons  alors,  entre  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 


MN,  les  relations 


«  =  ?  =     Y 
p  "  q  "  —  I 


Le  point  M  ayant  pour  coordonnées  x,y,  z,  les  coordonnées 

x\  y' ,  z'  de  M7  sont 

z'  =  z-±-P(x,yiz)\ 

si  donc  on  appelle  p'  et  gr'  les  dérivées  partielles  de  z'  par  rapport 
à  x\  y'  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  rapport  à  x  et  y,  on  a 

dP       dP 
P=P^te^TzP' 

dP        dP 
et  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  M'N7  vérifient  les  relations 

fL  -  El ..  i. 

3' 
Dans  la  relation  qui  donne  ^',  remplaçons  ^'  par  —  ~  et  q  par 

—  -•>  nous  aurons 
Y 

Py'~  YPf  _     ^  __  o  ^P 

y'  kX  àz 

La  relation  (8)  devient  donc 

jf'*Vjf('£-»^* 

La  formule  est  ainsi  démontrée. 
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Il  est  facile  maintenant  de  faire  disparaître  les  deux  hypothèses 
restrictives  que  nous  avons  faites  :  quelle  que  soit  la  surface  S, 
on  peut  la  diviser  par  des  courbes  auxiliaires  en  parties  telles  que, 
sur  chacune  d'elles,  y  et  P  aient  un  signe  constant. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  faille  diviser  la  surface  S 


en  quatre  parties  S^  S2,  S3,  S4  par  les  courbes  ABD,  GDE.  La 
formule  s'applique  à  chacune  des  parties  ;  on  a 

jL'*-/jC('£-'D* 
jL'*-/jC('£-'S)* 

Lr-f m -<§)<■■ 

Ajoutant  ces  formules  membre  à  membre  et  remarquant  que, 
dans  la  somme   des  premiers  membres,    les  intégrales  telles  que 

/   P  dx  et    /  P  dx  prises  en  sens  contraires  sur  la  mênie  courbe 
«Ab  «^ba 

ont  une  somme  nulle,  on  obtient  la  formule  à  démontrer. 

En  faisant  une  permutation  circulaire  on  démontre  de  même  les 
deux  formules 

Ajoutons  ces  formules  à  la  formule  (9),  nous  aurons  la  formule 
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de  Stokes  dans  sa  généralité 
fiVdx  +  Qdy  +  VLdz) 

J  Jg   [    \o/         dz  J       r  \âz        dx  J        '   \ dx         dy  )  J 

541.  Interprétation  géométrique  de  la  formule  de  Stokes.  — 
Nous  avons  appelé  K  le  vecteur  appliqué  au  point  M(x,y,  z)  et 
ayant  pour  projections  les  valeurs  des  fonctions  P,  Q,  R  en  ce 
point.  Considérons,  dans  le  champ  de  vecteurs,  un  contour  fermé  L 
et  menons,  en  chaque  point  A  de  ce  contour,  Ja  tangente  A  t  dans 
le  sens  de  circulation  choisi  sur  ce  contour  (Jig.  279);  soient  dx, 
dy,  dz  les  projections  d'un  déplacement  infiniment  petit  AA'=  ds 
effectué  sur  le  contour  dans  le  sens  de  circulation  choisi,  la 
quantité  P  dx  -4-  Q  dy  +  R  dz  est  égale  à  J±tds,  Kf  désignant  la 
projection  du  vecteur  K  sur  la  tangente  A^.  Cela  résulte  immé- 
diatement de  ce  que  nous  avons  vu  autrefois  pour  l'expression  du 
travail  élémentaire  (n°  83).  On  a  donc 


fp  dx  h-  Q  dy  -h  R  dz  =  fKtds, 


et  la  valeur  commune  de  ces  intégrales  est  le  travail  total  qu'accom- 
plirait une  force  fictive  égale  à  K  agissant  sur  un  mobile  qui  par- 
courrait le  contour  L  dans  le  sens  choisi. 

D'autre  part,  faisons  correspondre,  à  chaque  point  M  du  champ, 
un  deuxième  vecteur  MW  ayant  pour  projection  sur  les  trois 
axes 

W  W   =  d-  —  ^2  W  =  —    -  —  W  -  ^  —  — 

dy         dz  y       dz         dx  '  dx        dy 

Ce  nouveau  vecteur  s'appelle  le  tourbillon  du  premier  K. 
L'intégrale  double  figurant  dans  le  deuxième  membre  de  la  for- 
mule de  Stokes  est  alors 

J 7"(aW*=F  pWr4-  yWz)  d*  =  ffwHd<s, 
W/i  désignant  la  projection  de  W  sur  la  normale  à  de.  Cette  inté- 
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grale  est  donc  le  flux  du  tourbillon  W  à  travers  la  surface  S. 
La  formule  de  Stokes 


fKtds=  f  r 


Wnd3 

-y   .y  s 


peut  alors  s'énoncer  ainsi  : 

Le  travail  d'un  vecteur  agissant  sur  un  point  qui  décrit  un 
contour  fermé  est  égal  au  flux  du  tourbillon  de  ce  vecteur  à 
travers  une  surface  continue  limitée  à  ce  contour. 

Cet  énoncé  montre  que  le  vecteur  tourbillon  d'un  vecteur  donné 
a  une  signification  géométrique  indépendante  du  choix  des  axes. 
On  peut  remarquer  que  la  divergence  du  vecteur  tourbillon  est 
nulle;  en  effet,  d'après  les  valeurs  de  W^,  Wr,  Wz,  on  a  iden- 
tiquement 

dWx       d\\\    ,    <?WZ 
dx  dy  dz 

Il  en  résulte  que  le  flux  du  tourbillon  à  travers  une  surface  fer- 
mée, située  dans  le  champ,  est  nul. 

542.  Cas  particuliers.  —  Dans  ce  qui  précède,  le  vecteur  K 
de  projections  P,  Q,  R  est  quelconque.  Voici  deux  cas  particuliers 
importants  : 

i°  Pour  que  P  dx  --  Q  dy  -f-  R  dz  admette  un  facteur  inté- 
grant, il  faut  et  il  suffit  que  le  tourbillon  du  vecteur  R  soit, 
en  chaque  point,  perpendiculaire  à  ce  vecteur. 

En  effet,  appelons  -r  ce  facteur  intégrant;  si  l'on  a 

j  (  P  dx  -h  Q  dy  -h  R  dz)  —  do, 

P  =  4I'      Q~*!'      *  =  *£■ 

on  obtient  pour  les  projections  du  tourbillon 

_  ty   ^?         à<\>  do  dty  do         d<\>   do 

dy  dz        dz  dy  }       dz  dx        dx  dz 

dty  do         dty  do 
dx  dy        dy  dx 
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D'où  l'on  déduit  immédiatement 

(10)  PW^+  QWy-r-  R\VZ=  o, 

ce  qui  démontre  que  le  tourbillon  est  perpendiculaire  au  vecteur. 

Réciproquement,  on  démontre  en  Analyse  que,  si  cette  condi- 
tion de  perpendicularité  (10)  est  remplie  identiquement,  l'expres- 
sion P  dx -\-  Qrf^  +  R  dz  admet  un  facteur  intégrant. 

En  employant  une  façon  de  parler  définie  plus  haut,  on  a  ainsi 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  vecteur  K  soit 
doublement  scalaire. 

2°  Pour  que  P  dx  H-  Q  <^>'  -r-Rûfc  soit  une  différentielle 
totale  exacte,  il  faut  et  il  suffit  que  le  tourbillon  soit  identi- 
quement nul. 

En  effet,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  sont  précisément 

dK       àQ  OP    _  dR  dQ       dP 

dy         dz  dz        dx  dx        dy 

543.  Invariants.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  été  conduits  à 
déduire  d'un  champ  de  vecteurs,  soit  des  fonctions  de  point,  soit  d'autres 
vecteurs  qui  ont  des  significations  indépendantes  du  choix  des  axes  et 
qui  sont,  par  suite,  des  invariants  pour  un  changement  d'axes  quelconque. 

Ainsi,  pour  un  vecteur  K  de  projections  P,  Q,  R,  la  divergence 

dP       dQ       <m 

dx         dy        dz 

est  une  fonction  de  point  indépendante  du  choix  des  axes,  le  tourbillon 
est  un  deuxième  vecteur  indépendant  du  choix  des  axes,  le  tourbillon  du 
tourbillon  en  serait  un  autre,  etc. 

M.  Heinrich  Burckhardt  a  résolu  le  problème  général  de  déterminer 
ainsi  toutes  les  fonctions  d'un  ou  de  plusieurs  vecteurs  qui  sont  des  fonc- 
tions de  points  ou  qui  peuvent  servir  à  définir  de  nouveaux  vecteurs 
{Nachrichten  der  Kôniglichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Gottingen;  1893). 

544.  Première*application.  —  Soient  A  et  B  deux  points  quel- 
conques du  champ  de  vecteurs  {fig.  282)  :  joignons-les  par  une 
courbe  G  et  considérons  l'intégrale 

I  = 


-f    P  dx^Qdy^-Rdz  =  f    Ktds, 
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prise  de  A  en  B  le  long  de  cette  courbe.  Cherchons  ce  que  doivent 
rire  les  fonctions  P,  Q,  R  de  x,  y,  z  pour  que  la  valeur  de  cette 
intégrale  I  dépende  seulement  des  positions  des  points  A  et  B  et 


non  de  la  courbe  G.  Pour  cela,  déformons  cette  courbe  d'une 
manière  continue,  en  conservant  les  extrémités  A  et  B  fixes,  de 
façon  que,  pendant  la  déformation,  elle  ne  rencontre  aucun  point 
où  les  fonctions  P,  Q,  R  ou  leurs  dérivées  soient  discontinues; 
désignons  par  Gj  la  courbe  ainsi  déformée.  Nous  devons  avoir, 
quelles  que  soient  les  courbes  G  et  C1 , 


/     Ktds—  I       Ktds. 

«AcB  -^AC,0 


ou,  en  intervertissant  les  limites  de  la  deuxième  intégrale  et  chan 
géant  son  signe, 

Kt  cl  s  =  0, 


f 


ACBCtA 

l'intégration  étant  faite  sur  le  contour  fermé  ACBG<  A.  Ce  contour 
fermé  est  une  ligne  quelconque  L  tracée  dans  le  champ  de  vec- 
teurs; la  question  à  résoudre  revient  donc  à  celle-ci  : 

Que  doivent  être  les  fonctions  P,  Q,  R  pour  que  l'intégrale 

P  dx  -+-  Q  dy  +  R&, 


x 


prise  le  long  d' une  courbe  fermée  quelconque  L,  soit  nulle 


■> 


Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  le  théorème  de  Stokes 
que  l'intégrale  double 


"/jC['(S-S)H* 


étendue  à  uneaire  S  quelconque,  soit  nulle.  Or,  cette    condition 
III.  2 
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exige  que,  sous  le  signe  d'intégration,  les  coefficients  de  a,  (3,  y 
soient  nuls.  Fn  eiiet,  si,  par  exemple, — -  n  était  pas  identi- 
quement nul,  on  pourrait  prendre  pour  surface  S  une  aire  plane 
parallèle   au  plan  des  yz,  assez  petite  pour  que  - —  ait  un 

signe  constant  sur  cette  aire.  On  aurait  alors  a=  i,  P=  y  =  o  et 
l'intégrale  J  ayant  tous  ses  éléments  de  même  signe  ne  serait  pas 
nulle.  Donc,  il  faut  et  il  suffit  que 

dR        dQ  OP  __  dR  __  dQ  __  dP  _ 

<)y         dz  '  dz         Ox  dx        Oy 

c'est-à-dire  que  le  tourbillon  soit  nul,  ou  encore  que  l'expression 

Vdx+Qdy+R  dz 

soit  une  différentielle  totale  exacte  d'une  fonction  U(x,  y,  z). 
S'il  en  est  ainsi,  l'intégrale  1  a  pour  valeur  la  différence  des  valeurs 
de  U  aux  deux  points  A  et  B. 

On  retrouve  de  cette  façon  les  propositions  démontrées  par  une 
autre  voie  au  sujet  du  travail  (Ghap.  IV). 

545.  Deuxième  application.  —  Nous  venons  de  trouver  les 
conditions  pour  qu'une  intégrale  de  ligne  ne  dépende  que  des 
extrémités  de  la  ligne  d'intégration  et  non  de  cette  ligne  elle- 
même,  et  nous  avons,  en  supposant  ces  conditions  remplies, 
exprimé  cette  intégrale  en  fonction  des  extrémités  de  la  ligne. 

Nous  allons  chercher  de  même  la  condition  pour  qu'une  inté- 
grale de  surface  ne  dépende  que  du  contour  L  limitant  cette  sur- 
face; puis,  en  supposant  celte  condition  remplie,  nous  exprime- 
rons l'intégrale  de  surface  en  fonction  du  contour. 

Soit  un  champ  de  vecteurs  W  défini  par  les  projections  F,  G,  H 
•du  vecteur  W  sur  les  axes.  F,  G,  H  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z 
comme  plus  haut.  Soit  un  contour  quelconque  L  :  faisons  passer 
par  ce  contour  une  surface  continue  quelconque  S  limitée  au  con- 
tour, et  considérons  l'intégrale  de  surface 


1=    C  A-«_F-t-p6  +  YH)rf«y=   f 


W„  dz 


étendue  à  l'aire  S.  La  signification  de  cette  intégrale  a  été  donnée 
précédemment  :  I  est  le  flux  de  vecteur  à  travers  la  surface  S. 
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Quand  on  fait  varier  S  d'une  manière  continue  en  assujettissant 
cette  surface  à  être  toujours  limitée  au  même  contour  L,  l'in- 
tégrale I  change  en  général  de  valeur. 

Cherchons  quelle  condition  doivent  remplir  F,  G,  II  pour  que 
l'intégrale  I  dépende  uniquement  du  contour  L  et  non  de  la  sur- 
face S. 

Pour  cela  {fi g-  s83)  déformons  d'une  manière  continue  la  sur- 
face S  passant  par  le  contour  L,  en  conservant  le  même  sens  pour 
les  normales  et  en  supposant  que  dans  cette  déformation  elle  ne 
franchisse  aucun   point  où  F,  G,  H  et  leurs   dérivées  premières 

Fi  g.  283. 
«'  S, 


cessent  d'être    finies;    nous   transformons  ainsi  la   surface   S   en 
une  antre  surface  S,  pour  laquelle  le  sens  positif  des  normales  est 

MfN,  (a,,  (3,,  y,)  et  l'élément  superficiel  c/a-, .  On  devra  avoir 

r^(«F+  pG  +  '7H)rfcr—  /*  f  (aiF-h  p1G-4-71H>«&rI=o. 

L'ensemble  des  deux  surfaces  S  et  S,  limite  un  volume  V  :  la 
normale  MIN  (a,  [3,  y)  est  extérieure  à  ce  volume,  la  normale  M<  N, 
est  intérieure  ;  si  en  M,  on  mène  la  normale  extérieure  M,  N;,  ses 
cosinus  directeurs  sont 

a'=  —  ai,         P'=. —  Pi,         Y'  =  — Yi» 

et  l'équation  s'écrit 

Tf  (aF  +  pG  +  fH)*-*-  /,[(a'F  +  p'G  +  -;'H)è1  =  o. 

ce  qui  veut  dire  que  l'intégrale 

ff       (aF+pG  +  YH)^ 

étendue  à  la  surface  totale  S  +  S, ,  limitant  le  volume  V,  doit  être 
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nulle.  Mais  le  contour  L  étant  quelconque  ainsi  que  les  surfaces  S 
et  S1?  la  surface  S  -f-  S,  est  arbitraire.  La  question  à  résoudre 
revient  donc  à  celle-ci  :  Que  doivent  être  les  fonctions  F,  G,  H 
pour  que  l'intégrale 


ii 


(aF-t-  pG-î-YH)rf<7 

étendue  à  une  surface  fermée  quelconque  soit  nulle,  c'est- 
à-dire  pour  que  le  flux  à  travers  une  sur/ace  fermée  quel- 
conque soit  nul? 

D'après  la  formule  de  Green  (n°  534),  il  faut  et  il  suffit  pour 
cela  que  l'intégrale  triple 


fil 


dx        dy        dz  / 


étendue  à  un  volume  quelconque  soit  nulle  :  donc,  il  faut  et  il 
suffît  que  l'on  ait  identiquement 

dx        dy         dz 

c'est-à-dire  que  la  divergence  du  vecteur  F,  G,  H  soit  nulle. 

Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  inté- 
grale de  surface  ne  dépende  que  du  contour. 

Cette  condition  étant  remplie,  l'intégrale 


il 


(aF+  JG  +  yH)rfî 


doit  pouvoir  être  évaluée  dès  qu'on  connaît  le  contour  L  de  la 
surface  d'intégration  S.  Pour  résoudre  cette  dernière  question, 
nous  démontrerons  la  proposition  d'Analyse  suivante  : 

Si  trois  fonctions  F,  G,  H,  de  x,  y,  z,  vérifient  la  condi- 
tion (i  i),  on  peut  toujours  trouver  trois  autres  fonctions  P,  Q,  R 
telles  que 

dy         dz   '        ' 

<  SI  -  àx~  =  G> 

^2  -  ^  ==  H 
dx        dy 
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En  d'autres  termes,  le  vecteur  F,  G,  H  peut  toujours  être 
regardé  (et  cela  dune  infinité  de  façons)  comme  le  tourbillon 
d' un  autre  vecteur  P,  Q,  R. 

Pour  le  montrer,  cherchons  d'abord  une  solution  particulière 
P<,  Q{,  R,  des  équations  (12).  On  peut  prendre  R,  =  o,  puis  pour 
vérifier  la  deuxième  équation 


Pi=    /     G(a?,  y,  z)dx 


où  z0  est  une  constante.  La  première  équation  donne  alors 

d-^=-F(x,y,z); 
la  fonction  la  plus  générale  Qt  vérifiant  cette  relation  est 
Qi  =  —  /     F(^JK,  z)  dz-±-o(x,y), 

a  étant  une  fonction  arbitraire  de  x  et  y. 

Eu  portant  ces  valeurs  de  P<  et  Q,  dans  la  troisième  équation 
on  a 


rzfd¥        àG\    .  do 


D'après  l'identité  (n),  supposée  remplie,  la  quantité  sous  le 
signe    1   est j-dz,  on  a  donc 

do 

~^-U(x,  y,  z)  —  E(x,  y,z0)  =  H(x,  y,z), 

d'où 

do 

On  pourra,  par  une  quadrature,  déterminer  une  fonction  <p 
vérifiant  cette  dernière  équation 

Nous  avons  ainsi  déterminé  trois  fonctions  particulières  P, ,  Q,, 
R ,  telles  que 

^      ^Qi       F 

ây  dz    -     ' 

<?Pj        dRt  _= 

^Si  _  ^J  =  h 
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Pour  avoir  les  fonctions  P,  Q,  R  les  plus  générales  vérifiant  les 
équations  (12),  il  suffit  de  remarquer  que  Ton  a,  par  soustraction, 

()(R-R,)       d(Q  — QO 


dy  dz 

ç)(P-Pt)  ^(R-Ri) 

dz  dx 

rf(Q-Qi)  (?(P-PQ 

dx  dy 


=  o. 


=  o 


o; 


ces  conditions  expriment  que  P  —  Pt ,  Q  —  Qi ,  R  —  R|  sont  les 
dérivées  partielles  d'une  fonction  U(#,y,  z)\  on  a  donc 

(l3)  P=P1H--r— ,  Q=Q!-f-— -,  r  =  r1_  , 

0.2?  <v  .  oz 

U  étant  une  fonction  arbitraire  de  #,  jk?  £• 

Nous  pouvons  maintenant  revenir  à  notre  problème.  Si  la  con- 
dition (1  1)  est  remplie,  l'intégrale 


Ç  f(aF  +  $G-t-yJÏ)do, 


«y      l/V, 


étendue  à  une  surface  S  limitée  par  un  contour  L,  peut  s'écrire,  à 
l'aide  des  fonctions  P,  Q,  R  que  nous  venons  de  calculer, 

/.(Kf-S)-]- 

elle  est  donc,  d'après  la  formule  de  Stokes,  égale  à  l'intégrale 

fp  dx-^Qdy-^Rdz 

prise  sur  le  contour.  Cette  dernière  intégrale  doit  avoir  la  même 
valeur  quelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  U  figurant  dans  les 
formules  (i3).  C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier.  En  y  remplaçant 
P,  Q,  R  par  les  expressions  (i3)  on  obtient 

C(Pldx-hQl  dy-^  Ridz)^-   f  dU , 

expression  indépendante  de  U,  car 

fdU  =  o. 

«A 
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Nous  renverrons,  pour  une  étude  plus  complète  au  point  de 
vue  analytique,  au  Traité  d'Analyse  de  M.  Picard,  premier 
Volume. 

546.   Champ    résultant    de   plusieurs    champs    de   vecteurs.  — 

Soit  un  vecteur  W,,  de  projections  F,  (x,  y,  z),  G,  (#,  y,  z), 
H,(#,  y,  z),  défini  dans  une  certaine  région  de  l'espace;  soit,  de 
même,  un  deuxième  vecteur  W2,  de  projections  F2(#,  y,  z), 
G-2(x,  r,  z),  H2(;r,  y,  z)  défini  dans  la  même  région.  On  a  ainsi 
deux  champs  de  vecteurs.  Le  champ  résultant  s'obtient  en  faisant 
correspondre  à  chaque  point  [x1  y,  z),  de  la  région  considérée  le 
vecteur  résultant  de  W(  et  W2. 

On  a  alors  immédiatement  les  théorèmes  suivants  : 

La  divergence  du  vecteur  résultant  est  la  somme  des  diver- 
gences des  vecteurs  composants. 

Le  flux  du  vecteur  résultant  à  travers  une  surface  est  la 
somme  des  flux  des  vecteurs  composants  à  travers  la  même 
surface. 

Le  tourbillon  du  vecteur  résultant  est  la  somme  géométrique 
des  tourbillons  des  vecteurs  composants. 
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CHAPITRE  XXIX. 

ATTRACTION.   POTENTIEL, 


I.    -    ATTRACTION   DE    POINTS   ISOLES. 

547.  Attraction  newtonienne.  —  La  loi  de  l'attraction  univer- 
selle est  la  suivante  :  Deux  points  matériels  de  niasses  m  et  m' 
placés  à  une  distance  r  exercent  V un  sur  Vautre  une  attrac- 
tion d' intensité 

fmm' 

■    ■  ■  • 

Dans  cette  formule,  la  constante  f  est  l'attraction  de  l'unité  de 
masse  sur  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance;  la  valeur  numé- 
rique de  cette  constante  dépend  donc  du  choix  des  unités. 

Si  nous  convenons  de  regarder  l'action  mutuelle  de  deux  points 
comme  positive  quand  les  points  se  repoussent,  et  comme  néga- 
tive quand  ils  s'attirent,  nous  pouvons  dire  que  l'action  mutuelle 
F  des  deux  masses  m  et  m'  est 

„             fin  m' 
F  =  —  - 

Dimensions  de  f.  —  La  formule  précédente,  où  F  désigne  une 

Fr2 

force,  peut   s'écrire  f  = —  ,•  Quand   on  prend  une  unité  de 

7  r  J  mm     ^  l 

longueur   \  fois    plus    petite,   une    unité   de    temps   t    fois    plus 

petite  et  une  unité  de  masse   jj.  fois  plus  petite,   F,   /•,   m  et  m> 

deviennent  — ~f   r\  my.,   m'y.;  donc  f  devient  / — ■■    Si    l'on 

convient  de  prendre  comme  unité  de  masse  un  cube  d'eau  ayant 
pour  côté  l'unité  de  longueur,  on  a  u  =  X3  et  la  valeur  numérique 
de  f  dépend  uniquement  de  l'unité  de  temps.  Cette  remarque 
conduit  à  des  conséquences  indiquées  par  M.  Lippmann  (Comptes 
rendus,  8  mai  1899). 
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548.  Attraction  de  plusieurs  points  isolés  sur  un  point. 
Potentiel.  —  Soient  n  points  fixes  de  masses  m{1  //i2,  .  .  .,  mnj  et 
un  point  mobile  P  de  masse  m  situé  aux  distances  /,_,  r2,  .  .  . ,  rn 
des  points  fixes.  Les  valeurs  algébriques  FM  F2,  ...,  F„  des 
attractions  de  ces  points  sur  le  point  P  sont 

flimi                          f\J.m.2                                           fpmn. 
r  i  =  —  -— 7i —  )  r  2  = -g—  >  •  •  • ,  r  „  — -g—  , 

'   f  '2  '  u 

la  résultante  F  de  ces  attractions  dérive  d'une  fonction  de  forces 
que  l'on  obtient  immédiatement  comme  il  suit  (voyez  Tome  I, 
Chap.  IV).  Imprimons  au  point  P  un  déplacement  infiniment 
petit  PP';  le  travail  de  la  résultante  F  est  égal  à  la  somme  des  tra- 
vaux élémentaires  des  composantes  qui  sont  F,  dr ,,  ¥2dr2j  .  .  ., 
Fndrn  :  il  a  donc  pour  expression 

flxmij         flxm2  j,  f\x.mtldrtl 


'  1  '  1 


dr-j 


rr, 


Or  cette  expression  est  la  différentielle  totale  de  la  fonction 


„         /    //il  III)  II, 

/m  — ' — z  -+-•••+-  - 

En  posant 

TT  —   mi  m-  m'1 

r\         r,        "  '        rn  ' 
on  voit  que  la  résultante  F  dérive  de  la  fonction  de  forces 

Si  Ton  appelle  x,y,  z  les  coordonnées  du  point  P,  U  est  une 
fonction  de  oc,  y,  z:  et  il  serait  aisé  de  vérifier  que  les  projections 
de  F  sur  les  axes  peuvent  s'écrire 

J  l    àx  dy  J  '     ùz 

Il  suffit  donc  de  connaître  la  fonction  U  pour  en  déduire  l'at- 
traction des  points  donnés  sur  le  point  P.  Celte  proposition  est 
due  à  Lagrange. 

En  particulier,  l'attraction  résultante  K  des  points  donnés  sur 
un  point  de  masse  i  placé  au  point  P  a  pour  composantes  suivant 
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les  axes,/*--  ,  f-^-»  f-r-*  Gelte  force  K  est  normale  aux  surfaces 

J   ùx     J   dy     J   dz 

U  =  const. 

appelées  surfaces  de  niveau  ou  surfaces  équipotentielles  :  elle 
est  dirigée  par  rapport  à  chacune  de  ces  surfaces  du  côté  où  U 

croit  et  a  pour  intensité/  -j-  >  -y—  désignant  Ja  dérivée  de  U  suivant 

la  normale  à  la  surface  de  niveau. 

La  composante  de  l'attraction  K  suivant  une  demi-droite  quel- 
conque PD  est  égale  à  la  dérivée  dej^U  suivant  la  direction  PD, 

v          ev      U|v— Up 
KD  =/lim ^p7— 

quand  PP'  tend  vers  zéro  (Tome  I,  Chapitre  TV). 

Nous  appellerons  le  point  P  où  l'on  prend  la  valeur  du  potentiel, 
le  point  attiré  ou  le  point  potentié ;  cette  dernière  expression 
est  employée  par  M.  Boussinesq  dans  ses  Compléments  de  Calcul 
intégral. 

549.  Champ  de  forces;  lignes  de  forces;  tubes  de  forces.  — 
L'ensemble  des  forces  R  qui  agissent  sur  un  point  de  masse  i 
occupant  successivement  diverses  positions  de  l'espace  s'appelle 
un  champ  de  foi-ces.  En  chaque  point  P  du  champ,  la  force  K 
est  déterminée  :  la  direction  et  l'intensité  delà  force  K  en  P  s'ap- 
pellent direction  et  intensité  du  champ  au  pointV.  Sur  un  point 
de  masse  jjl  placé  en  P  agit  une  force  F=  [J.K..  On  dit  que  le 
champ  est  uniforme  quand  les  forces  qui  le  constituent  sont  égales 
et  parallèles.  Par  exemple,  dans  une  petite  étendue,  la  pesanteur 
donne  naissance  à  un  champ  uniforme. 

On  appelle,  d'après  Faraday,  lignes  de  forces,  des  lignes  telles 
que  leur  tangente  en  chacun  de  leurs  points  coïncide  avec  la 
force  K  du  champ  à  ce  point.  Ces  lignes  sont  les  trajectoires 
orthogonales  des  surfaces  de  niveau.  Par  chaque  point  du  champ, 
en  dehors  des  centres  attractifs,  il  en  passe  une,  et  une  seule.  Par 
exemple,  dans  un  champ  uniforme,  les  lignes  de  forces  sont  des 
droites  parallèles;  dans  un  champ  provenant  de  l'attraction  d'un 
seul  point  m<,  toutes  les  forces  sont  dirigées  vers  ce  point  et  les 
lignes  de  forces  sont  des  droites  concourant  en  mK. 
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Tubes  de  forces.  —  Considérons  dans  le  champ  un  contour 
fermé  C  :  les  lignes  de  forces  partant  des  divers  points  de  ce 
contour  forment  un  tube  qu'on  nomme  tube  de  force.  Par 
exemple,  dans  un  champ  uniforme,  les  tubes  de  forces  sont  des 
cylindres;  dans  le  champ  produit  par  un  seul  centre  miy  ce  sont 
des  cônes  de  sommet  /??, . 

550.  Signification  mécanique  de  la  fonction  U.  —  Si  l'on  consi- 
dère l'unité  de  masse  soumise  à  l'attraction  résultante  des  centres 
/>?,,  ni>,  •  •  . ,  mn,  le  travail  élémentaire  de  cette  attraction  résul- 
tante, correspondant  à  un  déplacement  infiniment  petit  de  celte 

unité  de  masse,  est 

fdU. 

Supposons  que  l'unité  de  masse  passe  de  la  position  P0,  où  le 
potentiel  a  la  valeur  U0,  à  la  position  P  où  il  a  la  valeur  U,  le  tra- 
vail de  la  résultante  des  attractions  est 

T=/U-/U0. 

En  particulier,  si  la  position  P0  est  infiniment  éloignée,  U0  est 

nul,  car  toutes  les  distances  r{,  r2,  •  •  •  ,  rn  commencent  par  être 

infinies,  et  l'on  a 

T=/U. 

La  valeur  de  la  fonction /TJ  en  un  point  Pest  donc  le  travail  de 
la  résultante  des  attractions  sur  un  point  de  masse  unité  amené 
de  l'infini  à  la  position  P. 

551 .  Attractions  électriques  et  magnétiques.  —  On  sait  qu'une 
masse  électrique  ou  magnétique  peut  être  positive  ou  négative. 
Soient  deux  masses  électriques  m  et  ni'  placées  à  la  distance  r  : 
si  l'on  convient,  comme  plus  haut,  de  regarder  l'action  mutuelle 
de  ces  deux  masses  comme  positive  quand  elles  se  repoussent  et 
comme  négative  quand  elles  s  attirent,  celte  action  mutuelle  F  a 

pour  valeur  algébrique 

mm' 

F  =  k  — —  ) 
r2 

A  désignant  une  conslanle positive;  en  effet,  quand  m  et  ni'  sont 
de  mêmes  signes,  les  masses  ni  et  m'  se  repoussent;  quand  ni  et 
m'  sont  de  signes  contraires,  elles  s'attirent. 
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La  même  formule  donne  l'action  mutuelle  de  deux  masses  ma- 
gnétiques. 

On  passera  donc  des  formules  relatives  à  l'attraction  newlo- 
nienne  aux  formules  relatives  aux  attractions  et  répulsions  élec- 
triques ou  magnétiques,  en  remplaçant  la  constante  J  par  la  con- 
stante —  k. 

A  cause  de  ce  changement  de  signe,  la  force  appliquée  à  l'unité 
de  masse  qui,  dans  l'attraction  newtonienne,  est  dirigée  par  rap- 
port aux  surfaces  de  niveau  du  côté  des  potentiels  croissants, 
est,  au  contraire,  dans  les  attractions  électriques  et  magnétiques, 
dirigée  du  côté  des  potentiels  décroissants. 

En  résumé,  qu'il  s'agisse  d'attraction  newtonienne  ou  d'attrac- 
tions et  répulsions  électriques  et  magnétiques,  on  est  toujours  ra- 
mené à  calculer  la  fonction  potentielle 

U  =  — -  H --)-...-{ -  =    >   —  • 

/*i  r2  rn         Amà  r 

552.  Exemple.  —  Soient  deux  masses  agissantes  de  masses 
4  et  i  placées  aux  points  A  et  B.  On  a 

u  =  A  +  -l, 

rt  et  /'2  désignant  les  distances  du  point  P  aux  deux  centres  A  et  B. 
Les  surfaces  équipotentielles 

U  =  G 

sont  évidemment  de  révolution  autour  de  AB  :  il  suffît,  pour  les 
déterminer,  de  connaître  leurs  traces  sur  un  plan  passant  par  AB. 
Dans  ce  plan  les  lignes  équipotentielles  ont  la  forme  indiquée 
dans  la  fig.  284  empruntée  au  Traité  d'Électricité  et  de  Ma- 
gnétisme de  Maxwell  et  reproduite  clans  les  Leçons  sur  l'Élec- 
tricité d'Eric  Gérai  cf.  Si  G  est  très  grand,  la  ligne 

U  =  C 

se  compose  de  deux  courbes  fermées  entourant  l'une  A,  l'autre  B, 
car,  pour  que  U  soil  très  grand,  il  faut  que  r{  ou  r2  soit  très 
petit.  La  constante  G  diminuant,  il  arrive  un  moment  où  ces  deux 
courbes  fermées  se  soudent  de  façon  à  former  une  courbe  unique 
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avec  un  point  double  entre  A  et  B.  Puis,  C  diminuant  encore,  les 
lignes  équipotentielles  forment  des  courbes  fermées  entourant 
les  deux  points  à  la  fois. 


Fi  g.  284. 


En  chaque  point,  la  force  résultante  est  normale  à  la  surface 
équipotentielle  passant  par  ce  point.  En  particulier  au  point 
double  entre  A  et  B,  la  force  devrait  être  normale  aux  deux  nappes 
se  soudant  en  ce  point;  comme  cela  est  impossible,  il  faut  en 
conclure  qu'en  ce  point  la  force  est  nulle  et  que  ce  point  est  une 
position  d'équilibre  (d'ailleurs  instable). 

Les  lignes  équipotentielles  tracées  en  traits  pleins  sur  la  figure 
correspondent  à  des  valeurs  du  potentiel  variant  en  progression 
arithmétique.  Les  lignes  pointillées  sont  les  lignes  de  forces.  En 
chaque  point,  la  force  est  dirigée  suivant  la  ligne  de  force,  du 
côté  où  U  croît,  et  a  approximativement  une  intensité  inverse- 
ment proportionnelle  au  petit  segment  de  ligne  de  force  compris 
entre  les  deux  surfaces  de  niveau  voisines. 
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553.    Énergie  potentielle  d'un  système  de  points  soumis  à  des 

forces  newtoniennes.  —  Soient  n  points  mobiles,  de   masses  mf, 

m2,  . ..,  mn,  s'attirant  suivant  la  loi  de  Newton;  appelons  //y  la 

distance  des  points  /?//,  nij  :  l'action  mutuelle  de  ces  deux  points 

est 

_       fmnnj 

1  U  -     ~~J  ~~ "2 

'  ij 

Si  l'on  déplace  infiniment  peu  tous  les   points,  le   travail  élé- 
mentaire  de  l'action  mutuelle  des  deux  points  iw,-,  nij  est  (n°  92) 

'  H 

et  la  somme  de  tous  les  travaux  élémentaires  des  actions  mutuelles 
des  points  deux  à  deux  est 

(»)  &e  =  -f\-^dr/h 

'1 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des  points  /;*,, 
m2l  ••  .,  mn  deux  à  deux.  On  peut  écrire  évidemment  l'expression 
ci-dessus 

%e  =  fdV, 
en  posant 


(2)  V="V^^ 

jm^      r,-  j 


L'expression/ V  s'appelle  énergie  potentielle  du  système  des 
points  m{)  m2,  .  ..,  mn  (n°  353). 

Quand  ces  points  passent  d'une  position  initiale  à  une  position 
finale,  le  travail  total  des  forces  attractives  est  é°al  à 


j*Ge  =  JfdV=f(Y--V0), 


V0  et  V  désignant  les  valeurs  de  la  fonction  V  dans  les  positions 
initiales  et  finales.  En  particulier,  si  dans  la  position  initiale  les 
points  sont  infiniment  éloignés  les  uns  des  autres,  on  a 


f< 


L'énergie  potentielle  des  points  dans   une  certaine  conji- 
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guration  est  donc  le  travail  total  que  produiraient  les  forces 
attractives,  si  les  points,  d'abord  infiniment  éloignés  les  uns 
des  autres,  étaient  amenés  à  la  configuration  considérée. 

On  peut  dire  aussi  que  cette  énergie  potentielle  est  le  travail  des 
forces  extérieures  qu'il  faudrait  faire  agir  sur  le  système  de  points, 
dans  la  configuration  considérée,  pour  séparer  ces  points  et  les 
amener,  au  repos,  à  des  distances  infinies  les  uns  des  autres. 

Autre  expression  de  l 'énergie potentielle.  —  La  fonction 


y  m,- 


m 


i,j 


peut  être  écrite  comme  il  suit 


'  i         /  m2         m-i  ma 

V  =       -  mx 


2  \rl,ï  ;,1,3  rl,n 

i         /  mi         m$  mn 

-  m2 1 h  ...  H 

a        \rB1        ri3  r2n 


i  /  nii  m. y  m  a—  i 

-•ni, 


où  /"y  i  =  t'ij.  Dans  cette  expression,  le  coefficient  de  m{  est  la 
somme  des  quotients  des  masses  autres  que  /?z, ,  par  leurs  distances 
à  m,;  celui  de  /h2,  la  somme  des  quotients  des  masses  autres  que 
m2  par  leurs  distances  à  m2,  etc.  On  peut  remarquer  que  cette 
expression  de  V  résulte  aussi  du  théorème  des  fonctions  homo- 
gènes appliqué  à  V  considérée  comme  fonction  de  mt ,  m2,  ...^mn. 
Soient  alors  U,  la  valeur  du  potentiel  des  masses  m2,  /tz3,  ...,  mn 
au  point  m{1  U2  celle  du  potentiel  des  masses  m^  /n3,  .  . .,  mn  au 
point  m2,  etc.,  U/  la  valeur  du  potentiel  de  toutes  les  masses 
excepté  mi  au  point  m^  on  peut  écrire 

V  =  -(wiUi+  m2U2  +  .  •  .-l-  /w«U„), 
ou 

o54.  Flux  de  force.  —  Prenons  d'abord  un  élément  de  surface 
infiniment  petit  dd  placé  au  point  P  et  menons  la  normale  PN  à 
cet  élément  dans  un  sens  déterminé  :  pour  distinguer  les  deux 
faces  de  cet  élément,  nous  appellerons/ace  positive  celle  qui  porte 
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la  normale  PN  et  face  négative  l'autre  face.  Soient  K  la  force  du 
champ  au  point  P,  0  l'angle  de  celte  force  avec  PN,  et  K7/  la  pro- 
jection de  cette  force  sur  PN.  D'après  une  définition  déjà  donnée 
(n°  535),  on  appelle  flux  de  force  à  travers  l'élément  dd  dans  le 

sens  PN  la  quantité 

Kcose^  =  Kndï. 

Soit  U  le  potentiel  en  P,  on  sait  que  la  composante  K„  suivant 

PN  a  pour  valeur  f-r->   la    dérivée   étant   prise    normalement   à 

l'élément  dans  le  sens  PN;  le  flux  de  force  élémentaire  à  travers  dd 
a  donc  aussi  pour  expression 

/£>■ 

Ce  flux  est  positif  ou  négatif  suivant  que  9  est  aigu  ou  obtus,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  suivant  que  U  croît  ou  décroît  pour  un 
déplacement  effectué  dans  le  sens  PN. 

Si  la  force  K  est  la  résultante  de  plusieurs  autres,  K',  K",  .  . . 
le  flux  de  force  dû  àK  à  travers  dd  est  la  somme  des  flux  de  force 
dus  aux  composantes  K',  K",  ....  Cela  résulte  de  ce  que,  en  pro- 
jetant sur  PN,  on  a 

k     —  K' '  -i-  K" -4- 
i\n  —  rv/?  -t-  is.n  -t-  .  .  .  . 

Flux  de  force  à  travers  une  surface  d'étendue  finie.  —  Le 
flux  de  force  à  travers  une  portion  de  surface  S,  dans  un  certain 
sens,  est  la  somme  des  flux  de  forces  à  travers  les  divers  éléments 
superficiels  dd  de  cette  surface.  Il  a  donc  pour  expression 

ff%*™**<=ff***r*fffjg*, 

l'intégration  étant  étendue  à  la  surface  S.  ^ 

Interprétation  du  flux  de  force.  —  Imaginons  un  liquide  à 
l'état  de  régime  permanent  remplissant  l'espace  considéré,  et  sup- 
posons que  chaque  molécule  liquide,  en  arrivant  au  point  géomé- 
trique P,  y  possède  une  vitesse  égale  à  K  en  grandeur,  direction  et 
sens.  Les  vitesses  des  diverses  molécules  liquides  sont  ainsi  repré- 
sentées par  les  mêmes  vecteurs  que  les  forces  du  champ  :  les  tra- 
jectoires des  molécules  liquides  sont  les  lignes  de  forces.  Prenons 
un  élément  superficiel  dd  fixe  placé  en   P.  Nous   allons  montrer 


CHAPITRE    XXIX.     —    ATTRACTION.     POTENTIEL.  33 

que  le  volume  du  liquide  traversant  l'élément  dd,  dans  le 
sens  PN  pendant  V  unité  de  temps,  est  égal  précisément  à  K„  dd, 
c  est-à-dire  au  flux  de  force  à  travers  dd.  En  effet,  considérons 
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do 


les  molécules  liquides  placées  à  l'instant  t  sur  dd  :  à  l'instant  t  -(-  dt, 
chacune  d'elles  se  sera  avancée  de  K  dt  dans  la  direction  K  :  les 
molécules  ayant  traversé  dd  dans  le  temps  dt  forment  donc  un  cy- 
lindre oblique  de  base  dd  et  d'arête  K  dt]  la  hauteur  de  ce  cylindre 
est  K„  dt  et  son  volume  K„  dd  dt.  Le  volume  de  liquide  traversant 
dd  dans  l'unité  de  temps  est  donc  bien  Krt  dd. 

D'après  cela,  le  flux  de  force  à  travers  une  surface  d'étendue 
finie  est  égal  au  volume  du  liquide  traversant  cette  surface  pen- 
dant l'unité  de  temps. 

ooo.  Expression  du  flux  de  force  dans  le  cas  où  le  champ  pro- 
vient de  l'attraction  d'un  seul  point.  —  Supposons  qu'il  n'existe 
qu'un  centre  attractif  de  masse  m;  la  force  K  agissant  sur  l'unité 

de  masse  placée  en  P  est  alors  dirigée  suivant  P  m  et  égale  à/—) 

/■  désignant  la  distance  P  m  ;  le  potentiel  est 


v  =  '"; 


les  surfaces  de  niveau  sont  des  sphères  de  centre  m  et  les  tubes  de 
forces,  des  cônes  de  sommet  m. 

i°  Flux  de  force  élémentaire.  —  Soit  dd  un  élément  super- 
ficiel placé  en  P,  PN  la  normale  à  cet  élément  et  Q  l'angle  mPN 
que  fait  la  force  K  avec  cette  normale;  le  flux  de  force  à  travers 

m.  3 
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dd  Jans  le  sens  PN  est 

,.m         .    ,  j         .,d\J    .  .         /•    , 

/—  cosO  d*  =  /;>-  dd  =fm  —  dl, 


du 


du 


la  dérivée  étant  prise  dans  Je  sens  PN  (fi g*  286). 

Considérons  le  cône  de  sommel  m  et  de  base  dd  :  soit  dtù  Ton 
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<^  0/ 


nxs 


verture  de  ce  cône  égale  par  définition  à  l'aire  de  sa  trace  sur  une 

surface  sphérique  de  centre  m  et  de  rayon  1;  soit  dto'  l'aire  de  la 

trace  du  même   cône  sur    une   sphère  de  centre  m  et  de  rayon 

mV  =  r.  Supposons  d'abord  0  aigu  :  l'angle  du  plan  de  dd  avec  celui 

de  diù'  est  0  et  l'on  a 

do)'  —  do1  cosô, 

car  d(ji'  peut  être  regardé  comme  la  projection  de  dd  sur   le  plan 
tangent  à    a  sphère  de  centre  m  et  de  rayon  mP=  /•.  D'ailleurs 


do) 


doj'        d3  cos6 
~7T =     ~^% 


On  a  donc,  pour  le  flux  de  force  à  travers  dd, 

flux  —fm  dto. 

Si  nous  supposons,  au  contraire,  9  obtus,  l'angle  aigu  du  plan 
de  dd  avec  celui  de  c/oj'  est  -  —  Q  et  l'on  a 


dto'  =  —  do1  cosO, 

doi'  do1  cosO 

T2"  ""  ^ 


do. 


L'expression  du  flux  est  alors 

flux  =  — fin  du, 
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Le  flux  élémentaire  à  travers  di  est  donc 

zhfm  doi, 

où  il  faut  prendre  -h  ou  —  suivant  que  Q  est  aigu  ou  obtus,  ou 
encore  suivant  que  l'on  voit  du  point  m  la  face  positive  ou  la  face 
négative  de  l'élément  dd,  en  appelant  face  positive  celle  qui  porte 
la  normale  PN. 

Premier  exemple  de  la  conservation  du  flux  dans  un  tube 
de  force.  —  Dans  le  cas  actuel,  les  tubes  de  forces  sont  des  cônes 
de  sommet  m  :  prenons  un  de  ces  cônes  d'ouverture  diù  ;  le  flux 
est  le  même  à  travers  toutes  les  sections  di  du  cône  et  égal  à 
dzfmdo).  Imaginons  qu'un  liquide  à  l'état  de  régime  régulier  se 
meuve  de  façon  que  cbaque  molécule  ait  une  vitesse  repré- 
sentée par  le  même  vecteur  que  la  force  du  champ  au  point  où 
elle  se  trouve.  Alors  les  molécules  suivent  des  droites  dirigées, 
vers  m,  et  l'on  peut  regarder  un  tube  de  force  comme  un  canal 
conique  que  suit  le  courant  en  se  dirigeant  vers  le  point  /??,  où  la 
vitesse  du  courant  devient  infinie  et  où  le  courant  disparaît  comme 
dans  une  prise  d'eau.  La  quantité  de  liquide  traversant  une  sec- 
tion quelconque  du  tube  pendant  l'unité  de  temps  est  fm  do)  ; 
elle  est  constante. 

'in  Flux  à  travers  une  surface  d'étendue  finie .  —  Soit  S  une 
portion  de  surface  à  laquelle  on  mène  les  normales  PN  d'un  côté 
déterminé.  Le  flux  de  force  à  travers  S  provenant  de  l'action  d'un 
seul  point  m  est  la  somme  des  flux  élémentaires  à  travers  tous  les 
éléments  d<J  de  S  5  il  a  donc  pour  valeur 


fmf 


dz  dio, 


diô  étant  l'ouverture  du  cône  ayant  pour  sommet  m  et  pour  base 
un  des  éléments  dd  de  S,  et  le  signe  étant  choisi  comme  nous  l'a- 
vons vu.  Si  l'on  désigne  par  û  la  somme 


£)  =  /  àidtù, 


qu'on  peut  appeler  valeur  algébrique  de  l'ouverture  du  cône  C, 
constitué  par  la  réunion  de  tous  les  cônes  élémentaires  ayant  m 
pour  sommet  et  pour  bases  les  divers  éléments  dd  de  S,  le  flux  de 
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force  à  travers  S  dans  le  sens  PN  est 

fmQ. 

Ce  cône  G  est  un  tube  de  force;  le  flux  traversant  une  section 
quelconque  de  ce  cône  est 

/mû. 

3°  Flux  de  force  dû  à  un  point  à  travers  une  surface  fer- 
mée. —  Trois  cas  sont  à  distinguer,  suivant  que  le  centre  attrac- 
tif m  est  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  de  la  surface  fermée,  ou  sur 
la  surface. 

Premier  cas.  — ■  Quand  le  centre  attractif  est  à  V  intérieur 
d'une  surface  fermée,  le  flux  total  à  travers  cette  surface  de 
V extérieur  vers  l  intérieur  est 

La  face  positive  de  la  surface  est  alors  la  face  interne.  Du 
point  m  comme  sommet,  traçons  un  cône  d'ouverture  infiniment 
petite  diû  ;  ce  cône  découpe  sur  la  surface  un  nombre  impair  d'élé- 
ments superficiels  dd,  dd',dd"..  ..  tournant  alternativement  leurs 

Fi  g.  287. 


faces  positives  et  leurs  faces  négatives  vers  le  point  m.  D'après 
cela,  le  flux  à  travers  dd  est  positif  et  égal  à  fm  dio;  de  même  le 
flux  à  travers  dd'  est  négatif  et  égal  à  — fmdio  ;  à  travers  dd" ,  il 
est  ■+-  fm  dix), .  .  .  et  ainsi  de  suite.  Comme  le  nombre  des  éléments 
dd,  dd' ',  dd" ',  . .  .  est  impair,  la  somme  des  flux  de  force  à  travers 

ces  éléments  est 

ftn  dto . 

Si  maintenant  on  considère  tous  les  cônes  élémentaires  tracés 
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dans  toutes  les  directions  autour  de  m,  on  voit  que  la  somme  des 
flux  de  forces  à  travers  tous  les  éléments  de  la  surface  est 

fin  I  dxo. 
Actuellement   /  di±>  est  l'aire  de  la  sphère  de  rayon  i  ou  4^-  On 

«y 

a  donc  pour  le  flux  total 

\T.fm. 

Ce  théorème  devient  intuitif  par  la  comparaison  avec  le  mou- 
vement d'un  liquide.  Si  Ton  imagine  tous  les  cônes  élémentaires 
de  sommet  m  et  d'ouverture  du  orientés  dans  toutes  les  direc- 
tions autour  de  ce  point,  chacun  de  ces  cônes  est  le  siège  d'un 
courant  uniforme  qui  amène  vers  le  point  m  dans  l'unité  de  temps 
une  quantité  de  liquide  égale  à  fmdu.  La  quantité  totale  de  li- 
quide qui,  dans  ce  même  temps,  pénètre  dans  une  surface  fermée 
entourant  m  est  alors  évidemment 


fin  I  cita  =  4  tz  fin , 


ce  qui  donne  le  théorème  à  démontrer. 

Le  flux  de  force  de  Y  intérieur  vers  V  extérieur  à  travers  la 
même  surface  est  égal  et  de  signe  contraire  au  précédent;  il  a  pour 

valeur 

—  4Ttfm. 

Deuxième  cas.  —  Quand  le  centre  attractif  est  à  l'extérieur 
d'une  surface  fermée,  le  flux  total  à  travers  cette  surface  est 

NUL. 

En  effet,  si  du  centre  attractif  m  comme  sommet  on  décrit  un 
cône  d'ouverture  infiniment  petite  du>  (fi g.  287),  ce  cône  coupe 
la  surface  en  un  nombre  pair  d'éléments  d<$,  dd\  .  .  .  tournant  alter- 
nativement leurs  faces  négatives  et  positives  vers  m.  A  travers  le 
premier  élément,  le  flux  de  l'extérieur  vers  l'intérieur  est 

—  fm  dd) , 

à  travers  le  deuxième  il  est  -{-fm  du> ....  Comme  le  nombre  de  ces 
éléments  est  pair,  la  somme  de  ces  flux  est  nulle.  Le  flux  total  à 
travers  la  surface  est  donc  nul. 
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Ce  théorème  devient  évident  à  l'aide  de  la  comparaison  déjà 
faite.  Le  courant  qui  suit  chaque  cône  élémentaire  de  sommet  m 
entre  dans  la  surface  en  un  point,  mais  en  ressort  intégralement 
par  un  autre.  La  somme  algébrique  des  quantités  de  liquide  pé- 
nétrant dans  la  surface  est  donc  nulle. 

Troisième  cas.  —  Si  le  point  m  est  sur  une  surface  fermée, 
le  flux  de  force  à  travers  la  surface  de  V  extérieur  vers  l'inté- 
rieur est  27zfm,  à  condition  qu'au  point  m  le  plan  tangent  à  la 
surface  soit  bien  déterminé. 

En  effet,  si  l'on  considère  tous  les  cônes  élémentaires  d'ouver- 
ture diù  ayant  m  comme  sommet,  ceux  de  ces  cônes  qui  sont,  par 
rapport  au  plan  langent  en  m,  du  même  côté  que  l'intérieur  de  la 
surface,  coupent  celle-ci  en  un  nombre  impair  d'éléments  superfi- 
ciels et  le  flux  qui  entre  par  un  de  ces  cônes  est  fm  dix)',  au  contraire, 
ceux  des  cônes  qui  sont  de  l'autre  côté  du  plan  tangent  en  m 
coupent  la  surface  en  un  nombre  pair  d'éléments  et  le  flux  qui 
entre  dans  la  surface  par  un  de  ces  cônes  est  nul.  La  somme  des 
flux  qui  entrent  est  donc  la  somme  des  quantités  fm  <:/w  relatives 
aux  cônes  situés  d'un  côté  du  plan  tangent,  c'est-à-dire  2 w/#w,  car 
la  somme  des  ouvertures  de  ces  cônes  est  l'aire  d'une  demi-sphère 
de  rayon  1 . 


Théorème  de  Gauss.  —  Soient  /??,,  m.2,  .  .  .,  mn  un  nombre 
quelconque  de  masses  attirantes,  les  unes  extérieures,  les  autres 
intérieures  à  une  surface  fermée.  Le  flux  de  force  total  à  tra- 
vers cette  surface  de  l'intérieur  vers  l'extérieur  est  égal  au 
produit  de  — ^f  par  la  somme  des  masses  intérieures.  En 
effet,  le  flux  de  force  total  provenant  de  toutes  ces  masses  est  égal 
à  la  somme  des  flux  de  forces  provenant  de  chacune  d'elles;  celles 
qui  sont  extérieures  donnent  des  flux  de  forces  nuls;  celles  qui 
sont  intérieures  donnent  des  flux  de  forces  de  la  forme  ■ —  /\-fm. 

Le  flux  total  est  donc 

-4  tt/ M', 

M7  désignant  la  somme  des  masses  intérieures. 

Autre  forme  du  théorème  précédent.  —  Soit  U  le  potentiel 
des  masses  m^  /??2>  ••  -3  ni,l:  le  flux  de  force  à  travers  un  élément 
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de  surface  dd  de  l'intérieur  vers  l'extérieur  est 

-=-  désignant  la  dérivée  prise  suivant  la  normale  exlérieure  à  l'élé- 
dn  °  r 

ment.  Le  flux  de  force  total  à    travers  une  surface  fermée  S  est 
donc 

l'intégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface.  Ce  flux  est  d'ailleurs 
égal  à  —  /\izfM';  on  a  donc 

ffc™dï=-^M'. 
JJ   an 

557.  Conservation  du  flux  dans  un  tube  de  force.  —  Imaginons 
un  champ  produit  par  l'attraction  de  masses  mtl  m2,  •  •  •>  mn  et  un 
lube  de  force  correspondant  à  ce  champ  (n°  549).  Soient  S  et  S' 
deux  sections  transversales  planes  ou  courbes  faites  dans  ce  tube. 
Supposons  que,  dans  le  tube,  il  ne  se  trouve  aucune  masse  agis- 
sante entre"  les  deux  sections.  Alors  le  flux  de  force  traversant 
la  section  S  dans  un  certain  sens,  est  égal  au  flux  de  force 
traversant  S'  dans  le  même  sens.  En  effet,  considérons  la  sur- 
face fermée  constituée  par  les  deux  sections  S  et  S'  et  les  parois 
du  tube.  Le  flux  de  force  total  à  travers  cette  surface  fermée  est 
nul,  d'après  le  théorème  précédent.  Mais  le  flux  de  force  à  travers 
la  paroi  latérale  est  nul,  car  en  un  point  de  la  paroi  latérale,  la 
force  du  champ  est  tangente  à  cette  paroi  et  sa  composante  nor- 
male est  nulle;  donc  les  flux  de  forces  sortant  de  la  surface  fer- 
mée à  travers  les  sections  S  et  Sf  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires. On  peut  dire  aussi  que  le  flux  de  force  entrant  par  la 
section  S  est  égal  au  flux  sortant  par  S'. 

Si,  entre  les  deux  sections  S  et  S'  du  tube  de  force  se  trouvent 
des  masses  agissantes  ayant  pour  somme  M',  un  raisonnement  ana- 
logue montre  que  le  flux  de  force  entrant  par  S  est  égal  au  flux 
sortant  par  S'  augmenté  de  /\izfM'. 

Supposons  que  le  tube  ait  une  section  infiniment  petite  et  soient 
dd  et  dd'  deux  sections  droites  entre  lesquelles  ne  se  trouve  au- 
cune masse  attirante*,  les  forces  en  dd  et  dd'  sont  normales  à  ces 
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sections;  en  écrivant  que  les  flux  sont  égaux,  on  a 

Kdï  =  K'dï  '; 

le  long  d'un  tube  de  force  infiniment  petit,  la  force  varie  donc 
en  raison  inverse  de  la  section  droite. 

Dans  la  comparaison  avec  le  mouvement  permanent  d'un  liquide, 
le  tube  de  force  se  présente  comme  un  tuyau  dans  lequel  circule 
le  liquide.  La  quantité  de  liquide  traversant  deux  sections  S  et  S' 
est  la  même,  à  condition  qu'entre  S  et  S'  ne  se  trouve  aucune 
prise  d'eau;  sinon  la  différence  entre  ces  deux  quantités  est  égale 
au  liquide  absorbé  par  les  prises. 

Ce  théorème  montre  que  les  tubes  de  forces  ne  peuvent  pas  s'ar- 
rêter brusquement  dans  la  portion  de  l'espace  où  ne  se  trouve 
aucune  masse  agissante;  car  si  un  tube  se  rétrécissait  de  façon 
à  avoir  finalement  une  section  nulle  en  un  point,  la  force  devien- 
drait infinie  en  ce  point.  Un  tube  de  force  se  continue  donc  jus- 
qu'à ce  qu'il  revienne  sur  lui-même  en  constituant  un  canal  comme 
un  tore,  ou  jusqu'à  ce  qu'il  s'éloigne  indéfiniment,  ou  enfin  jusqu'à 
ce  qu'il  rencontre  une  masse  agissante. 

Faraday  évalue  le  flux  de  force  à  travers  une  surface,  par  limage 
suivante  :  Supposons  que  Ion  prenne  une  unité  de  surface  très 
petite  et  appelons  tube  de  force  unité,  un  tube  dans  lequel  le  flux 
de  force  est  égal  à  i .  Nous  pouvons  alors  nous  représenter  l'espace 
comme  rempli  de  tubes  de  forces  unités  placés  les  uns  à  côté  des 
autres.  Le  flux  à  travers  une  surface  sera  sensiblement  égal  au 
nombre  de  tubes  de  forces  unités  traversant  cette  surface. 

558.   Équation  de  Laplace.  —  Le  potentiel 

ti  —  -Il   -  Ti  _i_        m>i 

ri  r>  rn 

est  une  fonction  des  coordonnées  ûc,  y,  z  du  point  P,  finie  et  con- 
tinue dans  tout  l'espace  excepté  aux  centres  attractifs  eux-mêmes 
où  elle  est  évidemment  infinie.  Nous  allons  montrer  qu'en  tous 
les  points  de  l'espace,  à  l'exception  des  centres  attractifs,  elle 
vérifie  l'équation  de  Laplace 
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on,  sous  forme  abrégée, 

AU  =  o. 

En  effet,  en  appelant  #, ,  6, ,  c{  les  coordonnées  du  point  fixe  mK , 
on  a 


donc 


'•i       v/(^-a1)2^-(r-61)2+(--Cl/2, 
_Ci  —  3  ^'r  ~ai)2 [ 

ri     ,  fr  -M2      • 

— : — —   —  J  ; —   — r  7 

n       0(z-ci¥  I 

ds2  r;  r( 

Ajoutant  ces  trois  expressions,  on  trouve  zéro  dans  le  deuxième 
membre.  Donc 

De  même 

A  —  =0,         ....         A  —  =0. 
''2  rn 

Or,  d'après  l'expression  de  U, 

AU  =  nii  A  —  ■+-  m?  A h  ...  -h  mn  A  —  , 

'*i  "      '2  rn 

donc 

AU  =  o. 

559.  Autre  démonstration  du  théorème  de  Gauss.  —  La  démon- 
stration du  n°  556  a  un  caractère  élémentaire;  en  voici  une  autre 
reposant  sur  l'équation  de  Laplace. 

i°  Soit  d'abord  une  surface  fermée  S  ne  contenant  dans  son 
intérieur  aucun  des  centres  attractifs.  Le  flux  de  force  à  tra- 
vers cette  surface,  de  l'intérieur  vers  l'extérieur,  est 

la  dérivée  étant  prise  suivant  la  normale  extérieure.  La  fonction  U 


!v>. 
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ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  deuxièmes,  élanl  uniforme  et 
finie  dans  S,  on  a,  d'après  la  formule  (4)  du  n°  538, 


J  Js  dnC         J  J  Jy 


AU^ 


Finlégrale  triple  étant  étendue  au  volume  V  limité  par  S.  Mais 

on  a 

AU  =  0, 

l'intégrale  triple  est  donc  nulle  et  il  en  est  de  même  de  l'intégrale 
double.  Le  Jlux  de  force  est  donc  nul. 

2°  Soit  maintenant  une  surface  fermée  S  contenant  dans  son 
intérieur  certains  des  centres  attractifs  mti  m2<,  . ..,  nxp.  Le  flu\ 
de  force  à  travers  cette  surface  de  l'intérieur  vers  l'extérieur  est 


fff 


dV 
dix 


dï, 


la  dérivée  étant  prise  vers  l'extérieur.  La  fonction  (J  n'est  pas  con- 
tinue dans  tout  l'intérieur  de  S,  car  elle  devient  infinie  aux  points 
m{ ,  m2,  ...,  nip  (Jig.  288).  De  ces  points  comme  centres  res- 

Fiar.  2S8. 


pectifs  décrivons  des  sphères  s,,  s2,  ...,  sp  de  rayons  très  petits, 
considérons  le  volume  V  intérieur  à  la  surface  S  et  extérieur  à  ces 
sphères.  Ce  volume  est  limité  par  les  surfaces  S,  .s,,  s2l  ...,  sp. 
Dans  ce  volume  la  fonction  U  est  continue,  ainsi  que  ses  dérivées; 
on  a  donc,  d'après  la  formule  (4)  du  n°  o38, 


ri 


+  s, +...+-  s , 


dU 

-   j —   et  J* 

dix 


AU^/t. 


la  première  intégrale  étant  étendue  à  l'ensemble  des  surfaces  S, 
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S\ ,  52,  • .  -,  sp  et  la  deuxième  au  volume  V.  Mais  on  a 

AU  =  o, 
donc  l'intégrale  triple  est  nulle  et  l'on  peut  écrire 
d\] 
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— -  de?  —  o, 


en  décomposant  l'intégrale  double  en  ses  diverses  parties.  Dans 
cette  formule,  les  dérivées  de  U  sont  prises  suivant  les  normales 
extérieures  au  volume  V  :  sur  chaque  surface  sphérique  la  dérivée 
est  donc  prise  vers  l'intérieur  de  la  sphère.  Calculons  l'intégrale 


dV  J 

-r-  d3 

an 


'-fi 

étendue  à  l'aire  de  la  sphère  st.  On  peut  écrire 


ni\ 


où  U,  est  une  fonction'continue  dans  s, ,  car  c'est  le  potentiel  des 
masses  a??2,  ms,  . ..,  mn,  dont  aucune  n'est  dans  la  sphère  s{. 
On  a  alors 


Ii 


—~  df-h  /    /  —z-ldf 
an  !     1     dn 


La  deuxième  intégrale  est  nulle  d'après  le  premier  cas  examiné, 
car  c'est  le  flux  de  force  à  travers  st  provenant  des  masses  m2, 
/y?3,  .  .  .,  /??„,  toutes  extérieures  à  s{.  Quant  à  la  première,  comme 
la  normale  intérieure  à  la  sphère  en  un  point  P  coïncide  avec  le 
rayon  P /?z  1 ,  on  a,  en  appelant  j{  la  distance  du  point  P  au  centre  mK 
et  r,  +  drK  la  distance  au  centre  du  point  P'  infiniment  voisin 
de  P  sur  la  normale  P/ft*, 


dn  —  PP' 


ctr 


dn± 
dn 


Donc 


d^- 


drv 


*-m*L%fX' 


n\\ 


ni\ 


=  —  /    /    d*  =  "" Y^7zrl==  4™»*i> 


ri 


car,  sur  la  sphère  s,   la  distance  r{  est  constante  et  la  somme  des 
éléments  dd  est  l'aire  de  la  sphère  4~'*r  Les  autres  intégrales 
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figurant  dans  l'équation  (4)   sont  de  même  égales  à  /\-m2. 
/{Tz/zip,  et  cette  équation  donne  finalement 

dV 


fl 


df  =  —  4 ic (  ni\  H-  m9  -h .  .  •  4-  m ,,)  =  —  \  ~  M '. 
,   du 

M7  désignant  la  somme  des  masses  attirantes  intérieures  à  S.  Le 
lliéorème  est  ainsi  démontré. 


II.        MASSES  CONTINUES.  —  GENERALITES. 
SIMPLE  ET  DOUBLE   COUCHE. 

560.  Potentiel  d'une  niasse  continue.  —  Les  théorèmes  que 
nous  venons  de  démontrer,  relativement  au  champ  de  forces  créé 
par  l'attraction  de  points  matériels  isolés,  s'étendent,  comme  l'a 
montré  Lagrange,  au  champ  de  forces  créé  par  l'attraction  de 
masses  continues.  Il  suffit,  pour  cela,  de  regarder  une  masse  con- 
tinue comme  formée  d'un  nombre    infiniment  grand  de  masses 


infiniment  petites.  Le  potentiel 


1 


m 
r 


se  trouve  alors  remplacé  par  une  intégrale  définie. 

Divisons  la  masse  continue  en  éléments  de  masse  infiniment 
petits  dm  :  soient  «,  b,  c  les  coordonnées  d'un  de  ces  éléments,  r 
sa  distance  au  point  P(#,  y,  s), 

r  =  /(a?  —  «)2H-(.r  —  6)2+ (5  —  c)2 . 

L'attraction  newtonienne  de  l'élément  dm  sur  l'unité  de  masse 
placée  au  point  P  a  pour  projections 

—  / r—  dm,      —  f  z—— —  dm,     —  / dm . 

La  résultante  K  de  ces  attractions  a  donc  pour  projections 

(K)  <   \  =  -fJl^Ldln. 
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les  intégrales  étant    étendues   à    tons  les   éléments  attirants  dni. 
Considérons  alors  la  fonction  de  #,  y,  z 

la  règle  delà différentialion  sous  le  signe  /  ,  provisoirement  admise, 
donne  immédiatement 

X  =  /£,         T=ff,         Z=ff. 

J  dx  ày  J    ôz 

La  force  R  du  champ  dérive  donc  de  la  fonction  f\J. 

De  même,  l'attraction  électrique  ou  magnétique  d'une  masse 
électrique  ou  magnétique  continue,  sur  un  point  P  de  masse 
unité,  dérive  de  la  fonction  —  kl] . 


361 .  Surfaces  de  niveau.  Lignes  et  tubes  de  forces.  Flux  de 
force.  —  Les  définitions  et  les  propriétés  données  plus  haut  pour 
les  surfaces  de  niveau,  les  lignes  et  tubes  de  forces,  le  ilux  de 
force,  s'étendent  d'elles-mêmes  au  champ  de  forces  créé  par  l'at- 
traction d'une  masse  continue. 

562.  Équation  de  Laplace.  —  Nous  avons  vu  que  le  potentiel  U 
d'un  système  de  points  isolés  est  une  fonction  des  coordonnées  #, 
y1  z  du  point  attiré  P  vérifiant  l'équation  de  Laplace 

AU  =  o 

tant  que  le  point  P  ne  coïncide  pas  avec  un  des  points  al  tirants. 
On  peut  donc  prévoir  que  le  potentiel  d'une  masse  continue  véri- 
fiera également  l'équation  de  Laplace,  en  tous  les  points  de  L'es- 
pace situés  en  dehors  des  masses  attirantes.  Pour  le  vérifier, 
reprenons  l'expression 

u  =  f  ^ 

du  potentiel,  l'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  de  la 
masse  attirante.  Dans  cette  intégrale 

/•  =  )/{x  —  a)*-h(7  —  b)*-]-(z  —  cf, 

X,y,  z  désignant  les  coordonnées  du  point  attiré  et  <7,  />,  c  celles 
de   l'élément  attirant  dm  ;   dans   l'intégration   #,  y,  z   sont   donc 
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regardés  comme  constants  et  Jes  coordonnées  a,  6,  c  de  dm  va- 
rient seules;  d'ailleurs  les  limites  de  l'intégration  sont  indépen- 
dantes de  x,y,  z. 

Si  le  point  x,  y,  z  est  extérieur  à  la  masse  attirante,  r  ne  s'an- 
nule pas  dans  l'intégrale,  tous  les  éléments  de  l'intégrale  restent 
finis  et  l'on  peut  appliquer,  sans  objection,  la  règle  de  la  difie- 

rentiation  sous  le  signe    /  .  On  a  alors 


J     à** 


dm 


on  a 


Calculant  de  même  les  dérivées  secondes  par  rapport  à  x  et  y, 
a 

AU  =  /  A  -  dm , 

et  comme  A-  =o  (n°  558),  on  a 


AU  =0. 


L'équation  de  Laplace  est  ainsi  démontrée.  Elle  exprime  que  la 
divergence  de  l'attraction  est  nulle  en  dehors  des  niasses  atti- 
rantes. 


563.  Lignes,  surfaces  et  volumes  attirants.  — Les  masses  con- 
tinues dont  on  étudie  l'attraction  peuvent  former  une  ligne,  une 
surface  ou  un  volume. 

En  Mécanique  céleste,  quand  on  veut  étudier  les  attractions 
mutuelles  des  astres,  on  est  conduit  à  des  attractions  de  volumes. 
Dans  la  théorie  de  l'électricité,  on  est  conduit  à  des  attractions  de 
surfaces,  car  la  matière  attirante  est  alors  répartie  sur  la  surface 
des  corps  conducteurs.  L'attraction  d'une  ligne  n'a  pas  de  signifi- 
cation physique  directe,  mais  on  ramène,  dans  certains  cas, 
l'attraction  d'un  volume  ou  d'une  surface  à  celle  d'une  ligne. 

564.  Potentiel  dune  ligne.  —  Soient  ds  un  élément  de  longueur 

de  la  ligne,  dm  sa  masse;  le  rapport  -j-  =  p  s'appelle  densité 

linéaire  de  la  ligne  attirante.  Cette  densité  peut  varier  d'un  point 
de  la  ligne  à  l'autre  ;  quand  elle  est  constante,  la  ligne  est  homo- 
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gène.  Cela  posé,  en  adoptant  les  notations  précédentes,  on  a  pour 
la  valeur  du  potentiel  de  la  ligne  au  point  P(.r,y,  z) 


C  dm         C P  ds 


l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  ligne. 

Le  potentiel  est  alors  exprimé  par  une  intégrale  simple.  Il  est 
une  fonction  continue  de  x,  y,  z  admettant  des  dérivées  également 
continues  en  tous  les  points  ne  coïncidant  pas  avec  un  des  élé- 
ments de  la  ligne  attirante.  Enfin  la  fonction  U  vérifie  l'équation 

de  Laplace 

AU  =  0, 

en  tous  les  points  non  situés  sur  la  ligne  attirante. 

565.  Potentiel  d'une  simple  couche.  —  Soit  une  couche  attirante 
d'épaisseur  infiniment  petite  ayant  la  forme  dune  surface  S.  Soient 
dd  un  élément  superficiel  de  cette  couche,  dm  la  masse  de  ma- 

. ,  .  1  , ,  ,  1  dm  , 

tiere  attirante  contenue  dans  cet  élément;  le  rapport  ~r—  =  p  s  ap- 
pelle densité  superficielle  de  la  couche  attirante  ;  quand  p  est 
constant,  la  couche  attirante  est  homogène.  En  désignant,  comme 
plus  haut,  par  r  la  distance  du  point  potentié  \*{x,y,z\  à  l'élé- 
ment dm  de  coordonnées  a,  b,  c,  on  a  pour  le  potentiel 


°-fï-ftù. 


p  dï 
«-'s 


Dans  cette  intégrale,  «,  &,  c,  p  sont,  sur  la  surface  S,  des  fonc- 
tions de  deux  paramètres.  On  a  donc  à  calculer  une  intégrale 
double. 

La  fonction  potentielle  U  ainsi  que  l'attraction  R  qui  en  dérive 
sont  continues  en  tous  les  points  P  de  l'espace  non  situés  sur  la 
surface  attirante.  Le  potentiel  U  reste  même  continu  quand  le 
point  P  traverse  la  surface  attirante;  mais  l'attraction  varie  alors 
d'une  manière  discontinue.  C'est  ce  que  nous  montrerons  d'abord 
sur  des  exemples.  Enfin,  en  tous  les  points  non  situés  sur  la 
couche,  la  fonction  U  vérifie  l'équation  de  Laplace  AU  =  o. 
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566.  Exemple.  —  Potentiel  d'une  couche  sphérique  homogène 
infiniment  mince.  —  Nous  allons  établir  les  propositions  suivantes  : 

Soit  une  couche  sphérique  homogène  infiniment  mince  de 
masse  totale  M,  de  centre  O  et  de  rayon  R  ;  la  valeur  du  poten- 
tiel de  cette  couche  en  un  point  P  intérieur  à  la  couche  est 

M 

constante  et  égale  à  —  ;  la  valeur  du  potentiel  en  un  point  P 

,    ,  r  ,        7     ,     M 

extérieur  a  ta  couche  est  egate  a  ^p  • 

Premier  cas  :  le  point  P  est  intérieur .  —  Traçons  du  point  P 
comme  sommet  un  cône  d'ouverture  infiniment  petite  découpant 
sur  !a  sphère   deux  éléments  superficiels   dd  et  dd1  placés  à  des 

Fig.  289. 


vA' 


j>^diJ\X 

dli) 

Ida 

^"7> 

^Y 

A 

da' 


dislances  /'  et  /•'  de  P.  Soit  p  la  densité  superficielle  de  la  couche; 
les  masses  dm  et  dm!  des  éléments  dd  et  dd'  sont 

dm  =  p  do1,         dm'=  p  d<f'; 

leurs  attractions  sur  l'unité  de  masse  placée  en  P  sont  dirigées  en 
sens  contraires  et  ont  pour  intensités 


r2 


/P<fe" 


Mais  les  éléments  dd  et  dd'  font  des  angles  égaux  9  avec 
une  génératrice  quelconcjue  AA'  du  cône  :  si  donc  on  décrit  de  P 
comme  centre  avec  PA  =  r  et  PA'=  r'  comme  rayons  des  surfaces 
sphériques,  le  cône  considéré  découpe  sur  ces  surfaces  des  élé- 
ments dto  et  d<d  qui  peuvent  être  regardés  comme  les  projections 
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de  dr:  et  di\  et  on  a 

clw  =  da  sin  0,         du>'  =  d<s'  sin  6  ; 

(l'autre  part  dto  et  du)'  sont  proportionnels  aux    carrés  de  leurs 
distances  r  et  r'  au  sommet  P;  on  a  donc 

doi        d<7        r2 
M  =  de'  =  V2 1 

dv        da' 
72  =  ~Ri' 

Les  attractions  des  éléments  di  et  (icr'  sur  le  point  P  sont  donc 
égales  et  opposées.  Toute  la  surface  de  la  couche  pouvant  ainsi 
être  divisée  en  couples  d'éléments  do-  et  di'  dont  les  actions  se 
neutralisent,  l'action  totale  de  la  couche  sur  le  point  P  est  nulle. 
Donc,  en  tous  les  points  intérieurs,  le  potentiel  est  constant,  car 

1  ,  •    ,  .   n      dU    d\J    d\)        .    !  ,0    .  1, 

ses  dérivées  partielles  -r— ,  -^— ,  -r-  qui  définissent  1  attraction  sont 

L  ox     oy     az    l 

/tulles.  La  valeur  constante  de  ce  potentiel  à  l'intérieur  est  égale  à 
sa  valeur  au  centre,  qui  est 


u=2f  =  s2 


m 


M 
R 


Deuxième  cas  :  Le  point  P  est  extérieur.   —   Soit  P'  le  point 
conjugué  harmonique  de  P  par  rapport  aux  deux  extrémités  du 

Fig.  290. 


diamètre  OP,  c'est-à-dire  le  point  tel  que  OP.OP'  —  R2.  Soit  dm 
un  élément  de  masse  placé  en  A.  Les  triangles  OAP  et  OAP;  sont 

III.  4 
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semblables,  car  ils  ont  un  angle  égal  O  compris  entre  côlés  pro- 
portionnels :  en  appelant  r  et  r'  les  distances  AP  et  APr,  on  a 

donc 

r       OP 
?  ~    R  ' 

Le  potentiel  U  au  point  P  est 

remplaçant  r  par  sa  valeur  tirée  de  la  relation  précédente,  on  a 

R     Ç  dm 
u  -  ÔP  J  ~V  ' 

/Cm  111  • 

— ,-  est  la  valeur  du  potentiel  de  la 

couche  au  point  intérieur  P'  :  on  a  donc,  d'après  le  premier  cas, 

Çdm        M 
et 

OP 

Nous  avons  ainsi  l'expression  du  potentiel  au  point  extérieur  P. 
Ce  potentiel  est  le  même  que  si  toute  la  masse  de  la  couche 
était  concentrée  au  centre.  On  en  conclut  que  V attraction  d' une 
couche  sphérique  homogène  sur  un  point  extérieur  est  la  même 
que  si  toute  la  masse  de  la  couche  était  concentrée  au  centre. 

Continuité  du  potentiel.  —  Quand  le  point  P,  situé  d'abord  à 
l'extérieur,  se  déplace  d'une  manière  continue,  le  potentiel  varie 
d'une  manière  continue  :   quand  P  atteint  la  couche  infiniment 

M 

mince,  le  potentiel  prend  la  valeur  —  qu'il  conserve  ensuite  dans 

tout  l'intérieur.  Le  potentiel  varie  donc  d'une  manière  continue 
quand  P  traverse  la  couche.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  l'attrac- 
tion. 

Discontinuité  de  V attraction.  —  Si  le  point  P  est  infiniment 
voisin  de  la  couche  à  V extérieur ,  l'attraction  est  dirigée  suivant 

PO  et  égale  à  -r**'*   si,    au  contraire,  le  point  P  est   infiniment 

voisin  de  la  couche  à  V intérieur ,  l'attraction  est  nulle.  Cette  al- 
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traction  varie  donc  brusquement  quand  P  traverse  la  couche.  En 
appelant  o  la  densité  superficielle  de  la  couche,  on  a  M  =  4^R2pj 
et  on  voit  que  la  composante  de  V attraction  normale  à  la 
couche  (composante  qui,  dans  le  cas  actuel,  se  confond  avec  l'at- 
traction même)  varie  de  4^/?  quand  le  point  P  traverse  la 
couche. 

Energie  potentielle  de  la  couche.  —  Nous  avons  vu  (n°553) 
que  l'énergie  potentielle  d'un  système  de  points  matériels  soumis 
à  l'attraction  nevvtonienne  est 


v  =  î2"lU' 


m  désignant  la  masse  d'un  quelconque  des  points  du  système  et 
U  la  valeur  du  potentiel  des  autres  points  en  m.  Dans  le  cas  actuel, 
si  dm  est  un  élément  de  la  couche,  la  valeur  du  potentiel  du  reste 

de  la  couche  en  dm  est  ^-  ;  on  a  donc 

•R 


'-i/ï 


M    ,  M2 


567.  Attraction  d'une  aire  plane  homogène.  —  Soit  une  aire 
plane  S  homogène  de  densité  superficielle  p.  L'attraction  H  de 
cette  aire  sur  un  point  m  de  masse  i  peut  être  décomposée  en  deux 
forces,  l'une  H^  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  mp  au  plan  et 


Fi; 


291, 


l'autre  ¥Lt  dirigée  parallèlement  au  plan.  Nous  nous  bornerons  au 

calcul  de  H^,  qui  conduit  à  un  résultat  simple  souvent  employé. 

Un  élément  d'aire  cfo  placé   en   P  à  une  distance   Vm  —  r  du 

>\  >  '        f?dnA  . 

point  m  exerce  en  ni  une  attraction  élémentaire  •  dont  la  com- 

1.  ri 
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posante  suivant  mp  est 

^-J~r~  COSO, 
r- 

8  désignant  l'angle  Pmp.  La  composante  Hp  de  l'attraction  totale 
est  la  somme  de  ces  composantes  élémentaires 

l'intégrale  étant  étendue  à  l'aire  attirante  S.  Le  calcul  de  cette  in- 
tégrale est  identique  à  celui  que  nous  avons  fait  n°  555  pour  le 
calcul  du  flux  de  force  dû  à  un  point  à  travers  une  surface.  En 
effet,  si  l'on  mène  la  normale  PN  à  l'élément  di  du  côté  de  m, 
9  est  aussi  l'angle  ;/zPN;  la  force  H7,  est  donc  le  flux  de  force  qui 
serait  produit  par  un  centre  attractif  de  niasse  p  placé  en  m  à  tra- 
vers l'aire  plane,  dans  le  sens  PN.  Si  l'on  considère  le  cône  ayant 
pour  sommet  m  et  pour  base  l'aire  plane,  et  si  l'on  désigne  par  û 
l'aire  découpée  par  ce  cône  sur  une  sphère  de  centre  m  et  de 
rayon  i,  on  a,  comme  on  l'a  vu  au  n°  555, 

H„=/pO. 

Si  le  point  attiré  m  est  très  près  du  plan  attirant,  à  une  distance 
du  plan  qui  est  infiniment  petite  par  rapport  aux  distances  du 
point  m  aux  points  du  contour  de  l'aire,  l'aire  ù  diffère  infiniment 
peu  d'un  hémisphère  ;  on  a  donc  alors 

Up=  2tt/p. 

Il  va  de  soi  que  Ton  ne  peut  rien  dire  a  priori  de  la  composante 
Hf  parallèle  au  plan,  puisque  cette  composante  dépend  de  la  forme 
du  contour  de  l'aire.  Dans  le  cas  particulier  où  le  contour  de 
l'aire  a  pour  centre  de  symétrie  la  projection  p  du  point  attiré  m 
sur  le  plan,  il  est  évident  que,  par  raison  de  symétrie,  Hf  est 
nulle. 

Discontinuité  de  V attraction  quand  le  point  m  traverse  la 
surface  attirante.  —  Si  l'on  prend  deux  positions  m  et  m!  du 
point  attiré  infiniment  rapprochées  de  la  surface  S  et  symétriques 
Tune  de  l'autre  par  rapport  au  plan  de  celte  surface,  on  voit  que 
les  composantes  Ht  et  H^  de  l'attraction  sur  ces  deux  points  sont 
identiques,  par  raison  de  symétrie  ;  mais  les  composantes  H^  et  H' 
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sont  égales  à  271/0  et  dirigées  en  sens  contraire,  l'une  suivant  mp, 
l'autre  suivant  m' p.  La  composante  de  V attraction  normale  à 
la  surface  attirante  subit  donc  une  variation  brusque  de  ^nfp 
quand  le  point  m  traverse  la  surface  attirante. 

On  a  ainsi  un  deuxième  exemple  d'un  fait  général  déjà  signalé 
à  propos  de  l'attraction  d'une  couche  sphérique. 

568.  Attraction  de  deux  aires  planes  homogènes  identiques  pla- 
cées en  face  l'une  de  l'autre.  —  Considérons  deux  aires  planes  S 
et  S'  homogènes  et  identiques  placées  de  façon  à  former  les  deux 
bases  d'un  même  cylindre   droit.  La  symétrie  de  la   figure  par 

Fig.  ?g2. 


rapport  au  plan  Q  équidistant  de  S  et  S'  permet  de  montrer  que 
les  attractions  de  S  sur  les  divers  éléments  de  S'  ont  une  résul- 
tante unique  F'  normale  à  S';  réciproquement,  les  attractions 
de  S'  sur  les  éléments  de  S  ont  une  résultante  F  égale  et  directe- 
ment opposée.  En  effet,  soit  h  l'attraction  d'un  élément  a  de  S 
sur  un  élément  b'  de  S';  associons  à  h  l'attraction  h'  de  l'élément  b 
de  S  symétrique  de  b'  par  rapport  à  Q  sur  l'élément  a'  de  S'  symé- 
trique de  a.  Ces  deux  forces  h  et  h'  égales  et  dirigées  suivant  les 
diagonales  b' a  et  a' b  du  rectangle  aa'bb'  ont  évidemment  une 
résultante  normale  à  S'  et  dirigée  vers  S  :  toutes  ces  résultantes 
élémentaires  se  composent  en  une  F'.  Pour  calculer  F  et  F'  pre- 
nons sur  S'  un  élément  d<7  de  masse  p  do-  placé  en  m  ;  la  compo- 
sante Hp  de  l'attraction  de  S  sur  l'unité  de  masse  placée  en  m  est, 
d'après  ce  qui  précède,  fpù,  où  Q  est  l'angle  solide  sous  lequel 
on  voit  de  m  l'aire  S  ;  sur  l'élément  0  do-  le  plan  S  exerce  donc 
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une  attraction  dont  la  composante  normale  au  plan  est 

fpQ.pd*; 

l'attraction  résultante  F7  de  S  sur  S'  étant  normale  à  S'  est  la 
somme  de  ces  composantes  normales.  Donc 

F  =F  =/p2  f  fçtdrs. 

Cas  où  les  plans  sont  à  une  distance  infiniment  petite  par 
rapport  à  leurs  dimensions.  —  Dans  cette  hypothèse,  pour  tous 
les  points  m  de  S',  excepté  pour  les  points  infiniment  voisins  des 

bords,   on  a  sensiblement  Q  =  2  tu.    Comme  d'autre   part     /   /  dr* 
est  l'aire  S  des  deux  surfaces  planes,  on  a 

F  =  F'=2TC/P2S, 

formule   employée  dans  la  théorie  des  condensateurs  électriques. 

569.  Discontinuité  de  l'attraction  dune  simple  couche  quand  le 
point  attiré  traverse  la  couche.  —  Soit  une  surface  attirante  S  de 
densité  superficielle  variable  p.  Soient  A  un  point  delà  surface,  m 
et  m!  deux  points  placés  sur  la  normale  en  A  infiniment  près  de 

Fig.  a93. 


la  surface  et  de  part  et  d'autre  de  A.  Appelons  H  et  H'  les  attrac- 
tions de  la  surface  sur  l'unité  de  masse  placée  en  m  et  en  m', 
et  Hp,  H'  les  composantes  de  ces  attractions  suivant  la  normale 
mm'j  estimée  positivement  dans  le  sens  mm'.  On  a,  dans  ces  con- 
ditions, 

p  désignant  la  valeur  de  la  densité  en  A.  Nous  ne  démontrerons 
pas  ce  théorème  en  toute  rigueur  et  nous  nous  contenterons  de 
l'indication  suivante,  en  renvoyant  pour  plus  de  détails  aux  JLeçons 
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de  Riemann,  Schwere,  Electricitât  und  Magnetismus.  Traçons 
sur  Ja  surface,  autour  du  point  A,  une  courbe  fermée  détachant 
une  aire  très  petite  S<.  La  surface  S  est  ainsi  partagée  en  deux 
parties  S,  et  S2=S —  S^  L'attraction  de  S  sur  un  point  quel- 
conque P  est  la  somme  géométrique  des  attractions  H,  et  H2 
de  S,  et  S2.  Quand  le  point  attiré  P  va  de  m  en  m\  l'attraction  H2 
de  S2  varie  d'une  manière  continue,  car  P  ne  traverse  pas  S2  :  les 
composantes  normales  de  H2  aux  points  m  et  m'  diffèrent  donc 
infiniment  peu.  La  petite  surface  S,  peut  être  regardée  comme 
une  aire  plane  située  dans  le  plan  tangent  en  A  et  ayant  une  den- 
sité constante  p  :  en  lui  appliquant  le  résultat  démontré  pour 
l'attraction  d'une  aire  plane  (n°  567),  on  voit  que,  P  allant  de  m 
en  m1 \  la  composante  normale  de  H,  diminue  de  47Ip«/-  Donc  la 
composante  normale  de  H,  somme  des  composantes  normales 
de  H,  et  H2,  diminue  de  ^Kof. 

Cette  propriété  a  été  entrevue  par  Coulomb,  précisée  par  Pois- 
son et  démontrée  rigoureusement  par  Laplace  et  Cauchy. 

570.  Aimant  élémentaire.  —  On  appelle  aimant  élémentaire 
un  aimant  dont  les  dimensions  peuvent  être  regardées  comme 
infiniment  petites  par  rapport  aux  dimensions  du  champ  dans 
lequel  on  étudie  son  action.  Les  aimants  élémentaires  sont  sup- 
posés avoir  la  forme  de  cylindres  droits  avec  les  pôles  concentrés 
sur  les  bases.  Soient  m  la  masse  magnétique  répandue  sur  le  pôle  N, 


£     -m, 


—  m  celle  du  pôle  S,  s  la  longueur  de  l'aimant;  considérons  une 
masse  magnétique  égale  à  l'unité  positive  placée  en  P,  à  des  dis- 
lances r  et  r'  des  pôles  S  et  N.  Le  potentiel  magnétique  en  P  est 


m        m        m        m  (  r  —  r'  ) 
r         r'  r  rr' 


>  I  i  É  Q  U I L I B  H  E    l<:  T    M  0  U  V  E  M  E  N  T    D  E  S    M  I  L  I  E  L  X    C  0  N  T  IM  8. 

Comme  la  longueur  £  de  l'aimant  est  infiniment  petite  par  rap- 
port aux  distances  /et  /•',  le  produit  rrr  est  sensiblement  égal  à  r-\ 
d'autre  part,  si  l'on  décrit  un  arc  de  cercle  NA  de  P  comme  centre 
avec  PN  comme  rayon,  le  triangle  SNA  rectangle  en  Adonne 


SA  = 


COS0. 


0  étant  l'angle  de  Taxe  de  l'aimant  pris  dans  le  sens  SN  avec  la 
droite  qui  joint  l'aimant  au  point  P.  Donc 


U 


m  s  cosO 


r% 


On  peut  aussi  exprimer  ce  résultat  de  la  façon  suivante  :  Écri- 
vons 


U  —  m  s : 


le   facteur  —. est  l'accroissement  A-  de  la  fonction  -  quand 

/•  r  r  r    l 

on  passe  du  point  S  au  point  voisin  ]N  situé  à  une  distance  e  de  S. 
Gomme  s  est  supposé  infiniment  petit,  le  rapport  -A  -  est  la  déri- 
vée de  -  prise  dans  le  sens  SN,  c'est-à-dire  suivant  la  normale  menée 
à  la  base  S  du  côté  de   N.  Si  nous  désignons  cette  dérivée  par 

dl- 


dn 


-,  nous  aurons 


U 


m 


r 
dn 


La  droite  SN  est  l'axe  de  l'aimant  élémentaire,  et  la  quantité  zm 
son  moment.  Cette  notion  est  due  à  Poisson.  Si  l'on  appelle  a,  p, 
y  les  cosinus  des  angles  que  fait  Taxe  SN  avec  les  axes,  on  a 


y«X 


U 


nit 


i 


i 


r  r  r 


dx 


Dans  cette  expression,  a,  p,  y  sont  des  constantes.  Cette  fonction, 
étant  un  potentiel  dû  à  des  attractions  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance,  satisfait  à  l'équation  de  Laplace  en  dehors  de  l'ai- 
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niant  élémentaire.  Gela  est  aisé  à  vérifier,  carde  l'identité  A  -  —  o 

1  r 

on  déduit  en  différentiant  par  rapport  à  x,y  ou  z 


--  o. 


On  a  donc  AU  =  o. 

L'expression  U  du  potentiel  d'un  aimant  élémentaire  dépend, 

comme  on  voit,  des  dérivées  premières  de  -•  Des  potentiels  con- 
tenant des  dérivées  d'ordres  plus  élevés  se  rencontrent  en  pyro- 
électricité et  en  piézoélectricité  (Maxwell,  Treatise  on  Electri- 
city  and  Magnetism). 

Surfaces  équipotentielles .  —  Dans  cet  exemple,  les  surfaces 
équipotentielles  U  =  const.  sont  évidemment  de  révolution  au- 
tour de  l'axe  SN  :  il  suffit  donc  de  construire  les  courbes  équipo- 
tentielles dans  un  plan  passant  par  SN.  Si  l'on  prend  SN  comme 
axe  polaire,  ces  courbes  ont  pour  équation 


COS0 


571.  Feuillets  magnétiques.  Double  couche  uniforme.  —  On 
appelle  feuillet  magnétique  un  aimant  lamellaire  dont  les  faces 
ont  des  densités  magnétiques  égales  et  opposées.  Imaginons  donc 
un  feuillet  d'épaisseur  constante  s  affectant  la  forme  d'une  sur- 
face courbe  quelconque  :  cette  épaisseur  £  sera  regardée  comme 
infiniment  petite  :  supposons  que,  sur  une  des  faces  du  feuillet, 
soit  distribuée  une  couche  uniforme  de  magnétisme  positif  de 
densité  superficielle  o,  de  sorte  que  chaque  élément  superficiel 
d<j  contienne  une  masse  magnétique  pd<j]  supposons  que  sur  la 
face  opposée,  soit  de  même  distribuée  une  couche  uniforme  de 
densité  —  p.  Un  feuillet  de  ce  genre  peut  être  considéré  comme 
formé  par  la  juxtaposition  d'aimants  élémentaires  NS  de  longueur 
constante  s,  dont  les  axes  sont  normaux  au  feuillet  et  dont  les 
bases  di  sont  couvertes  de  masses  magnétiques 

zt  m  =  ±  p  da . 
Le  potentiel  de  cette  double  couche  en  un  point  P  est  la  somme 
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des   potentiels  dus  aux   aimants   composants.    L'aimant   élémen- 
taire SN  de  base  d<7  a  pour  axe  la  normale  SNN'  au  feuillet  :  soit 

Fig.  295. 


0  l'angle  de  cette  normale  avec  SP  ;  le  potentiel  de  cet  aimant  au 
point  P  est,  d'après  la  formule  précédente, 

\i  cfo  cos  6 


/•  désignant  la  distance  SP  et  pi  le  produit  sp.  Ce  potentiel  élé- 
mentaire est  positif  ou  négatif  suivant  que  B  est  aigu  ou  obtus, 
c'est-à-dire  suivant  que  du  point  P  on  voit  la  base  I\  ou  la  base  S 
de  l'aimant  élémentaire.  La  valeur  du  potentiel  de  la  double 
couche  en  P  est  alors,  si  l'on  met  jji  en  facteur, 


u  =  ^// 


de  cos  6 


l'in  tégration  étant  étendue  à  toute  la  surface 
On  peut  écrire  aussi 


U  =  Hl 


r 


la  dérivée  -5—   étant  prise  normalement  au  feuillet  dans  le   sens 

an  l 

SNN'.  Cette  intégrale  a  une  signification  remarquable  qui  résulte 
immédiatement  de  ce  qui  a  été  vu  précédemment  pour  le  flux  de 
force  provenant  d'un  centre  unique  (n°  555).  Nous  avons  vu  en 
effet  que  le  flux  de  force  dû  à  un  centre  unique  de  masse  m  placé 


CHAPITRE    XXIX.    —     ATTRACTION.     POTENTIEL.  69 

en  P,  à  travers  une  surface  donnée,  est 


On  voit  donc  que,  U  désignant  le  potentiel  d' un  feuillet  magné 
tique  en  un  point  P,  le  produit 


fV=f 


est  égal  au  Jlux  de  force  qu  enverrait  à  travers  le  feuillet, 
dans  le  sens  SN,  un  centre  unique  de  /nasse  p.  placé  en  P. 
Le  potentiel  U  du  feuillet  en  P  est  donc  égal  à 

Ù  désignant  la  somme  algébrique  des  ouvertures  zt  d co  des  cônes 
élémentaires  ayant  leur  sommet  en  P  et  ayant  pour  bases  les  divers 
éléments  superficiels  d<7  d'une  des  faces  du  feuillet  (n°  555).  La 
face  du  feuillet  qu'il  faut  actuellement  regarder  comme  positive  est 
la  face  N. 

Le  potentiel  U  est  une  fonction  de  la  position  du  point  P  qui  est 
continue  tant  que  le  point  P  ne  traverse  pas  la  surface.  Il  vérifie 
l'équation  de  Laplace. 

Conséquences.  —  i°  Si  le  feuillet  est  fermé,  la  face  S  étant  à 
l'extérieur,  son  potentiel  en  un  point  intérieur  est  4'rcj/.,  en  un  point 
de  la  surface  2tï[/.  et  en  un  point  extérieur  o.  Quand  le  point 
attiré  P  se  déplace  d'une  manière  continue  de  l'intérieur  vers 
l'extérieur,  le  potentiel  en  P  diminue  donc  brusquement  de  21^ 
au  moment  où  P  atteint  le  feuillet,  puis  diminue  de  nouveau  de 
2Tcp.  quand  il  en  sort. 

20  Si  le  feuillet  n'est  pas  fermé,  la  même  propriété  a  encore 
lieu.  En  effet,  soit  U  le  potentiel  d'un  feuillet  ouverte;  fermons  ce 
feuillet  à  l'aide  d'un  feuillet  auxiliaire  §'  dont  le  potentiel  au  même 
point  soit  U7.  Alors  on  peut  écrire 

U  =(U  +  U')-U' 

où  U  4-  U'  est  le  potentiel  du  feuillet  total  fermé  §  -f-  §' .  Quand 
le  point  P  traverse  le  feuillet  $  de  la  face  N  vers  S,  le  potentiel 
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U  -f-  {]'  du  feuillet  fermé  total  diminue  deux  fois  de  2t:[7.,  le  poten- 
tiel U'  du  feuillet  auxiliaire  varie  d'une  manière  continue,  donc  U 
diminue  deux  fois  de  2tu|jl,  une  fois  quand  P  atteint  le  feuillet,  une 
seconde  fois  quand  il  l'a  traversé. 

Ainsi,  tandis  que  le  potentiel  d'une  simple  couche  varie  d'une 
manière  continue  quand  le  point  potentié  P  traverse  la  couche,  le 
potentiel  d'une  double  couche  subit  une  double  discontinuité. 

572.  Double  couche  de  densité  variable.  —  Au  lieu  de  supposer 
la  densité  superficielle  dz  o  constante,  on  peut  supposer  qu'elle 
varie  d'une  manière  continue  sur  chacune  des  faces  du  feuillet.  En 
posant  encore  sp  =  ijl,  on  a,  pour  Ja  valeur  du  potentiel  du  feuillet 
en  un  point  P, 


-s.fr. 


U 

J  ,/s  *y        %y  s 

où  [A  varie  d'une  manière  continue  sur  la  surface.  Cette  fonction  U 
vérifie  l'équation  de  Laplace  en  dehors  de  la  double  couche. 

Les  propriétés  du  potentiel  d'une  double  couche  ont  été  étudiées 
par  Ampère,  par  Helmholtz,  par  Neumaun,  par  M.  Tauber 
(Monatshefte  fur  Mathematlk  und  Physik,  1897),  Par  ^-  ^a~ 
pounoff  {Comptes  rendus,  1897,  et  Société  Mathématique  de 
Kharkow,  1897).  On  trouvera  des  renseignements  sur  ce  sujet 
dans  le  premier  Volume  du  Traité  dy  Analyse  de  M.  Picard 
( Gauthier- Villars),  et  dans  Ja  Théorie  du  potentiel  newtonien, 
par  M.  Poincaré  (Carré  et  Naud  ;  1899). 

573.  Actions  mutuelles  d'un  courant  et  d'un  aimant.  —  L'action  d'un 
courant  fermé  sur  un  pôle  magnétique  peut  être  ramenée  à  l'action  d'un 
feuillet  magnétique  ayant  comme  contour  la  courbe  suivie  par  le  courant. 

Soit  en  P  un  pôle  magnétique  dont  la  masse  magnétique  est  égale  à  -+- 1  ; 
soit,  d'autre  part,  un  courant  électrique  d'intensité  i  suivant  un  certain 
circuit.  Désignons  par  ds  un  élément  AB  du  circuit  compté  positivement 
dans  le  sens  du  courant;  l'action  du  pôle  P  sur  ds  est  une  force  F  per- 
pendiculaire au  plan  de  P  et  de  l'élément  ds  ayant  pour  intensité 

F  =  ~tds  sincp, 

où   r  désigne   la   distance   de   P   à  ds,   o  l'angle  PAB  de  /'  avec  ds,  k  un 
coefficient  constant  dont  la  valeur  dépend  du  choix  des  unités.  L'orien- 
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ration   de   cette   force  est  telle  qu'un  observateur  couché  suivant  AB,  les 
pieds  en  A,  la  tète  en  B  et  regardant  P,  ait  F  à  sa  droite. 


Fig.  296. 


/  -y  ' 


yF' 


Inversement,  l'action  de  l'élément  de  courant  sur  l'aimant  est  une  force  F' 
égale  et  directement  opposée  à  F,  comme  il  résulte  du  principe  de  l'égalité 
de  l'action  et  de  la  réaction.  L'aimant  est  un  corps  solide  dont  le  pôle  P 
fait  partie;  la  force  F'  doit  être  regardée  comme  appliquée  à  un  point  C 
invariablement  lié  à  l'aimant. 

Nous  pouvons,  sans  changer  l'état  de  l'aimant,  appliquer  au  point  P  une 
force  F"  égale  et  parallèle  à  F'  et  une  force  —  F'  égale  et  opposée  :  l'en- 
semble des  forces  F',  — F'  forme  alors  un  couple,  et  l'on  peut  dire  que 
l'action  de  l'élément  ds  sur  l'aimant  se  compose  de  la  force  F"  égale  et 
opposée  à  F  appliquée  en  P  et  du  couple  F',  —  F'.  L'axe  ou  moment  de 
ce  couple  a  une  représentation  géométrique  simple.  (  Voyez  Lippmann, 
Leçons  sur  les  unités  électriques  absolues,  p.  91).  Considérons  le  cône 
ayant  pour  sommet  P  et  pour  directrice  le  courant  et  coupons  ce  cône  par 
une  sphère  de  centre  P  et  de  rayon  1  :  nous  obtenons  ainsi  une  courbe  c. 
Les  deux  génératrices  PA  et  PB  de  ce  cône  rencontrent  la  sphère  aux 
deux  points  a  et  b  :  nous  allons  montrer  que  l'axe  du  couple  F',  —  F'  est,  en 

grandeur,  direction  et  sens,  égal  au  segment  infiniment  petit  ab  multiplié 
par  ki.  En  effet,  l'axe  du  couple  F',  —  F'  est  un  segment  perpendiculaire 
au  plan  du  couple  et  égal  au  moment  p.  du  couple. 

„,           ,  .ds  sincp 
ul=F  r  —  ki ■ — -  : 


cet  axe  peut  d'ailleurs  être  placé  en  tel  point  de  l'espace  que  l'on  veut. 

Or  l'axe  infiniment  petit  ab  est  perpendiculaire  au  plan  du  couple  :  en 
outre,  si  l'on  mène  AB'  perpendiculaire  à  PB,  on  a 

ds  sincp 
r 


AB'  =  ds  sin  cp,         ab  — 
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Donc  on  a  bien  pour  le  moment 

[jl  —  kiab. 

Courant  fini.  —  Si  l'on  prend  une  portion  finie  GH  du  courant,  son 
action  sur  l'aimant  est  la  résultante  des  actions  élémentaires  des  divers 
éléments  tels  que  AB.  Les  forces  F"  provenant  des  divers  éléments  se  com- 
posent en  une  seule,  K,  appliquée  en  P,  et  les  couples  se  composent  en  un 
seul  dont  le  moment  s'obtient  en  portant  bout  à  bout  les  moments  tels 
que  kiab  des  couples  composants  et  prenant  la  résultante  du  contour  ainsi 
fermé.  Or,  en  portant  bout  à  bout  les  éléments  ab  on  obtient  la  courbe 
sphérique  gabh:  la  corde  fermant  ce  contour  est  gh  :  le  moment  résultant 
est  donc 

kigli 

en  grandeur,  direction  et  sens. 

Courant  fermé.  —  Si  le  courant  est  fermé,  les  deux  points  G  et  H  se 
confondent,  les  deux,  points  g  et  h  également,  et  le  moment  résultant  est 
nul.  Donc  l'action  d'un  circuit  fermé  sur  un  point  magnétique  est  une 
force  K  appliquée  au  point. 

574.  Action  d'un  courant  fermé  sur  un  point  magnétique.  Potentiel. — 

Soient,  comme  plus  haut  (fig-  296),  AB  =  ds  un  élément  de  courant,  F 
l'action  du  pôle  magnétique  P  de  masse  -4-  1  sur  cet  élément  et  F'  l'action 
de  l'élément  sur  l'aimant  appliquée  au  point  G  de  l'aimant.  Le  courant  étant 
fermé,  les  forces  F'  ont  une  résultante  K  appliquée  en  P  et  les  forces  F  une 
résultante  égale  et  directement  opposée  —  K  appliquée  au  circuit. 

Nous  allons  montrer,  comme  application  de  la  formule  d'Ampère  et  de 
Stokes,  que  l'action  K  du  courant  sur  le  point  P  est  identique  à  celle  d'un 
feuillet  magnétique  ayant  pour  contour  la  courbe  suivie  par  le  courant. 

Soient  : 

a,  b,  c  les  coordonnées  du  point  A  du  circuit; 

cla,  db,  de  les  projections  de  l'élément  ds  =  AB  sur  les  axes; 

x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  P. 

La  force  élémentaire  F"  appliquée  au  point  P  est  orientée  de  telle  façon 
que  le  courant  tourne  autour  d'elle  dans  le  sens  négatif  des  rotations;  elle 
a  pour  intensité 

ki,     . 

—  as  sincp 

Or  le  moment  linéaire  d'un  vecteur  AB  =  ds  par  rapport  à  P  est  per- 
pendiculaire  au    plan    de   P   et  de  ds,  dirigé  en  sens  contraire  de  F''  et 

égal  à 

r  ds  sinep. 

Donc  F"  est  égale  et  opposée  à  ce  moment  linéaire  multiplié  par  — • 
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Le  moment  linéaire  de  ds  par  rapport  à  P  a  pour  projection  sur  Ox 

(b  —  y)  de  —  (  c  —  z)  db . 
La  force  F"  a  donc  pour  projection  sur  Ox 

—  ^[(b  —  y)dç  —  (c  —  z)db], 
ce  qu'on  peut  écrire  aussi 


comme  il  résulte  de  l'expression  r  —  s/(  a  —  x)2-t-  (b  —  y)2-t-  (c  —  z)- .  L; 
résultante  K  de  ces  forces  a  donc  pour  projection  sur  Ox 


^  i 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  circuit  dans  le  sens  du  courant.  Dans  cette 
intégrale,  x,  y,  z  sont  regardées  comme  des  constantes;  a.  6,  c  sont  les 
variables  d'intégration.  On  obtient  de  même  les  composantes  Y  et  Z  de  la 
force  K  par  permutation  circulaire. 

Jetons  sur  le  circuit  L  une  cloison  continue  formant  une  surface  S  limitée 
par  L  :  la  formule  de  Stokes  (n°  539)  donne  alors 


(0 


P  da  -i-  Q  db  -+-  R  de 


rrr/dR     do\      /d?     dK\0     /dq     ôp\  i  , 

"J  X  LU  ~  ¥y  ^\^~^)^{^"  ôb)  A d^ 


P,  Q,  R  étant  trois  fonctions  de  a,  b,  c. 

Pour  transformer  l'intégrale  donnant  X,  prenons 


nous  aurons 


(*) 


à1- 

dl- 

P^o, 

<*=£' 

R  = 

r 

~  ~db 

/ 

,    i 

.    i 

.     i 

1 

d<  - 

d*- 

d2- 

l    ôK 

dQ                 r 

r 

r 

\  db  ~ 

de              de'1 

db* 

daz 

1 

^  dP 

dR              r 

\ï 

da         db  da 
d>1- 

!  ^2_ 

dP               r 

\   da 

db         de  da 
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où  la  première  relation  résulte  de  ce  que      regardé  comme  fonction  de  a, 
b,  c  vérifie  l'équation  de  Laplace 


r  r 

~dâ*  '  '  ~db* 


d*  - 
r 

~dc^ 


Gomme  -  et  toutes  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  a,  b,  c  ou  x,  y,  z 

sont  des  fonctions  des  seules  différences  a — •  x,  b  -    y,  c  —  z,  on  voit  qu'en 
appelant  u  l'une  quelconque  de  ces  dérivées,  on  a  identiquement 


du 
da 


du 

ôx 


Les  trois  expressions  {•>.)  peuvent  donc  être  écrites,  en  remplaçant  suc- 


dy-  à-  ai- 

1'  7*  /" 


cessivement   u  par- — >  — t- >  —  - 
da      db      de 


et  la  formule  (1)  donne 


d- 


dx  \  db 


5Â  /  -+-  T 


kiJ  1(4 


ai 


dx  \  de 


di. 


'v 


db 


**  >d*> 


on  voit  que  X  est  la   dérivée   partielle   de  U  par  rapport  à  x.  Un  calcul 
analogue  montre  que  Y  et  Z   sont  les  dérivées  partielles  de  U  par  rapport 

à  y  et  z  : 


X 


dx 


Y  = 


dV 
dy 


dU 
~dz~ 


La  force  K  dérive   donc  de  la  fonction  des  forces  U.  On  peut  écrire 


U  =  ki 


la  dérivée  étant  prise  suivant  la  normale  à  S,   dans  le   sens  indiqué  par  le 
théorème  de  Stokes. 

On  voit  que  ce  potentiel  est   identique  à  celui  d'un  feuillet  magnétique 
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ayant  pour  contour  le  courant,  la  face  positive  du  feuillet  étant  du  côté 
de  la  direction  a,  (3,  y  de  la  normale  adoptée  dans  le  théorème  de  Stokes. 


III.        VOLUMES, 

57o.  Composantes  de  l'attraction.  Potentiel.  —  Soit  un  volume 
fini  V  limité  par  une  surface  fermée  S.  Désignons  par  di  un  élé- 
ment du  volume  placé  au  point  («,  6,  c)  et  par  dm  la  masse  de  cet 

élément  :  le  rapport  -=-  =  p  s'appelle  la  densité  de  la  masse  atti- 
rante au  point  (a,  6,  c):  cette  densité  est  une  fonction  de  a,  6,  c 

p  =  <\>(a,  b,  c) 

que  nous  supposons  continue  dans  la  masse.  Si  p  est  constant,  la 
masse  attirante  est  homogène. 

Considérons  un  point  P  de  masse  i  ayant  pour  coordonnées  x, 
y,  z\  soit  r  la  distance  de  P  à  l'élément  dm.  Les  composantes  X, 
Y,  Z  de  l'attraction  K  du  volume  sur  le  point  P  sont  données  par 
les  intégrales  triples 

'  f  r  r et  —  x 

x=z=f         /  — 3—  P dz-> 


c'est  ce  qui  résulte  des  formules  générales  données  au  n°  560,  où 

dm  =  od'z.   L'indice  V   signifie   que    les    intégrales    triples    sont 

étendues  au  volume  attirant  V.  Les  variables  d'intégration  sontrt, 

&,  c,  de  sorte  que 

dx  =  da  db  de. 

Si  l'on  considère  le  potentiel 


r  désignant  la  distance  y/(a  —  x)2  -f-  [b  —  JK)2-+-  (c  —  z)-,  on  voit 
qu'on  peut  écrire 

J   dx  J   Oy  J    àz 

III. 


66  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX     CONTINUS. 

Ces  formules  résultent,  sans  difficulté,  des  règles  de  différentia- 

lion  sous  le  signe    /  ,  tant  que  le  point  P  est  extérieur  à  la  masse 

attirante,  car,  dans  ce  cas,  r  ne  s'annule  pour  aucun  système  de 
valeurs  de  a,  b,  c  et  tous  les  éléments  des  intégrales  restent  finis. 
Pour  la  même  raison,  les  fonctions  U,  X,  Y,  Z  admettent  des 
dérivées  de  tous  les  ordres  par  rapport  à  x,  y,  z  en  dehors  de  la 
masse  attirante.  Mais,  comme  l'a  montré  Gauss,  il  faut  examiner 
de  plus  près  ce  qui  se  passe  à  cet  égard  quand  le  point  attiré  P  est 
dans  la  masse  attirante. 

576.  Cas  où  le  point  P  est  dans  la  masse  attirante.  —  Nous 
allons  démontrer  les  propositions  suivantes. 

i°  Les  fonctions  U,  X,  Y,  Z  sont  finies  et  déterminées  quelle 
que  soit  la  position  du  point  attiré  P; 

2°  La  fonction  U  admet  dans  tout  V espace  des  dérivées 
premières  et  les  relations  (3)  subsistent  quelle  que  soit  la 
position  du  point  P;  il  en  résulte  que  la  fonctionU  est  continue 
dans  tout  l'espace; 

3°  Les  fonctions  X,  Y,  Z  admettent,  dans  tout  l'espace  des 
dérivées  premières,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  fonction  U 
admet  dans  tout  l'espace  des  dérivées  secondes  ;  il  en  résulte  que 
les  fonctions  X,  Y,  Z  sont  continues  dans  tout  l'espace; 

4°  Les  dérivées  secondes  de  U  sont  discontinues  quand  le 
point  P  traverse  la  surface  du  volume  attirant. 

577.  Les  fonctions  U,  X,  Y,  Z  restent  finies  et  bien  déterminées 
dans  la  masse  attirante.  —  Supposons  le  point  attiré  P(x,  y,  z) 
dans  la  masse  attirante.  Prenons  un  système  de  coordonnées 
polaires  dans  l'espace  ayant  le  point  P  comme  origine.  Imaginons, 
par  P,  trois  axes  Px',  P  y' ,  V z'  parallèles  à  Ox,Oy,  Oz,  et  défi- 
nissons la  position  d'un  point  m  de  l'espace  par  la  distance 
Pm  =  r,  l'angle  9  de  P  m  avec  P  z'  et  l'angle  ®  du  plan  z'Pm  avec 
z'P x' .  Les  coordonnées  a,  b,  c  du  point  m  s'expriment  alors  en 
fonction  de  r,  8,  cp  par  les  formules 

a  —  x  —  r  sin  6  cos<p, 
h  — y  —  r  sin 6  sin©, 
c  —  z  =  r  cos6. 
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Dans  ce  système  de  coordonnées,  un  élément  ch  de  volume   a 

pour  expression 

ch  =  r*drslnbdtido, 



car  cet  élément  de  volume  peut  être  assimilé  à  un  parallélépipède 

rectangle  ayant  pour  arêtes  dr,  r  d§  et  r  sin  8  dy  ;  il  est,  en  effet, 

compris  d'abord  entre  deux  sphères  décrites  de  l'origine  comme 

centre,  avec  r  et  r -\- dr  pour  rayons;  ensuite  entre   deux  plans 

passant  par  l'axe  des  z'  et  faisant  entre  eux  un  angle  égal  à  drj>; 

enfin  entre  deux  cônes  de  révolution  autour  de  J'axe  des  z'  avant 

leur  sommet  à  l'origine  et  dont  les  génératrices  font  avec  l'axe  les 

angles  Q  et  9  +  <r/8. 

Les  expressions  de  X,  Y,  Z,  U  deviennent  alors 

X  =  f  I    I   I  p  dr  sin20  coscp  f/0  do, 

Y  —  /  /  I    !  p  dr  sin2  6  sincp  dQ  do, 
J  J  J 

l  =  f  I    I   j  p  dr  sin  G  cos  0  dt)  do, 


U  = 


I    f    I  pr  dr  sin  6  d§  do, 


Ces  intégrales  ont  leurs  éléments  finis  et,  comme  elles  sont  éten- 
dues à  des  valeurs  finies  de  r,  G  et  o,  elles  ont  elles-mêmes  des 
valeurs  finies  et  bien  déterminées. 


578.    Les  relations  X  =?■/'-- ,  •  •  •  subsistent  dans  le  volume  atti- 

J  dx 

rant.  —  Le  point  attiré  P  étant  dans  la  masse  attirante,  considé- 
rons autour  du  point  P  un  petit  volume  V1  ;  le  volume  attirant 
total  V  est  ainsi  décomposé  en  deux  parties,  l'une  V<  et  l'autre 
V2  =  V — Yt.  Soient  U\  et  U2  les  potentiels  de  ces  deux  volumes 
en  P,  X,,  Y1 ,  Z,  les  composantes  de  l'attraction  du  volume  V<  au 
point  P  et  X2,  Y2,  Z2  celles  de  l'attraction  du  volume  V2  au  même 
point.  On  a  évidemment 

U  =  Ui+Ui,        X  =  X1-+-X2, 

Soient,  dans  le  volume  V< ,  un  deuxième  point  P'  de  coordonnées 
x  -f-  A.r,  jk,  z.  obtenu  en  déplaçant  P  parallèlement  à  Qoc,  U'  la 
valeur  du  potentiel    total  au  point  P',    \J\   et  U'2  les  valeurs  des 
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potentiels  des  volumesV1  ctVo.  On  a 

u'_u      u;  —  u,      u'2  — u2 


(4) 


Ax  A.r  A.r 


Quand  P'  tend  vers  P,  le  rapport  — ~ — -  lend  vers  -j.  X2,  car  le 

Ax  j 

point  P  étant  extérieur  au  volume  V2,  on  a 

2      J    dx 

\j> TJ 

Etudions  le  rapport—— -•  En  désignant  par  /•  et  r'  les  dis- 
tances d'un  point  variable  m  du  volume  \  {  aux  points  P  etP',  on  a 


A^  J  J  X    Aj7    \'*'         'V 


Or  la  valeur  absolue  de  - —  (  — , )  est  moindre  que  — ,,  car, 

Ax  \r  r  /  j        /t 

dans  le  triangle  PmP',  la  valeur  absolue  de  àx  est  supérieure  à 
celle  de  r' — r;   d'autre  part,  il  est  évident  que  ' — -,  est  moindre 

que  -l—-\ — Tjj)'  Si    nous   appelons  enfin   p,   le  maximum  de   p 
dans  U  , ,  on  a  donc 

u;-Ui  \  ^i  rr  rpidx      •  r  r  rPldx 


Ax 


if/XF+iffl'* 


où  le  premier  membre  signifie  valeur  absolue  de  — l—   —  • 
1  D  Ax 

En  prenant  un  système  de  coordonnées  polaires  ayant  P  comme 

origine,  on  a,  pour  la  première  intégrale  ci-dessus, 

Les  angles  9  et  <p  étant  choisis,  la  direction  correspondante  ren- 
contre la  surface  limitant  Yi  en  un  point  dont  la  distance  à  P  est  R; 
on  a  donc,  en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  /*  de  o  à  R,  puis  par 
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rapport  à  0  de  o  à  tï  et  à  o  de  o  à  i  k 

f       «fo    /     pt  R  sin ô  ofô. 

0  *^  0 

Appelons  C  la  plus  grande  corde  de  la  surface  limitant  V, ,  on  a 

R<G; 
l'intégrale  ci-dessus  est  donc  moindre  que 

/2TC  ^.71 

d<f   I     sin  6  «?6, 

c'est-à-dire  que  ^pi  G.  De  même,  on  voit  que 
On  en  conclut 

\—~r <  4^piG. 

Ainsi,  dans  la  formule 

u'—  u     u;  —  ut     u;-u2 


Aa7  A37  àx 


quand  kx  tend   vers   zéro,   le    deuxième    rapport    du  deuxième 

membre    tend  vers   jX2   et   le  premier  reste   en  valeur  absolue 

moindre  que  47rpi  G-  On  peut  prendre  \\  assez  petit  pour  que  C 
soit  plus  petit  que  tout  nombre  donné,  et  pour  que  X2  diffère  de  X 

aussi  peu  qu'on  le  veut  :  donc  — ■  —  tend  vers  ^X  et  l'on  peut 

11  kx  j  L 


encore  écrire 


: 


J  dx 

On  voit,  de  même,  que  les  deux  autres  formules  (3)  subsistent. 
La  fonction  U  ayant  des  dérivées  premières  en  tous  les  points  de 
l'espace  est  continue  partout. 

579.  Dérivées  secondes  du  potentiel  :  i°  Point  extérieur.  — 
Ouand  le  point  P  est  extérieur  aux  masses  attirantes,  on  a  immé- 
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diatement  par  la  règle  de  diiïerentiation  sous  le  signe    / 

(5)  ?+=JJX\—>à — ^Jp  ' 

Ces  dérivées  sont  finies  et  continues  tant  que  P  est  en  dehors 
de  la  masse  attirante.  En  les  ajoutant,  on  trouve  que  la  quantité 
sous  le  signe  d'intégration  est  identiquement  nulle  et  on  obtient 
Y  équation  de  Laplace  [point  extérieur) 

d*U       d^U       d^U 

a0  Point  intérieur .  —  Quand  le  point  P  est  intérieur  au  vo- 
lume attirant,  on  ne  peut  plus  calculer  les  dérivées  secondes  par 

la  règle  de  la  différentiation  sous  le  signe    /  .  Cela  tient  à  ce  que 

les  intégrales  (5)  auxquelles  conduit  l'application  de  cette   règle 

n'ont  plus  de  sens  à  cause  du  facteur  -  qui  devient  infini;  c'est  ce 

qu'on  vérifierait  en  prenant  encore  des  coordonnées  polaires  d'ori- 
gine P.  Il  ne  faut  pas  conclure  de  là  que  les  dérivées  secondes 
n'existent  plus  dans  ce  cas,  mais  seulement  qu'elles  ne  sont  plus 
exprimées  par  les  formules  (5).  Nous  allons  voir  que  ces  dérivées 
continuent  à  exister,  nous  en  donnerons  l'expression,  puis  nous 
montrerons  qu'elles  ne  vérifient  plus  l'équation  de  Laplace,  mais 
une  autre  équation  appelée  équation  de  Poisson. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  on  a  toujours 

* -S -f /£'-&'+ 

p  et  /'  sont  des  fonctions  de  a,  b,  c;  on  peut  écrire 


du  /     /     l      \r    ,       r  r  n  do 


car 


J  J  Jv  r  da 


i 
a  —  x  \r 


r3  da 


ôi'- 


a  —  ce  \7 

-H"  P  =  -  P  -Ta 
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Appliquons  à  la  première  de  ces  intégrales  la  formule  de  Green 
(n°  534).  Pour  cela  remarquons  que  la  fonction  -  de  a,  6,  c  de- 
vient infinie  dans  le  volume  V  quand  le  point  «,  b,  c  coïncide 
avec  P.  Entourons  alors  le  point  P  d'une  sphère  s  de  rayon  très 
petit  s;  nous  pouvons  appliquer  la  formule  de  Green  au  volume 
V  —  s  compris  entre  la  surface  S  et  la  surface  5  de  la  sphère  : 
nous  aurons 


da  db  de  —  \    j   -  a  da  -+-   j    j    -  a  da, 


où  nous  désignons  par  «,  6,  c  les  variables  d'intégration.  Quand 
le  rayon  £  de  la  sphère  s  tend  vers  zéro,  l'intégrale  double  étendue 
à  l'aire  s  tend  vers  zéro,  car  dans  cette  intégrale  r  =  e,  d<7  =  B2diù 
en  appelant  diù  l'ouverture  du  cône  ayant  pour  sommet  P  et  pour 
base  un  élément  d<r  de  s;  ce  qui  montre  que  s  se  met  en  facteur. 
La  formule  de  Green  donne  donc,  en  faisant  tendre  s  vers  zéro, 

i  L 

dx  —   /    /   -  a  da  ; 

Y 


d'où  l'on  conclut 

la  première  intégrale  étant  étendue  à  la  surface  limite  et  a  dési- 
gnant le  cosinus  de  la  normale  extérieure  avec  Ox.  Cette  pre- 
mière intégrale  peut  être  interprétée  comme  étant  le  potentiel 
d'une  simple  couche  de  densité  superficielle  pa  répandue  sur  la 
surface  S  limitant  le  volume  attirant  V.  La  deuxième  peut  égale- 
ment être  interprétée  comme  le  potentiel  du  même  volume,  dans 

lequel  la  densité  de  l'élément  di  au  lieu  d'être  p  serait  -"• 
1  k  da 

D'après  ce  qui  précède,   ces  deux  intégrales  ont  chacune  une 
dérivée  partielle  par  rapport  à  x,  dérivée  que  l'on  peut  obtenir 

par  la  règle  de  difïerentiation  sous  le  signe    /  .  On  a  ainsi 


à*  u  r  r  a  —  x       ,        r  r  r  a  —  x  dp   . 
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Un  trouverait  de  même         > 

C>J'2       dé2 

Ces  dérivées  secondes  sont  continues  dans  le  volume  :  mais 
elles  subissent  une  variation  brusque  quand  le  point  P  franchit  la 
surface  S,  comme  nous  le  verrons  plus  loin. 

580.  Flux  de  force.  Théorème  de  Gauss.  —  Nous  venons  de  voir 
que  l'attraction  K  d'une  masse  continue  sur  un  point  de  masse  i 
placé  au  point  P(#,  y,  z)  est  finie  et  déterminée  quel  que  soit  P, 
et  qu'elle  dérive  d'une  fonction  de  forces  fXJ. 

On  peut  alors  étendre  au  champ  de  forces  ainsi  défini  toutes  les 
définitions  antérieures  relatives  au  flux  de  force.  Le  flux  de  force 
total  à  travers  une  surface  S  est 


//j[«.*=//X£"*- 


la  dérivée  -,-  étant  prise  suivant  la  normale  menée  dans  le   sens 

an  l 

dans  lequel  on  estime  positivement  le  flux. 

On  peut  également  étendre  au  cas  actuel  le  théorème  de  Gauss 
démontré  au  n°  556  pour  l'attraction  de  points  isolés. 

Soit  S  une  surface  fermée  quelconque,  M'  la  portion  de 
masse  attirante  située  dans  cette  surface  ;  le  flux  de  force  à 
travers  cette  surface  de  V intérieur  vers  V extérieur  est 

En  d'autres  termes,  on  a 

dU 


u 


da  =  —  ^rcM'. 
y  an 


la  dérivée  étant  prise  suivant  la  normale  extérieure. 

Décomposons  le  volume  attirant  en  volumes  élémentaires,  par 
exemple  en  petits  cubes,  au  moyen  de  plans  parallèles  aux  plans 
de  coordonnées.  Remplaçons  ensuite  chacun  de  ces  cubes  par  un 
point  de  même  masse  que  lui  placé  en  son  centre  de  gravité. 
Soit  K'  le  champ  de  forces  du  à  ces  masses  isolées.  D'après  le 
théorème  de  Gauss  (n°  556),  le  flux  à  travers  une  surface  fermée 
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quelconque  S  est  donné  par  la  formule 


fi 


M7  étant  la  masse  totale  des  points  attirants  situés  dans  S.  Si  main- 
tenant on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  cubes  élémen- 
taires, de  façon  que  le  volume  de  chacun  d'eux  tende  vers  zéro, 
K/  tend  vers  l'attraction  K  due  aux  masses  continues  et  la  formule 
devient 


IX 


M'  étant  la  masse  attirante  totale  contenue  dans  S. 

Le  même  raisonnement  étend  la  formule  du  flux  de  force  à 
l'attraction  d'une  ligne  ou  dune  surface. 

De  ce  théorème  résulte,  comme  au  n°  557,  le  ihéorème  de 
la  conservation  du  flux  dans  un  tube  de  force. 

581.  Équation  de  Poisson.  —  Le  théorème  de  Gauss  sur  le  flux 
de  force  conduit  immédiatement  à  l'équation  de  Poisson.  Soit 
dans  la  /nasse  attirante  une  surface  fermée  quelconque  S,  on  a 


(6)  f f^c 


dn 


d\] 
M1  désignant  la  masse  contenue  dans  S  et  -,—  la  dérivée  du  poten- 
tiel suivant  la  normale  extérieure.  Soit  V'  le  volume  limité  par  S, 
on  a  évidemment 

où 

p  =  ù(x,  y  z),         dx  =  dx  dy  dz, 

l'intégration  étant  étendue  au  volume  V.  D'autre  part,  la  formule 
de  Green  donne 


ISf^-SSi""- 

/équation  (6)  s'écrit  donc 
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OU 

r  r   r 

(AU  -h  4«p)  dz  =  o. 


m 


CeLle  intégrale  est  nulle  quel  que  soit  le  volume  V7  considéré 
dans  l'intérieur  de  la  masse  attirante  :  donc  l'élément  différentiel 
est  identiquement  nul  et  l'on  a 

AU    =  —  47tp 

{équation  de  Poisson,  point  intérieur), 

d*\3       d*U       d*U 


dx%  '  ~  ày*  '  '  dz* 


4-rrp, 


p  étant  la  densité  au  point  x,  jk,  z. 

C'est  là  l'équation  de  Poisson.  On  peut  dire  quelle  comprend 
comme  cas  particulier  l'équation  de  Laplace,  car  si  le  point  x, 
jK,  z  est  extérieur  à  la  masse  attirante,  p  est  nul  en   ce  point,  et 

Ion  a 

AU  =o. 

582.  Discontinuité  des  dérivées  secondes  de  U.  --  On  voit  que 

les  dérivées  secondes  de  U  sont  nécessairement  discontinues 
quand  le  point  P  traverse  la  surface  qui  limite  le  volume  attirant. 
Car  la  quantité  AU,  qui  est  nulle  tant  que  P  est  extérieur,  devient 
brusquement  égale  à  —  4710  quand  P  pénètre  dans  le  volume. 

583.  Équilibre  électrique  d'un  corps  conducteur.  —  Soit  un 
corps  conducteur  isolé,  chargé  d'une  certaine  quantité  d'électri- 
cité et  mis  en  présence  d'autres  corps  électrisés.  Si  l'électricité  est 
en  équilibre,  une  molécule  de  fluide  positif  à  l'intérieur  du  corps 
ne  doit  être  sollicitée  par  aucune  force,  car,  par  hypothèse,  cette 
molécule  peut  se  mouvoir  dans  tous  les  sens.  Appelons  U  le  po- 
tentiel dû  à  l'attraction  des  masses  électriques  considérées  :  à  l'in- 
térieur du  conducteur,  la  force  est  nulle,  donc 

du  au  dU 

dx  dy  àz 

il  en  résulte  que  U  est  constant  dans  l'intérieur  du  conducteur  : 

l'équation  de  Poisson, 

AU  =  —  4^p 
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montre  alors  que  la  densité  électrique  p  est  mille  dans  l'intérieur 
du  conducteur,  car  AU  est  nul. 

L'électricité  se  porte  donc  à  la  surface  du  conducteur. 

En  dehors  du  conducteur,  le  potentiel  U  devient  variable,  mais, 
à  cause  de  la  continuité  du  potentiel,  U  est  constant  sur  la  surface 
du  conducteur  :  cette  surface  est  donc  une  surface  de  niveau  et 
la  force  en  chacun  de  ses  points  lui  est  normale.  Les  tubes  de 
force  partent  donc  de  la  surface  du  conducteur,  normalement  à 
cette  surface. 

Densité  électrique  superficielle.  Formule  de  Coulomb.  — 
Appelons  a  la  densité  superficielle  de  la  couche  électrique  en 
équilibre  sur  la  surface  S  du  conducteur.  Prenons  sur  Sun  élé- 
ment superficiel  de  et  menons  le  tube  de  force  ayant  pour  sec- 
tion de  :  ce  tube  est  orthogonabà  S,  puisque  S  est  une  surface  de 
niveau.  Menons  une  section  droite  d<ji  de  ce  tube  infiniment  voi- 
sine de  d<7  et  appelons  K4  la  valeur  de  la  force  en  diK ,  force  qui  est 

normale  à  d<r{  et  égale  à  —  A :  — — ■>  la  dérivée  -, —  étant  prise  sui- 

(XTl\  (tïl  i 

vant  la  normale  à  d<7\ ,  et  k  désignant  le  coefficient  d'attraction 
électrique  (n°  551  ).  Puis  prolongeons  ce  tube  à  l'intérieur  du  con- 
ducteur et  fermons-le  par  une  section  d<r2-  Appliquons  ensuite  le 


Fi 

>§• 

297- 

)d 

à 

tfd(j 


théorème  du  flux  de  force  au  volume  ainsi  limité.  Le  flux  à  travers 
les  parois  latérales  du  tube  est  nul;  à  travers  <f<72,  il  est  nul  égale- 
ment, car  la  force  est  nulle  dans  le  conducteur;  enfin,  à  travers  d<5\ , 
il  est  K<  daK . 

D'autre  part,  la  masse  contenue  dans  le  petit  volume  considéré 

est  u.  d<z.  On  a  donc 

Kl  d<3i  —  4tc  k  \x  d<J, 


car,  en  passant  de  l'attraction  de  Newton  à  l'attraction   électrique, 
il  faut  remplacer  y  par  —  k  (n°  551). 
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Si  la  section   di{    se  rapproche  indéfiniment  de  cfo,  K<   tend 

vers  la  force  K  en  di.  — ,—  tend  vers  i  et  l'on  a 

eh 

K  =   /|  TT  /   fi. 

C'est  la  formule  de  Coulomb. 

En  appelant -7—  Ja  dérivée  de  U  prise  suivant  la  normale  exté- 
rieure à  c/cr,  cette  formule  équivaut  à 

dV 


dix 


=  —  4TÛ|i. 


584.  Calcul  de  l'attraction  d'un  corps  sur  un  point  très  éloigné. 
—  Soit  P  (fig.  298)  le  point  attiré  que  nous  supposons  très 
éloigné,  m  un  point  de  la  masse  attirante  de  coordonnées  a,  b,  c 

mP  =  r. 

La  fonction  potentielle  a  pour  expression 

p  di 


„  .rrrtî 


l'intégration  étant  étendue  à  tout  le  volume 

Fig.  298. 


Prenons,  dans  la  masse  attirante,  un  point  quelconque  O  comme 
origine  des  coordonnées;  dans  le  triangle  mOV  on  a,  en  posant 

mO  =  o,         mÔP  =  T,         OP  =  R, 
r2=  R2__2rS  cosy-hS2. 

Quand  le  point  m  occupe  successivement  toutes  les  positions 
dans  la  masse  attirante,  0  reste  inférieur  à  un  certain  maximum; 
R  est  supposé  supérieur  à  ce  maximum. 
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On  peut  écrire 


_i 

3   \         2 


11/  0  0 

7-=R('-2RCOS"f  -"-Ri 

Développons  la  parenthèse  par  la  formule  du  binôme 

_i  .-, 

(i_ k)    i^i-^-k-h—k^^..., 
ii.  4 

où 

28  82 

/c^^cos7^R-; 

nous  aurons,  en  ordonnant  par  rapport  à  ^-> 

Dans  ce  développement,  le  coefficient  de       +1  est  un  polvnome 

en  cosy,  P„(cosy),  qui  se  nomme  polynôme  de  Legendre.  En 
nous  bornant,  dans  ce  développement,  aux  trois  premiers  termes, 
nous  aurons 

\  =  5  +  ÎP  cos^  +  R5  ï(3cos»Y  - ,).+  ±, 

où  £  reste  fini  quand  R  augmente  indéfiniment.  En  remplaçant  - 

par  cette  expression  dans  la  valeur  du  potentiel  U,  on  obtient  les 
premiers  termes  du  développement  de  U  suivant  les  puissances 

de—  Pour  écrire  ces  premiers  termes,  nous  imaginerons  qu'on 

prenne  OP  pour  axe  des  x  :  les  coordonnées  de  m  sont  alors  a. 

b,  c  et  Ton  a 

a  —  0  cos y. 
Donc 

+  ÎSi///'p<J"'-J,)''IH-B>- 

h  restant  fini  quand  R  augmente  indéfiniment. 

Toutes  ces  intégrales  triples  sont  étendues  à  la  masse  attirante; 
elles  ont  des  significations  simples.  La  première  est  évidemment 
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la  masse  totale 

r  r  r 

p  dx  =  M. 


///- 


La  deuxième   a   pour  valeur  M£,   en   appelant   ç  l'abscisse  du 


centre  de  gravité  G  de  la  masse  attirante 


su 


apdx  =  M£; 

en  effet  a  est  l'abscisse  de  la  masse  élémentaire  p  dx:. 
Pour  évaluer  la  troisième  intégrale,  remarquons  que 

cette  intégrale  est  donc 

r  f 

(•2a2—  £2  —  c*)pdx. 


fff< 


Or  les  moments  d'inertie  de  la  masse  attirante  par  rapport  au 
point  O  et  à  l'axe  OP  sont 

DlTLo  =   fff(-a*-hb*+c*)pck,         1=  f  f  f(b*+ c*)pdx\ 

l'intégrale  considérée  est  donc 

2DII0—  3  T. 
Le  développement  de  U  est  ainsi 

(7)  U   ==   R.   +    R2    +  2R3       "  +"  R4> 

formule  fréquemment  employée  en  Mécanique  céleste. 

Dans  cette  formule,  Ç  est  la  projection  du  vecteur  OG  sur  OP. 

Quant  à  DXL-0,  en  appelant  A,  B,   G   les  moments  d'inertie   de  la 

masse  attirante  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  quelconques 

menés    par  O,    on   a   pour  Je   moment    d'inertie   par  rapport  au 

point  O  (n°314) 

23110=  A-f-B-h  G. 

Si  l'on  prend  le  point  O  au  centre  de  gravité  G,  R  désigne  la  dis- 
tance GP,  on  a  £  =  o  et  la  formule  devient 

.Q.  M       2  01U-3I        h 

(8)  U-R"n         2IP         ^RÏ' 
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où  DïlG  est  le  moment  d'inertie  de  la  masse  par  rapport  au  centre 
de  gravité. 

Ces  formules  montrent  que,  quand  R  augmente  indéfiniment,  le 
potentiel  U   tend  vers  zéro   et    que  le  produit  RU  tend  vers  M. 

M 

On  dit  aussi  que  le  potentiel  devient  nul  à  l'infini  comme  ^  • 

Quand  le  point  attiré  P  est  très  loin,  on  peut  prendre  approxi- 
mativement 

TT       M 

R  désignant  la  distance  du  point  P  au  centre  de  gravité;  d'après 
la  formule  (8)  l'erreur  commise  est  de  l'ordre  de  ^» 

585.  Sphère  pleine  homogène.  —  Soit  une  sphère  pleine  homo- 
gène de  rayon  R  et  de  densité  p  ;  sa  masse  totale  est 

o 

Cherchons  l'action  de  cette  sphère  sur  un  point  P,  de  masse  i. 

i°  Le  point  P  est  extérieur.  OP  >>  R.  —  Si  l'on  décompose  le 
volume  de  la  sphère  en  couches  concentriques  homogènes,  l'at- 
traction de  chacune  de  ces  couches  sur  le  point  P  est  la  même  que 
si  la  masse  totale  de  cette  couche  était  concentrée  au  centre  O. 

L'attraction  de  la  sphère  entière,  somme  des  attractions  des  di- 
verses couches,  est  donc  la  même  que  si  la  masse  totale  de  la  sphère 
était  concentrée  au  centre  :  elle  a  pour  intensité 

/M        4       ,  R3 

=    5  ^f 


2  3      rJ 2 

OP  OP 


La  valeur  du  potentiel  delà  sphère  au  point  P  étant  la  somme 
des  potentiels  des  diverses  couches  est  égale  à 


TT        M        4        R3 
U=ÔP  =  3^ÔP 


■1 


Sur  la  surface  OP  =  R  et  le  potentiel  devient  -TrpR2. 


2°  Le  point  P  est  intérieur.  OP<R.  —  Divisons  le   volume 
attirant  en  deux  parties  i  et  i  par  une  surface  sphérique  de  centre  O 
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et  de  rayon  OP.  L'action  de  la  partie   externe   i   est  nulle;   l'at- 
traction de  la  sphère  interne  i  est  la  même  que  si  la  masse  totale 


de  cette  sphère  ^icpOP    était  concentrée  au  centre  :  elle  est  donc 

3 

4         ,  OP  4        ^TTô 

°         OP 

Cette  attraction  varie  proportionnellement  à  la  distance. 

Soit  U  la  valeur  du  potentiel  de  la  sphère  en  P}  quand  le  point  P 
subit  un  déplacement  infiniment  petit,  U  varie  de  dl]  et  le  travail 
de  l'attraction  F  cstfdU;  d'autre  part,  ce  travail  est 

—  FdÔP=—  -izp/OPdOP: 


Égalant  ces  deux  valeurs,  on  a 


d\] 
U 


upOPdOP. 

TrpÔP2— G, 


où  C  est  une  constante  indépendante  de  la  position  du  point.  Sur 
la  surface,  OP  =  R  et  le  potentiel  devient 

—  ~7rpR2+C. 

Egalant  cette  valeur  à  la  valeur  -=  -rep  R2  que  nous  avons  trouvée 
plus  haut  pour  le  potentiel  sur  la  surface,  il  vient 

G  =    27ipR2, 


d  o  ù 


U   =   27ipR2 


i  *p  op 
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On  vérifiera  aisément  sur  cet  exemple  les  théorèmes  généraux 

établis  précédemment.  Si  le  point  P(#,  y,  z)  est  extérieur  à  la 

sphère,  on  a 

AU  =o; 

s'il  est  intérieur, 

AU-- 4-0. 


IV.  -  PROPRIETES  GENERALES  DES  FONCTIONS 
VÉRIFIANT  L'ÉQUATION  DE  LAPLACE. 

586.   Objet  de  ce  paragraphe.  —  L'équation  de  Laplace 

d*\J        d*U       ^U 


AU 


<).r-         ôy-  Oz- 


joue  un  rôle  très  important  en  Physique  où  elle  se  rencontre  dans 
les  questions  suivantes  :  l'attraction,  l'électricité  statique  et  dyna- 
mique, le  magnétisme,  la  propagation  de  la  chaleur,  l'hydrodyna- 
mique. 

Nous  venons  de  voir,  en  effet,  que  le  potentiel  dû  à  l'attraction 
newtonienne,  ou  à  l'attraction  de  masses  électriques  ou  magnéti- 
ques vérifie  l'équation  de  Laplace  en  dehors  des  masses  attirantes  ; 
en  outre  ce  potentiel  est  nul  à  l'infini.  Le  flux  de  force  se  dirige 
dans  le  sens  du  potentiel  croissant  s'il  s'agit  de  l'attraction  de 
Newton,  et  dans  Je  sens  du  potentiel  décroissant  s'il  s'agit  des 
attractions  électriques  ou  magnétiques. 

Dans  la  théorie  de  la  propagation  de  la  chaleur,  d'après 
Fourier,  on  rencontre  également  l'équation  de  Laplace.  Imagi- 
nons en  effet  un  milieu  conducteur  de  la  chaleur,  homogène 
et  isotrope,  c'est-à-dire  jouissant  des  mêmes  propriétés  dans 
toutes  les  directions.  Supposons  ce  milieu  limité  par  des  surfaces 
maintenues  à  des  températures,  constantes  en  chaque  point,  mais 
pouvant  varier  d'une  manière  continue  d'un  point  à  l'autre  des 
surfaces  limites.  Il  s'établit  alors  un  équilibre  de  température  dans 
ce  milieu  :  une  fois  cet  équilibre  atteint,  la  température U en  chaque 
point  du  milieu  est  une  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z  vérifiant 
l'équation  AU=  o.  Les  surfaces  U  =  const.  s'appellent  alors  sur- 
faces isothermes.  Le  flux  de  chaleur  à  travers  un  élément  da  du 
milieu  marche  dans  le  sens  des  températures  décroissantes  et  son 
III.  6 
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dJJ 
du 


expression  est  —  k -r~  da,  k  étant  le  coefficient  de  condactibilll<'j 


du  milieu  et  -7—  la  dérivée  de  U  prise  normalement  à  l'élément.  Si 

an  l 

le  milieu  conducteur  est  illimité,  l'action  des  sources  de  chaleur 
ne  se  fait  pas  sentir  à  l'infini. 

Enfin,  en  Hydrodynamique,  on  rencontre  la  même  équation 
dans  les  conditions  suivantes  :  Imaginons  un  liquide  animé  d'un 
mouvement  permanent  dans  une  certaine  région  de  l'espace.  Alors 
les  molécules  liquides  qui  passent  successivement  en  un  point 
géométrique  déterminé  x,  y ,  z  y  passent  avec  une  vitesse  constam- 
ment  la  même  :  soient  u,  v,  w  les  projections  de  cette  vitesse;  ces 
quantités  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z  vérifiant  la  condition 
d'incompressibilité 

„  .  du        dv        dw 

(l)  --    -h   -r-  -h-T-    =0, 

ox        oy        oz 

que  nous  établirons  plus  tard.  Supposons  que  ces  vitesses  dérivent 
d'un  potentiel  U,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

dx  dy  dz  ' 

alors  la  fonction  U  est,  d'après  (1),  assujettie  à  vérifier  l'équa- 
tion de  Laplace  AU  =  o,  dans  toute  la  masse  liquide.  Les  lignes 
de  force  sont  ici  remplacées  par  les  trajectoires  des  molé- 
cules. Le  flux  de  force  à  travers  un  élément  do-  est  remplacé  par 
le  volume  du  liquide  traversant  cet  élément  pendant  l'unité  de 
temps 

d\3  . 

-y—  ai. 
an 

Chaque  propriété  des  fonctions  vérifiant  l'équation  AU  =  o 
pourra  être  interprétée  dans  ces  trois  ordres  de  phénomènes. 
Inversement,  certaines  propriétés  des  fonctions  vérifiant  cette 
équation  peuvent  devenir  intuitives,  suivant  qu'on  les  interprète 
de  l'une  ou  l'autre  façon. 

Nous  allons  indiquer  les  propriétés  les  plus  importantes  des 
fonctions  vérifiant  l'équation  AU  =  o,  fonctions  que  nous  appelle- 
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rons,  pour  abréger,  fonctions  harmoniques.  Nous  nous  bornerons, 
sauf  mention  expresse  du  contraire,  aux  fonctions  uniformes. 

587.  Signification  de  AU.  —  D'après  le  théorème  de  Green 
(n°  538),  où  l'on  fait  ©  =  i,  il  =  U,  on  a  pour  un  volume  quel- 
conque, dans  lequel  U  est  finie  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et 
secondes 

<»>  //jCaua=/XS*- 

En  particulier,  si  le  volume  V  est  un  volume  infiniment  petit  di 
entourant  un  point  (x,  y,  z)  la  première  intégrale  comprend  un 
seul  élément  et  l'on  a 


dtj  J*  du      ' 


ce  qui  donne  une  signification  de  AU  indépendante  du  choix  des 
axes.  La  quantité  AU  est  donc  une  fonction  invariante  pour  toutes 
les  transformations  de  coordonnées  orthogonales  :  c'est,  d'après 
Lamé,  un  paramètre  différentiel. 

Si  la  fonction  U  est  harmonique  dans  un  volume  donné  V  et 
reste  finie  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  secondes  dans  ce 
volume,  on  a,  d'après  (2), 

Cette  dernière  équation  signifie  que  le  flux  à  travers  la  surface  S 
est  nul;  c'est  ce  que  nous  avons  déjà  vu  (n°  545). 

588..  Absence  de  maximum  et  de  minimum.  —  L'équation  que 
nous  venons  d'écrire  permet  d'établir  le  théorème  suivant  : 

Une  fonction  harmonique,  finie  ainsi  que  ses  dérivées  pre- 
mières et  secondes  dans  un  volume,  n'a,  dans  ce  volume,  ni 
maximum  ni  minimum. 

Soit  P  un  point  quelconque  du  volume,  nous  allons  montrer 
qu'il  est  absurde  de  supposer  que  U  est  maximum  en  ce  point. 
En  effet,  décrivons  de  P  comme  centre  une  sphère  de  rayon  R 
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assez  petit  pour  que  cette  sphère  soit  tout  entière  dans  le  volume. 
Le  théorème  précédent,  appliqué  à  cette  sphère,  donne 


us* 


l'intégrale  étant  étendue  à  la  surface  de  la  sphère  et  la  dérivée 
de  U  étant  prise  suivant  la  normale  extérieure,  c'est-à-dire  sui- 
vant le  rayon  prolongé.  Cette  intégrale  doit  être  nulle  quelque  petit 
que  soit  R  :  or,  si  la  fonction  U  était  maximum  en  P,  elle  devrait 
diminuer  quand  on  s'éloigne  de  P  dans  une  direction  quelconque; 

toutes  les  valeurs  de  -y—  aux  divers  points  de  la  surface  sphérique 

seraient  donc   négatives   et  la  somme   des   produits  —  de  sérail 

négative  et  non  nulle.  Il  n'y  a  donc  pas  de  maximum  de  U  en  P. 
De  même,  il  n'y  a  pas  de  minimum. 

Si  U  désigne  un  potentiel  dû  à  l'attraction  newtonienne  ou  à 
des  attractions  électriques  ou  magnétiques,  le  résultat  précédent 
s'énonce  ainsi  :  Le  potentiel  n  a  ni  maximum  ni  minimum  en 
dehors  des  masses  attirantes.  D'après  la  réciproque  du  théorème 
de  Dirichlet  (n°  454),  on  voit  qu'il  ne  peut  exister  de  position 
d'équilibre  stable  pour  un  point  attiré,  entièrement  libre,  en 
dehors  des  masses  attirantes. 

Au  sujet  de  cette  réciproque,  il  nous  faut  compléter  et  rectifier 
les  citations  faites  dans  le  deuxième  Volume,  n°  454,  p.  354-  La 
démonstration  de  la  réciproque  du  théorème  de  Dirichlet  a  été 
donnée  pour  un  cas  très  étendu  par  M.  Liapounoff  (Journal  de 
Mathématiques,  1896).  Elle  a  été  donnée  également  par 
M.  Hadamard  dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  en  1896  et 
publié  depuis  dans  le  même  Recueil  (1897). 

589.  Une  fonction  harmonique  ne  peut  pas  avoir  sur  une  surface, 
sur  une  ligne  ou  dans  un  volume,  une  valeur  constante  plus  grande 
ou  plus  petite  que  toutes  les  valeurs  voisines.  —  Soit,  comme  pré- 
cédemment U,  une  fonction  harmonique  uniforme  finie  ainsi  que 
ses  dérivées  premières  et  secondes  dans  une  certaine  région  de 
l'espace.  Il  est  impossible  que,  dans  cette  région,  il  existe  une 
surface  S  sur  laquelle  U  prenne  une  valeur  constante  plus  grande 
(ou  plus  petite)  qu'en   tous  les  points  voisins  situés  de   part  et 
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d'autre.  En  effet,  s'il  en  était  ainsi,  on  pourrait,  d'un  point  quel- 
conque A  de  cette  surface  comme  centre,  décrire  une  sphère  d'un 

,  ,        d\J    . 
rayon  assez  petit  pour  que,  sur  cette  sphère,  -7—  ait  un  signe  con- 
stant, excepté   peut-être  le  long  de  la  ligne  d'intersection  de  la 
sphère  et  de  la  surface  où  -7—  pourrait  être  nul.  En  effet,  si  U,  est, 

sur  la  surface,  plus  grand  que  dans  le  voisinage,  U  décroît  quand 
on  s'éloigne  de  A  dans  une  direction  quelconque,  sauf  pour  les 
directions  situées  sur  la  surface  pour  lesquelles  U  est  constant. 
Mais  alors  l'intégrale 


//£* 


étendue  à  la  surface  de  cette  sphère  serait  différente  de  zéro,  car 
tous  les  éléments  auraient  un  signe  constant;  ce  qui  est  en  contra- 
diction avec  l'équation  (4). 

On  voit  de  même  qu'il  est  impossible  que,  le  long  d'une  ligne,  U 
ait  une  valeur  constante  plus  grande  (ou  plus  petite)  que  les  va- 
leurs aux  points  voisins. 

Enfin,  il  est  impossible  que,  dans  la  région  considérée  de 
l'espace,  il  y  ait  un  volume  v  dans  lequel  U  serait  constant,  de  telle 
façon  que  dans  le  voisinage  immédiat  de  v,  U  soit  constamment 
plus  grand  (ou  plus  petit)  que  dans  v.  En  effet,  s'il  en  était  ainsi, 
en  prenant  un  point  quelconque  A  sur  la  surface  s  limite  de  p,  et 
décrivant  de  ce  point  comme  centre  une  sphère  d'un  rayon  suffi- 
samment petit,  on  aurait  : 

i°   Sur  la  portion   de   surface  sphérique   extérieure  à  c,  pour 

dU 

-j—  un  signe  constant; 

o   c       1  r       •    *  »  ■  dU 

2°   cnir  la  portion  intérieure  -7—  =  o. 

L'intégrale  (5)  étendue  à  l'aire  de  cette  sphère  ne  serait  donc 
pas  nulle,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  l'équation  (4). 

590.  Fonction  harmonique  nulle  sur  une  surface  fermée.  - —  On 
conclut,  de  ce  qui  précède,  le  théorème  suivant  : 

*S7  une  fonction  harmonique  U  est  uniforme ,  finie  ainsi  que 
ses   dérivées  premières  et  deuxièmes  dans  un  volume  V,  et 
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prend  la  valeur  zéro  sur  la  surface  limite  S,  elle  est  nulle 
dans  tout  le  volume. 

En  effet,  si  la  fonction  n'était  pas  nulle  en  tous  les  points  du 
volume,  parmi  les  valeurs  qu'elle  prendrait  dans  le  volume  il  y  en 
aurait  une  G  qui  serait  ou  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes  les 
autres.  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  aurait 

U  =  G 

se  composerait  ou  de  points  isolés,  ou  de  lignes,  ou  de  surfaces, 
ou  de  volumes.  Dans  le  premier  cas,  la  fonction  serait  maximum 
ou  minimum  en  un  point,  ce  qui  est  impossible.  Dans  les  autres 
cas,  la  fonction  aurait,  sur  une  ligne,  une  surface  ou,  dans  un  vo- 
lume, une  valeur  constante  plus  grande  (ou  plus  petite)  que  toutes 
les  valeurs  voisines;  ce  qui  est  également  impossible.  Donc  la 
fonction  U  est  nulle. 

Dans  ce  théorème,  le  volume  considéré  V  a  une  forme  quel- 
conque :  par  exemple,  la  forme  d'un  tore,  ou  du  volume  compris 
entre  une  sphère  et  une  sphère  intérieure,  etc. 

Cas  d'un  volume  indéfini.  —  Un  théorème  analogue  a  lieu 
pour  les  fonctions  harmoniques  à  l'extérieur  d'une  surface  fermée 
donnée  : 

Si  une  fonction  harmonique  U  reste  finie  ainsi  que  ses  dé- 
rivées premières  et  secondes  à  l' extérieur  d'une  surf  ace  fermée 
donnée  2,  si  de  plus  cette  fonction  prend  la  valeur  zéro  sur  S 
et  s  annule  à  V infini,  la  fonction  U  est  nulle  dans  tout  l'espace 
considéré. 

En  effet,  si  la  fonction  U  n'était  pas  constante  dans  le  volume 
indéfini  considéré,  il  existerait  clans  ce  volume  soit  des  points, 
soit  des  lignes  ou  des  surfaces,  soit  des  volumes  où  la  fonction 
prendrait  une  valeur  constante  plus  grande  (ou  plus  petite)  que 
les  valeurs  voisines.  Ce  qui  est  impossible.  Donc  U  =  o  dans  tout 
le  volume. 

Conséquence  : 

Si  deux  fonctions  harmoniques  U,  et  U2  finies  ainsi  que 
leurs  dérivées  premières  et  secondes  dans  un  volume  donné  V 
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prennent  sur  la  surface  limite  les  mêmes  valeurs,    elles  sont 
identiques  dans  l'intérieur  du  volume. 

En  effet,  la  différence  U(  —  U2  est  une  fonction  harmonique 
finie  ainsi  que  ses  dérivées  dans  le  volume  V  et  s'annulant  sur  la 
surface.  D'après  le  théorème  précédent,  cette  différence  est  nulle 
dans  tout  le  volume. 

Un  théorème  analogue  a  lieu  pour  un  volume  indéfini  situé  à 
l'extérieur  d'une  surface  fermée  2,  à  condition  que  U {  —  U2  s'an- 
nule sur  la  surface  S  et  à  l'infini. 

591 .  Une  fonction  harmonique  uniforme  finie  et  déterminée  ainsi 
que  ses  dérivées  premières  et  deuxièmes  en  tous  les  points  de  l'espace, 
à  distance  finie  ou  infinie,  est  une  constante.  —  Imaginons  une  fonc- 
tion harmonique  U,  finie  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et 
deuxièmes  dans  tout  l'espace,  et  prenant  une  valeur  finie  déter- 
minée quand  le  point  #,  y,  z  s'éloigne  indéfiniment  suivant  une 
loi  quelconque.  Cette  fonction  U( x,  y,  z);  si  elle  n'est  pas  con- 
stante, a  nécessairement  un  maximum  et  un  minimum.  Le 
maximum,  par  exemple,  peut  être  atteint  à  l'infini;  mais  alors  le 
minimum  est  à  distance  finie.  Soit  C  la  valeur  minimum  de  U.  Le 
lieu  des  points  tels  que  U(;r, y,  s)  =  G  peut  se  composer  de 
points  isolés,  ou  de  lignes,  ou  de  surfaces,  ou  de  volumes.  Mais 
cela  est  impossible,  d'après  les  théorèmes  des  nos  088  et  589;  la 
fonction  est  donc  une  constante. 

592.  Détermination  d'une  fonction  harmonique  par  ses  valeurs 
sur  une  surface;  théorème  d'existence.  —  Nous  avons  vu  (n°590) 
que  si  deux  fonctions  harmoniques  dans  un  volume  V,  finies 
ainsi  que  leurs  dérivées  premières  et  secondes,  prennent  les 
mêmes  valeurs  sur  la  surface  limite  S,  elles  sont  identiques.  Gela 
revient  à  dire  qu'il  n'existe  pas  deux  fonctions  harmoniques  pre- 
nant des  valeurs  données  sur  une  surface  fermée  et  remplissant  à 
l'intérieur  les  conditions  indiquées.  Mais  on  est  alors  conduit  à  se 
demander  s'il  existe  toujours  une  fonction  harmonique  prenant  sur 
la  surface  des  valeurs  données  à  l'avance.  La  réponse  est  fournie 
par  le  théorème  suivant  : 

/Y  existe  une  fonction  harmonique  uniforme  finie  ainsi  que 
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ses  dérivées  premières  et  deuxièmes  dans  le  volume  V  et  pre- 
nant, sur  la  surface  S,  des  valeurs  données  à  r  avance  se  suc- 
cédant d'une  manière  continue. 

On  peut  se  rendre  compte  de  ce  fait  par  des  considérations 
physiques.  En  effet,  regardons  le  volume  V  comme  un  milieu 
homogène  et  isotrope  conducteur  de  la  chaleur;  maintenons  les 
divers  points  de  la  surface  S  à  une  température  constante  pour 
chaque  point,  mais  variant  arbitrairement  d'un  point  à  l'autre.  Il 
s'établit  alors,  dans  l'intérieur  du  volume,  une  température  sta- 
tionnaire.  Cette  température  est  une  fonction  U(\r,  y^  z)  qui 
prend  les  valeurs  données  sur  la  surface  et  qui,  comme  l'a  montré 
Fourier,  est  harmonique  dans  le  volume. 

Cas  d'un  volume  indéfini.  —  Supposons  que  le  volume  V 
s'étende  à  l'infini  et  comprenne  toute  la  partie  de  l'espace  exté- 
rieure à  des  surfaces  fermées  données  dont  l'ensemble  constitue 
la  surface  limite  S.  Il  existe  encore  une  et  une  seule  fonction 
harmonique  dans  V,  finie  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et 
deuxièmes  dans  V ,  prenant  sur  la  surface  limite  S  des  valeurs 
données  et  s' annulant  à  V infini. 

L'existence  de  cette  fonction  résulte  des  mêmes  considérations 
physiques  que  pour  le  cas  d'un  volume  fini. 

593.  Principe  de  Dirichlet.  —  Pour  démontrer  mathématiquement 
l'existence  d'une  fonction  harmonique  répondant  aux  conditions  indiquées 
ci-dessus,  Dirichlet  emploie  un  raisonnement  qui  repose  sur  le  principe 
suivant  : 

Soit  une  fonction  quelconque  o(x,  y,  z)  (harmonique  ou  non)  finie  ainsi 
que  ses  dérivées  premières  et  deuxièmes  dans  le  volume  V  et  prenant  sur 
la  surface  S  les  valeurs  données  :  soit,  d'autre  part,  l'intégrale  triple  essen- 
tiellement positive 


I  = 


//jft(S)MI)M®>. 


étendue  au  volume.  Dirichlet  regarde  comme  évident  que,  parmi  les  fonc- 
tions cp  en  nombre  infini  remplissant  les  conditions  indiquées,  il  en  est 
une  U  qui  rend  V  intégrale  I  minimum  ;  puis  il  fait  voir  que  cette  fonc- 
tion U  réalisant  le  minimum  est  harmonique,  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème. Mais  Weierstrass  a  montré,  dans  une  critique  approfondie  des  prin- 
cipes du  calcul  des  variations,  qu'il  n'est  pas  permis  d'affirmer  a  priori 
l'existence  d'une  fonction  U  remplissant  les  conditions  indiquées  à  l'inté- 


\ 
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rieur  et  sur  la  surface,  et  rendant  l'intégrale  I  minimum  :  on  peut  seule- 
ment affirmer  qu'il  existe  pour  l'intégrale  I  une  limite  inférieure  dont  elle 
s'approche  autant  qu'on  le  veut  par  un  choix  convenable  de  la  fonction  cp, 
mais  qui  n'est  pas  nécessairement  atteinte  effectivement  pour  une  déter- 
mination spéciale  de  cp  remplissant  toutes  les  conditions  exigées. 

Un  théorème  d'existence  du  même  genre,  fondé  sur  le  même  raisonne- 
ment et  relatif  à  des  fonctions  de  deux  variables,  a  été  employé  par  Rie- 
mann  dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe  qui  se  rattache 
à  celle  du  potentiel  logarithmique  {voir  la  fin  du  Chapitre). 

On  possède  actuellement  des  démonstrations  mathématiques  rigoureuses 
du  théorème  d'existence  tant  pour  le  cas  de  deux  que  de  trois  ou  même 
de  n  variables.  Citons  entre  autres  les  travaux  de  M.  Schwarz  {Œuvres 
complètes,  t.  II),  de  Christoffel  {Annale  cli  Matematica,  1870),  de 
M.  Harnack  {Grundlagen  der  Théorie  des  logarithmischen  Potenliales, 
Leipzig,  1887),  de  M.  Painlevé  {Comptes  rendus,  t.  CXII,  1891). 

Pour  l'espace,  C.  Neumann  a  donné  une  méthode  appelée  Méthode 
des  àrithmetischen  Mit  tels  {Allgemeine  Untersucliungen  ùber  das 
Newtonsche  Princip  der  Fernewirkung,  Leipzig,  1877);  cette  méthode  a 
été  étendue  par  C.  Neumann  lui-même  au  cas  de  deux  variables  et  par 
M.  Riquier  au  cas  de  n  variables  {Thèse  de  Doctorat,  Paris,  1886).  Une 
méthode  qu'il  faut  rapprocher  de  celle  de  C.  Neumann,  est  la  méthode 
donnée  par  Robin  dans  sa  Thèse  de  Doctorat,  insérée  aux  Annales  de 
V Ecole  Normale  (1886).  Enfin  M.  Poincaré  a  indiqué  une  méthode  dite 
méthode  du  balayage  {American  Journal,  t.  XII,  1890). 

Ces  méthodes  ne  se  bornent  pas  à  prouver  l'existence  de  la  fonction 
harmonique,  elles  en  donnent  des  expressions  approchées. 

Il  nous  est  impossible  d'entrer  ici  dans  les  développements  mathéma  - 
tiques  que  comportent  ces  théories. 

dU 
594.   Cas  où  —r-  est  nul  sur  une  surface  fermée.  —  Soient  une 
dn 

surface  fermée  S,  U  une  fonction  harmonique  uniforme,  finie 

ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  secondes  dans  le  volume  V 

limité  par  cette  surface;  si  -r-  est  nul  en  tous  les  points  de  la 

surface  S,  U  est  constant  dans  le  volume.  Appliquons,  en  effet, 
à  ce  volume  la  formule  de  Green  (n"  536)  en  faisant 

+  =  <?  =  U(a?,y,  z). 
Nous  aurons 


(6) 


U  MJdx 


m 

i  -//jCKS)'* (?)'*(£)■] *-//."£* 
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dn 


Or,  actuellement,  AU  =  o  dans  le  volume  et  -r-  =  o  sur  Ja  sur- 


face. Donc  on  a 

">     ///[(£h?h§)>=°- 

Si  U  n'était  pas  constant  dans  V,  ses  trois  dérivées  partielles  ne 
seraient  pas  nulles,  et  cette  dernière  intégrale  ayant  tous  ses  élé- 
ments positifs  ne  serait  pas  nulle.  Donc  U  est  constant. 

Par  exemple,  si  dans  un  champ  de  force  créé  par  des  attractions 
newtoniennes,  électriques  ou  magnétiques,  il  existait  un  tube  de 
forces  fermé,  comme  un  tore,  ne  contenant  aucune  masse  agis- 
sante et  tel  que  le  potentiel  U  soit  uniforme  dans  son  intérieur,  le 
potentiel  serait  nécessairement  constant  dans  tout  le  tube,  car  en 

d\J 
tous  les  points  de  la  surface  du  tube  on  a  -—  =  o. 
1  an 

Conséquence.  —  Si  dans  un  volume  V  deux  fonctions  harmo- 
niques uniformes  U<   et  U2   sont  finies  ainsi  que  leurs  dérivées 

premières  et  secondes,  et  si,  sur  la  surface,  ~~  est  égal  à  —=—9   la 

différence  U]  —  U2  est  constante  dans  le  volume,  car  cette  diffé- 
rence est  une  fonction  harmonique  U  remplissant  les  conditions 
précédentes. 

Remarque.  —  L'équation  (6)  peut  servir  également  à  établir  le 
théorème  du  n°  590,  car  si  la  fonction  harmonique  U  est  nulle 
sur  S,  on  a  encore  l'équation  (7)  :  donc  U  est  constante  dans  V,  et 
comme  elle  est  nulle  sur  S,  elle  est  nulle  dans  V. 

595.    Détermination  d'une  fonction  harmonique  U  dans  un  volume, 

dU 
quand  on  connaît  U  et  — —  sur  la  surface.  —  Soient  dans  un  volume 

limité  V  deux  fonctions  uniformes  U  et  U;  de  x,  y,  z  finies 
ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  et 
vérifiant  chacune  l'équation  de   Laplace;    la   formule    de   Green 

(  n°  536)  où  (f  =  U,  ^  =  U',  devient 

l'intégration  étant  étendue  à  la  surface  qui  limite  le  volume  con- 
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.  ,  ,     ,  dU      dU'    ,,    .  .  ,  ,  ,    •      ,  •  ,  , 

sidere,  et  ~r- >  ~-r—  désignant  les  dérivées  prises  suivant  la  normale 

extérieure  à  cette  surface. 

Si  l'une  ou  l'autre  des  fonctions  cessait  de  remplir  les  condi- 
tions de  continuité  indiquées,  la  formule  devrait  être  modifiée. 

Supposons,  par  exemple,  que  U  (x,y,z)  vérifie  dans  le  volume  Y 
les  conditions  indiquées,  mais  prenons  pour  U;  la  fonction 

r 


v/(a?  —  a)2  -h  (7  —  b  )2  -+-  (z  —  c)2 

«,  6,  c  désignant  les  coordonnées  d'un  point  fixe  A  situé  dans  le 
volume  V.  Cette  fonction  U;  de  #,  y,  z  vérifie  l'équation 

AU'=o, 

mais  elle  cesse  d'être  continue  au  point  A.  Entourons  le  point  A 
d'une  sphère  <r  de  centre  A  et  de  très  petit  rayon,  et  considérons 


la  portion  du  volume  V  extérieure  à  cette  sphère.  Dans  ce  nouveau 
volume,  U;  est  continue  :  les  surfaces  limitant  ce  nouveau  volume 
se  composent  de  la  surface  S  limitant  V  et  de  la  sphère  a-. 

On  a  donc,  en  appliquant  la  formule  générale  (8)  au  nouveau 
volume  ainsi  limité 


(9)         /  -7-U-r-  M<i+    /     /    V  -  ^r-  —  U-r-     d<s  =  o, 


la  première  intégrale  étant  étendue  à  la  surface  S  limitant  le 
volume  primitif  et  la  seconde  à  la  sphère  a-  :  les  dérivées  sont 
prises  suivant  les  normales  extérieures  au  volume,  c'est-à-dire 
extérieures  à  la  surface  S  et  intérieures  à  la  sphère  a-. 


92  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

La  première  intégrale  étant  évidemment  indépendante  du  rayon 
de  la  sphère  a-,  il  en  est  de  même  de  la  seconde.  Dans  cette  seconde 
intégrale,  le  premier  terme  s'écrit 


m 


dV 

dn 


car  r  est  constant  sur  la  surface  c  et  égal  au  rayon  de  la  sphère  ; 
d'autre  part 


s  s. 


dU   , 

——  ds  =  o, 
„  dn 

(7 


car  U  est  continue  dans  la  sphère.  Quant  au  deuxième  terme 


on  le  calcule  comme  il  suit  :  La  normale  intérieure  à  la  sphère  a- 
coïncide  avec  le  rayon;  la  longueur  dn  d'un  élément  de  normale 
intérieure  est  —  dr  et 

d  ~  d  - 

r  r         i 

dn  dr         r2 

L'intégrale   ci-dessus  est  donc,   en  appelant  /'  le  rayon  de  la 
sphère  a-, 

En  prenant  des  coordonnées  polaires  d'origine  A,  on  a,  sur  la 
sphère  cr  de  centre  A  et  de  rayon  r, 

x  —  a  -h  r  sin6  cos©, 
y  =  b  h-  r  sin6  sincp, 
z  =  c  -+-  r  cos6, 
da  —  r2  sin6  db  dy  ; 
l'intégrale  est  donc 

'       d'f    I      U(a  -h  r  sinô  coscp,  b  -+-  r  sin 6  sin<p,  c  -f-  r  cos6)  sin6  db. 

0  *A) 

Cette    intégrale  étant  indépendante  du  rayon  r  de  la  sphère, 
nous  aurons  sa  valeur   en  faisant  tendre  r  vers  zéro  :  on  trouve 
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ainsi 

—  /{iz\J(a,  6,  c). 

La  formule  (9)  devient  donc 


(10)  U(a,  b,  c)  = 

Elle  donne  la  valeur  de   la  fonction  harmonique  U   en  un  point 
(a,  b,  c)  intérieur  au  volume  quand  on  connaît  les  valeurs  de  U 

et  -7—  sur  la  surface  limite  S. 
an 

Mais,  comme  il  résulte  du  théorème  d'existence,  les  valeurs 
de  U  et  -T-  ne  peuvent  pas  être  prises,  en  même  temps,  arbitraire- 

ment. 

Cas  d'un  volume  indéfini.  —  Supposons  que  le  volume  V 
soit  indéfini  et  se  compose  de  la  région  de  l'espace  extérieure  à 
une  surface  fermée  S.  La  même  formule  s'applique  pourvu  que  la 
fonction  U  et  ses  dérivées  deviennent  nulles  à  l'infini  de  telle  façon 

d\J  d\J  Ô\J 

que  les  produits  RU,  R2  — ->  R2 —  >  R2  —  restent  finis  quand  x, 

*  *  ox  Oy  ôz  l 

y:  z  deviennent  infinis,  R  ajant  pour  valeur  yx'1  -H  y'1  -H  z2  ;   la 

dérivée  -y-  figurant  dans  la  formule  doit   toujours  être  prise  vers 

l'extérieur  du  volume  V. 

En  effet,  décrivons  de  O  comme  centre,  une  sphère  S'  avec  un 
rayon  R  assez  grand  pour  que  la  surface  limite  S  soit  dans  cette 
sphère.  Considérons  le  volume  V7  extérieur  à  S  et  intérieur  à  S'  et 
appelons  (a,  b,  c)  un  point  de  ce  volume.  La  formule  (10)  s'applique 
à  condition  de  regarder  comme  surface  S  limitant  le  volume  V7 
l'ensemble  des  surfaces  2  et  S'.  On  peut  donc  écrire 


(ii) 


r  an  an 


où  la  première  intégrale  est  étendue  à  la  surface  S,  la  seconde  à 
la  sphère  2;  :  r  est  la  distance  du  point  «,  by  c  à  l'élément  di. 
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Si  maintenant  on  fait  croître  R,  rayon  de  2',  indéfiniment,  la 
dernière  intégrale  tend  vers  zéro.  En  effet,  en  appelant  a,  [3,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  extérieure  à  S7,  on  a 


dU  _    a^u       Q0\]      ^  dU. 

d n  dx  ày         '  Oz  ' 


d'autre  part,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment  (n°  555),  on  a 

a1- 

-y-     =    — -  COSfJ, 

du        ;-2 

0  désignant  l'angle  de  la  normale  extérieure  à  la  surface  en  un 
point  di  avec  la  droite  /*  =  P  di.  Enfin 

d?  =  R2  du, 

do)  étant  l'ouverture  du  cône  de  sommet  O  et  de  base  da.  La 
deuxième  intégrale  est  donc 

'    /YR(R^_RRUcoseW 

4^RJ  J    r  \       du         r  ) 

d{] 
Quand  R  augmente  indéfiniment,  R2  ->—  et  RU  restent  finis,  le 

rapport  —  tend  vers  i .  La  quantité  sous  le  signe  d'intégration  reste 

donc  finie;  mais  le   premier  facteur- — —  tend  vers  zéro.  Le  pro- 

1  4  tc  H  L 

duit  tend  donc  bien  vers  zéro. 

La  formule  (i  i)  donne  alors  une  formule  identique  à  (io),  avec 
cette  différence  que  le  point  (a,  b1  c)  est  extérieur  à  2  : 

<■»>        D<a- '*•«>  =  £,/  JAj'Ë-v<kjd°> 

les  dérivées  étant  prises  en  suivant  la  normale  intérieure  à  S.  Si 
l'on  prend  les  dérivées  vers  Y  extérieur  de  S,  il  faut  changer  le 
signe  du  deuxième  membre. 


».  Première   application.    —    La   valeur    moyenne    d'une 
fonction  harmonique  sur  une  sphère  est  égale  à  sa  valeur  au 
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centre.  —  Supposons,  dans  la  formule  générale  qui  précède,  que  S 
soit  une   sphère  ayant  pour  centre  le  point  (a,  6,  c).  Alors  sur 


dl- 


cette  sphère  /'  est  constant;  de  plus  ■—  = -»  car  la  normale 

extérieure  dix  est  égale  à  l'accroissement  infiniment  petit  dr  du 
rayon.  La  formule  devient  alors 


i 


4  TC  r2 


U^T. 


Mais    U    étant,    par   hypothèse,   finie   ainsi    que    ses   dérivées 
premières  et  deuxièmes  dans  la  sphère  S,  on  a  (n°  587) 


Donc 


~j—  ai  =  o. 
-,  an 


\}(a,b,c)  =  -^-Jf^cte, 


ce  qui  démontre  le  théorème,  car  le  deuxième  membre  est  ce  qu'on 
appelle  valeur  moyenne  de  U  sur  la  surface  de  la  sphère. 

597.  Deuxième  application.  Couches  de  niveau.  —  Imaginons 
un  système  de  masses  attirantes  dont  le  potentiel  soit  U.  Puis  con- 
sidérons une  surface  de  niveau  fermée  S  comprenant  toutes  les 
masses  attirantes  à  son  intérieur.  Soit  U  —  G  l'équation  de  cette 
surface.  Distribuons  sur  S  une  simple  couche  dont  la  densité  en 
chaque  point  ait  pour  valeur 

4tc  dn 

la  dérivée  étant  prise  normalement  à  S  vers  Y  extérieur .  On  ob- 
tient ainsi  ce  qu'on  appelle  une  couche  de  niveau  :  cette  couche 
a  les  propriétés  suivantes  : 

U  attraction  de  cette  couche  sur  un  point  extérieur  est  la 
même  cjue  celle  des  masses  attirantes  données.  Son  attraction 
sur  un  point  intérieur  est  nulle. 
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Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  montrer  que,  si  l'on 
appelle  U'  le  potentiel  de  cette  couche  S  : 

i°  A  l'extérieur  de  S,  U'  est  égal  à  U  ; 

2"   yi  U  intérieur  de  2,  U  est  constant. 

En  effet,  prenons  d'abord  un  point  P(a,  6,  c)  extérieur  à  la 
couche.  Le  potentiel  U'  de  S  en  ce  point  est 

U'<«,6,c1=  ff*d,  =  -±  Ç  f-f-d*. 

J  J^r  4tcJ  */2''  «n 

a-  étant  la  distance  de  P  à  l'élément  û?o\  Mais  d'après  la  formule  (12) 
du  n°  595,  on  a,  puisque  les  dérivées  sont  prises  vers  V extérieur 
de  S, 

U(a,  b,  c)  =  — 
On  en  déduit 

U'(«,  6,  c)  =  U(a,  è,  c)  -  7— 

4^ 

La  dernière  intégrale  est  nulle;  en  effet,  sur  S,  U  --  C  ;  cette 
intégrale  est  donc 


c'est-à-dire  zéro,  carie  point  P(«,  b,  c)  est  en  dehors  de  S  (n° 

On  a  donc  bien 

V'(a,  b,  c)  =  U(«,  b,  c); 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  est  facile  de  voir  maintenant  que,  dans  S,  U'  est  constant.  En 
effet,  le  potentiel  U'  de  la  couche  S  est  continu  clans  tout  l'espace 
et  vérifie  partout  l'équation  AU'  =  o,  excepté  sur  la  couche. 
Comme  à  l'extérieur  U;  est  identique  à  U,  on  a,  sur  la  couche, 
U'=C. 

La  fonction  U' — -G  est  alors,  dans  l'intérieur  de  2,  une  fonction 
harmonique  finie  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  deuxièmes, 
de  plus  cette  fonction  s'annule  sur  S  :  elle  est  donc  nulle  dans  S. 

Ce  théorème  et  d'autres  du  même  genre,  mais  plus  généraux, 
ont  été  découverts  par  Green  et  retrouvés  d'une  autre  façon  par 
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Chasles.  Il  constitue  une   sorte   de  réciproque   du   théorème  du 
n°  583. 

598.  Fonction  de  Green.  —Si  l'on  connaît  la  valeur  de  la  fonction 
harmonique  U  sur  une  surface  fermée  S,  cette  fonction  est,  d'après 
le  théorème  d'existence,  entièrement  déterminée  à  l'intérieur,  en 
admettant  qu'elle  y  soit  finie  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et 
deuxièmes.  La  formule  précédente  ne  permet  pas  delà  calculer  en 
un  point  intérieur,  car  cette  formule  exige  la  connaissance  de  U 

et  -r-  sur  la  surface.  Elle  ne  permet  donc  pas  de  résoudre  le  pro- 
blème de  Dirichlet.  Mais  Green  a  fait  la  remarque  que  cette 
formule  permettrait  de  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  si  l'on 
connaissait,  pour  la  surface  S,  une  fonction  harmonique  spéciale 
qu'on  a  appelée  fonction  de  Green. Cette  fonction  G(x,y,z  ;  #,  6,  c) 
est  assujettie  aux  conditions  suivantes  : 

i°  Elle  est  harmonique  dans  le  volume  V  limité  par  S; 

2°  Elle  est,  dans  ce  volume,  finie  ainsi  que  ses  dérivées  pre- 
mières et  deuxièmes; 

3°  Elle  prend  sur  la  surface  S  les  mêmes  valeurs  que  la  fonc- 
tion ->  r  désignant  la  distance  d'un  point  de  la  surface  au  point 

intérieur  a,  b,  c. 

D'après  le  théorème  d'existence,  cette  fonction  existe  et  est 
unique.  Supposons  qu'on  la  connaisse.  On  a  alors,  comme  U  et  G 
sont  finies  dans  V  ainsi  que  leurs  dérivées, 


Si 


dl)  dG\ 

Ur  — U   —        Cl<3  =   O. 

an  an  / 


Retranchons  cette  formule   du  deuxième  membre   de  la  rela- 
tion (io),  en  nous  rappelant  que,  sur  la  surface  S,  la  fonction   G 

i    ,  i     i  dU   ,.  .  ., 

est  égale  a  -;  les  termes  en-y    disparaissent,  et  il  vient 


(i3)  U(a,  b,  c)=  — 

4  " 

formule  qui  permet  de   calculer  U  dans  le    volume   quand  cette 
fonction  est  connue  sur  la  surface. 

Cas  d'un  volume  indéfini.  —  On  peut  de  même  résoudre  le 
III.  7 


98  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

problème  de  Dirichlet  pour  un  volume  indéfini  extérieur  à  une 
surface  fermée  2  quand  on  connaît  la  fonction  de  Green  pour  un 
point  (a,  b,  c)  extérieur  à  2.  Cette  fonction  G  est  alors  assujettie 
à  être  harmonique  dans  le  volume  extérieur  à  2,  à  rester  finie  ainsi 
que  ses  dérivées  premières  et  deuxièmes  dans  ce  volume,  à  de- 
venir à  l'infini  nulle  comme  *  enfin  à  prendre  sur  2 

les  mêmes  valeurs  numériques  que 


r  v/a7_a)2  +  (<^_6)2_h(-s_  c)2 

599.  Fonction  de  Green  dans  le  cas  de  la  sphère.  —  Supposons 
que  S  soit  une  sphère  de  rayon  R;  soient  P  un  point  intérieur  de 
coordonnées  a,  b,  c  etP'le  conjugué  harmonique  de  P  par  rapport 
aux  deux  extrémités  du  diamètre  OP  ;  désignons  par  r  el  r'  les  dis- 
tances d'un  point  quelconque  de  l'espace  aux  points  P  et  P';  on 
a,  comme  on  l'a  vu  au  n°  566, 

1  ,\  1         R     1 

(l4)  r  =  ÔP7' 

sur  toute  la  sphère.  La  fonction  de  Green  pour  l'intérieur  de  la 
sphère  est  alors 

G  (a?,  jk,  z;  a,  b,  c)  =  ^p  -,• 

En  effet,  cette  fonction  est  harmonique;  elle  est  continue  ainsi 
que  ses   dérivées  dans   la  sphère,  car  le  point  P'  est  extérieur; 

enfin,  sur  la  sphère,  elle  prend  les  mêmes  valeurs  que  -  d'après  la 
relation  (i4)« 

On  a  donc,  en  remplaçant  G  par  son  expression  actuelle  et  fai- 
sant OP  =  l,  OP'=/'  : 

4  k  U     «y  s        \  l    dix        du  J 

Soient  A  un  point  de  la  surface  sphérique,  0  et  8'  les  angles  de  la 
normale  extérieure,  prolongement  de  OA,  avec  les  droites  AP  et 
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r  l  A 

^=^C0S8; 
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en  outre  les  deux  triangles  OAP  et  OAP'  donnent 

/2  =  R2_f_r2  +2Rr  cos6, 
l'2  =  R2_i_r'2_f_  2Rr'cosB'; 


comme  on  a 


1  =  Ty 


R 
7r' 


la  deuxième  relation  devient 

R2=  /2_l_  r2+  2/-/cos0'; 

donc,  en  retranchant, 

12  _  R2  =  r(R  cos  6  —  l  cos  6'  ) 

et  enfin 

R2  —  V  __  R  cos6'  _    cosè 

R  7-3         ~~    7    ~7'2  ^2~  ' 

La  formule  trouvée  peut  donc  s'écrire 

Le  problème  de  Dirichlet  est  ainsi  résolu  pour  une  sphère. 

600.  Application.  —  Si  une  fonction  harmonique  uniforme  U  {pc,y,  z) 
est  finie  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et  deuxièmes  en  tous  les  points 
de  l'espace,  et  si  sa  valeur  absolue  reste  en  tous  les  points  de  l'espace 
inférieure  à  une  limite  fixe  L,  cette  fonction  se  réduit  à  une  con- 
stante^). 

De  l'origine  comme  centre,  avec  un  rayon  R,  décrivons  une  sphère  : 
puis  appliquons  la  formule  (r4)  d'abord  en  supposant  le  point  (a,  b,  c) 
dans  une  position  quelconque  dans  la  sphère;  puis  en  supposant  ce  point 
à  l'origine,  ce  qui  donne  pour  la  valeur  U0  de  U  à  l'origine 


(15) 


V°=tkffJd°> 


(  '  j  Voyez  Traité  d'Analyse  de  M.  Picard,  t.  I,  p.    i5i. 


<JVÊ^ 


/; 


SC1ENTIAE 


yA 


'A 
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car  P  étant  en  O,  r  =  R,  l  —  o.  On  a  donc,  en  retranchant, 

U.-UC,  b,  c)  =  j^/jf  (g  -  ~3  ")  "  *■ 

Or  l'élément  superficiel  «fo  de  la  sphère  de  rayon  R  est  égal  à  R2  d<x>,  do> 
désignant  l'ouverture  du  cône  de  sommet  O  et  de  base  ds  et  l'on  a 

U0  -  U(a,  *,  c)  =  -faffU  "  — "^^1  U  dw. 

L'intégrale  du  deuxième  membre  a,  d'après  cela,  une  valeur  fixe  indé- 
pendante de  R.  Nous  allons  montrer  que  cette  valeur  est  nulle. 

r> 

En  effet,  faisons  croître  R  indéfiniment,   le  rapport  —  tend  vers  i  pour 
tous  les  points  de  la  sphère,  car  le  point  P  reste  fixe;  donc  le  facteur 

(R2_/2)R 

1 r~ 

tend  vers  zéro;  d'ailleurs  U  reste,  en  valeur  absolue,  moindre  qu'un  nombre 
fixe  L.  L'intégrale  tend  donc  vers  zéro,  et  comme  elle  est  constante  elle 
est  rigoureusement  nulle.  On  a  ainsi 

U(ar,  f,z)  =  U0; 

la  fonction  U,  en  un  point  quelconque,  a  la  même  valeur  qu'à  l'origine: 
elle  est  constante. 

601.  Propriétés  caractéristiques  du  potentiel  d'un  système  de 
masses  continues.  —  Soient  des  masses  continues  occupant  un  vo- 
lume formé  d'un  ou  de  plusieurs  morceaux  distincts  limités  par 
des  surfaces  fermées.  Le  potentiel  de  ces  masses  est  une  fonc- 
tion U  qui  remplit  les  conditions  suivantes  : 

i°  La  fonction  U  est  finie  ainsi  que  ses  dérivées  premières  et 
deuxièmes  dans  tout  l'espace; 

2°  Elle  s'annule  à  l'infini; 

3°  Elle  vérifie  l'équation  de  Laplace  AU  =  o  en  dehors  des 
masses  attirantes  et  l'équation  de  Poisson  AU  =  —  /\izo  dans  les 
masses  attirantes. 

Ces  propriétés  caractérisent  le  potentiel.  —  Si  par  un  pro- 
cédé quelconque  on  a  trouvé  une  fonction  Uj  (#,  y,  s)  possédant 
les  trois  propriétés  indiquées,  on  peut  affirmer  qu'elle  est  iden- 
tique au  potentiel  U. 
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En  effet,  la  différence  Uf  —  U  est  finie  ainsi  que  ses  dérivées 
premières  et  deuxièmes  dans  tout  l'espace,  et  elle  vérifie  partout 
l'équation  de  Laplace,  car,  dans  les  masses  attirantes,  on  a 
AU,  =  —  4rcp,  AU  =  —  4tc?i  donc  A(U<  —  U)  =  o. 

D'après  le  théorème  du  n°591,  la  fonction  U\  —  U  est  constante, 
et,  comme  elle  est  nulle  à  l'infini,  elle  est  nulle  partout.  Donc 

"U,  =  u. 

602.  Application  au  calcul  du  potentiel  d'un  ellipsoïde  homo- 
gène. —  Gomme  application,  nous  exposerons  la  méthode  donnée 
par  Dirichlet  dans  le  Tome  32  du  Journal  de  C relie,  pour  obtenir  <7 
Je  potentiel  d  un  ellipsoïde  homogène  de  densité  o. 

Soit  l'ellipsoïde  homogène  dont  la  surface  a  pour  équation 

X2  Y2  Z2 

— r    H-    TT    -\ —  I  =   O. 

«2         62         c2 

i°  Désignons  par  ûc,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  donné  P 
de  l'espace  extérieur  à  l'ellipsoïde,  c'est-à-dire  tel  que 

a?2  y*-         .s2 

të  +  6i"  +  ^"~I>0- 

Dans  ces  conditions,  l'équation  suivante  en  u 

.-r2                r2                -s2 
<  16  )  — h  tï h i  =  o, 


a'2-\-  u       ù2-+-  a 


u 


admet  une  et  une  seule  racine  positive;  en  effet,  si  dans  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  on  fait  croître  u  de  o  à  oo,  ce  pre- 
mier membre  part  d'une  valeur  positive  et  décroît  constamment 
pour  arriver  finalement  à  la  valeur  —  i  :  il  s'annule  donc  une  et 
une  seule  fois.  Nous  désignerons  par  u  la  racine  positive  unique 
de  l'équation  (16).  Cette  racine  est  une  fonction  de  x,  y,  z  qui 
s'annule  quand  le  point  P  vient  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  et 
devient  infinie  quand  le  point  P  s'éloigne  indéfiniment  dans  une 
direction  quelconque. 

Cela  posé,  le  potentiel  U  au  point  extérieur  P  est  donné  par 

(i    )  U  =tz  abc  p    I         î —  r ^ . -1- 

v„   v     <*2+*     *2+*     ^2-Vv/?T>ô 
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où  l'on  pose  pour  abréger 

cp(X)  =  (a8-hX)(ô*-+--X)(c*-hX). 

2°   Supposons  maintenant  le  point  P  intérieur  à  l'ellipsoïde;  le 
potentiel  U  au  point  P  est  donné  par 


(.8) 


U 


JÇ  x  /  x2 


\ 


d\ 


1          c2-hlj  /cp(X) 


3°  Si  le  point  P  est  sur  l'ellipsoïde,  les  deux  formules  se  rac- 
cordent, car  u  =  o. 

Démonstration.  —  Nous  allons  montrer  que  la  fonction  U  ainsi 
définie  possède  les  propriétés  caractéristiques  du  potentiel. 

Différentions  U  par  rapport  à  oc,  nous  aurons  : 

i°  Si  le  point  est  extérieur  (formule  l'y) 


OU 
ôx 


•2  7T 


abcpx   ! 

*J  u 


d\ 


—  7i  abc  p  |  i 


(a2-i- A)  \/y{l) 

y" 


X 


*-\ 


a--}- il        b-^u        c2-i-  u)  J^i  M) 


du 
dx 


où  le  second  terme  provient  de  ce  que  la  limite  inférieure  u  est 
fonction  de  x.  Mais  ce  second  terme  est  nul  puisque  u  vérifie,  par 
hypothèse,  l'équation  (16).  On  a  donc 


(i9) 


au 

ôx 


—  iizabc 


x 


X 


d\ 


u     (a*+X)^«p(X) 
•a"  Si  le  point  est  intérieur  (formule  1 8)  on  a  de  même 
(■20)  -r—  =  —  iTzabcpx  ! 


d\ 


(a2+X)v/cp(X) 


On  calculerait  de  même  —  et  —  •  On  voit,  d'après  ces  formules, 

ôy         oz  L 

que  la  fonction  U  et  ses  dérivées  sont  continues  dans  tout  l'espace. 

Calculons,  de  même,  les  dérivées  deuxièmes  : 

i  °  Si  le  point  est  extérieur,  on  a,  en  différentiant  la  formule  (  i  g) 
el  se  rappelant  que  u  est  fonction  de  x, 


— —  =  'm  abc  p 
ôx'1  r 


dk 


fn     (a2-+-X)v/cp(X) 


x 
a1  -r-  u 


H 


i        oui 
(u~j  ôx\ 
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^   ,      i  i  d2U        d2U 

Calculant  de  même  -r-r-  et  — — -  et  aioutant,  on  a 

dy2         dz2  J 

AU  =  2tz abc p  I  — 


i-rv- 


H-X        6*-t-X    '    cs+À 


vAp(X) 


a?        dit  y       du    i         -s        du  \ 


u  dz  / 


v/cp(w)  W2+^  cte        b2-\~u  dy        c2-h 
On  a,  pour  l'intégrale  indéfinie, 


X        62-+-X       c»-+-X/v/?(X)"        \Z<p(X)' 


2 


donc  l'intégrale  définie  de  u  à  oo  est  -7=  et  l'on  a 

,TT  ,       /      se       du  y       du  z       du         \       i 

AU  —  iTzabcQ - h  — r h  ■ '2       ,  • 

1   \«2-i-  w  da?         62-+-  m  cy         c24-  m  As  /  Jm(u) 

Cette  quantité    est  -nulle;    en    effet,    dérivons    successivement 
l'équation  (16)  par  rapport  à  x,  y,  z,  nous  aurons 

ix  x2  y2  z2        "1  du 

—  o, 


x2  y2  z2        "1 

L(a*H-  w)2  +  (62 -t-  w)2  ~~  <,c2-hw)2J 


a2+f«  L(a*-f-w)2        (b2-\-u)2        {C2-+-u)2]dx 

i y  x2                     y2                     z1         "]  du 

W^~u~  ~"  [  (a2^-  m)*  ~~  (62~"wJ2  +  (^jT^)«J  ^ 

2Z  a?2                        y2                       ^2         -i  ^ 

c2-!-  w  ~  L(a2-h  u)2  +  ( 6 2 h-  ôTj*  ~~  (c*h-  u)2]  Jz 


o. 


Ajoutons  ces  équations  après  avoir  multiplié  la  première  par 

— ,  la  deuxième  par  -~- — >  la  troisième  par-— -  -,  nouspour- 

a2-^  u  r       o-  -h  u  r      c2  4-  u  r 

t    •          i         '      i                         x2                        y2                       z2 
rons  diviser   le   résultat  par  — +  -^ +  — et 

r       (cû-^u)2  (o2+a)2  (c2-i-u)2 

nous  verrons  que 

AU  =  o. 

2°  Si   le   point    est   intérieur,    on    a,    en    différentiant   la   for- 
mule (20), 

d2U  a       r™  d\ 

A*1  '1     (a2  +  X)^(X) 


,     1  1         .        d2U    <)2U 

calculant  de  même  -r — -  >  -— -  et  aioutant,  on  a 

dy2      dz2  J 

iTT  1,    r*  (    i         i         1   \  di 

AU  =-  —  2  7T abc  p     !  — -y  -f-  —        .-   -1 - r-  ) 

v0    V«2+*     6-2+a     c»-t-x;v/?(X) 
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L'intégrale  indéfinie    est — —    el   l'intégrale  définie    —7-  : 

^  s/?(X)  b  abc 

donc,  à  l'intérieur 

AU  —  —  47:,0- 

Enfin  la  fonction  \j ,  donnée  par  (17),  s'annule  à  l'infini,  car  u 
est  infini  à  l'infini. 

La  fonction  U  définie  par  les  formules  (17)  et  (18)  est  donc  le 
potentiel  de  l'ellipsoïde. 

603.  Ellipsoïde  de  révolution  aplati.  —  Supposons,  en  particu- 
lier,, que  l'ellipsoïde  soit  engendré  par  la  révolution  d'une  ellipse 
d'axes  a  et  6,  a  >•  b  autour  du  petit  axe.  Alors,  en  prenant  l'axe 
de  révolution  pour  axe  O.S,  il  faut  dans  les  formules  précédentes 
remplacer  b  par  a  et  c  par  /;.  Donc  : 

Point  extérieur, 

U  =  iza2bp    I         t — -r -j r     — 

VJU     V        «2  +  *       ^+Vp) 
où 

cp(X)  =  (a*4-X)*(6«H-X), 

w  étant  la  racine  positive  de 

a?2H-jK2  ^2 

tf2-h  w   ^~  è2-i-  k 

Point  intérieur  ou  sur  la  surface, 

aJ       r*  I         x^  —  y*-  -s2     \      dX 

1 J0    V      «2+x     ^-Vi/?()o 

Calculons  cette  dernière  intégrale.  On  a 

d\  2  f  tz  b  1       2  c 


rœ  û?X  2  Tir  61 

/       ■ =  -  I arc  tan  g  - 

JQ     (a*+l)\/b*-+-\  CU  c  J 

f 


arc  la  112  t 
b 


dX  1         b  1  c 

arc  tangr  7  , 


(a^ÀrVF+T  c*c^b*        c* 

/^                 r/X                          2           2  c 

i _  =  _  arc  tang     , 

^0     (a»-4-X.)(ô*-h-X)«       C 
comme  on  le  voit  facilement  en  faisant 

/;2~X  =  r- 
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et  posant 


a 


2  —  b-. 


c 
D'après  cela,  si  l'on  pose  j-  =  k,  d'où 

a2^  &2^_  C2=   b*£l-\-  A'2) 

on  a,  pour  un  point  intérieur  à  L'ellipsoïde  ou  situé  sur  sa  surface, 

_  2  7rp(i-f-A2) 
A-3 

x     A262  arc  tang  A  —  -  02^JK2)  (  arc  tang  A —7^  )  —  -s2 (A  —  arc  tang  A) 

Les  composantes  de  l'attraction  sur  un  point  de  masse  1  placé 

soit  à  l'intérieur,  soit  sur  la  surface  sont  alors  données  parles  trois 

. ,   .    ,       dU     dV     dU  ,  •    v,  r 

dérivées  — -  ,  — -,  —  multipliées  par  /. 

ox     oy      ôz  l 


V.  -  MASSES  ATTIRANTES  ILLIMITEES. 
POTENTIEL  LOGARITHMIQUE. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  les  masses  atti  - 
rantes  limitées.  Si  nous  les  supposons  illimitées,  le  mot  attraction 
peut  ne  plus  avoir  de  sens.  Nous  allons  passer  d'abord  en  revue 
quelques  cas  particuliers  où  l'attraction  a  encore  un  sens. 

604.   Attraction  d'une  droite  homogène  indéfinie  sur  un  point  P.— 

Considérons  une  droite  matérielle  homogène  AB  (ftg.  3oi);  soit  h 
la  masse  de  l'unité  de  longueur,  soit  P  un  point  attiré  par  les  difFé- 

Fig.  3oi. 


rents  éléments  de  cette  droite.  Nous  allons  démontrer  que  l'attrac- 
tion de  la  droite  sur  le  point  P  tend  vers  une  limite  lorsque  A  et  B 
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s'éloignent  indéfiniment  et  que  cette  limite  est  indépendante  de  la 
façon  dont  les  points  A  et  B  s'éloignent  à  l'infini. 

De  P  abaissons  une  perpendiculaire  PO  sur  la  droite  AB. 

Soient  PO  =  8;  s  la  longueur  Om  comptée  à  partir  de  O  pris 
pour  origine;  ds  un  élément  de  la  droite  placé  en  m;  pi  la  masse 
de  P;  r  — Pm;  ds  a  pour  masse  h  ds.  L'attraction   de  ds  sur  P 

a  pour  expression 

f\x.  h  ds 

Soit  0  =  OPm.  Nous  avons 

s  =  o  tango,         r 


COS0 


,  8        ir.  ds        (f/0 


lin  difterentiant, 

ds  = 

cos26       '  r*  o 

l'attraction  élémentaire  a  donc  pour  expression 

fixhdti 

o 

Les  projections  de  cette  attraction  sur  Ox  et  Oy  sont 

&i—  sin  6  rf6,         —  ^—  cos0  46. 

o  8 

Soient  B0  et  9|  les  angles  correspondant  aux  points  A  et  B.  Nous 
aurons  pour  expressions  des  projections  sur  les  deux  axes  de 
l'attraction  de  la  droite  limitée  AB 


=  fv-h  f  '  si 


ou 


\£±    f     sini 

A 
Ç 

A 


X  = —  --£—  (cosÔ! —  cos6„V 

0 

Y  =—  Z^(sin01_  sin0o). 


On  vérifie  facilement  que  cette  attraction  est  égale  à  celle  qu'exer- 
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cerait,  sur  le  même  point  P,  un  arc  de  cercle  homogène  ayant 
pour  centre  P,  pour  rayon  S,  pour  densité  linéaire  A,  et  limité 
aux  deux  droites  PA  et  PB.   Si  A  s'éloigne  à  l'infini  à  gauche,  B  à 

l'infini  à  droite,  B0  tend  vers  —  -?  9,  vers  -f-     •>  et  nous  avons 


X 


if  y.  h 


L'attraction  devient  perpendiculaire  à  la  droite  :  elle  varie  en 
raison  inverse  de  la  distance  du  point  à  la  droite. 

605.  Attraction  d'un  cylindre  indéfini  à  base  finie  sur  un  point.  — 
L'attraction  d'un  cylindre  indéfini  sur  un  point  a  un  sens,  si  l'on 
suppose  la  densité  p  constante  tout  le  long  d'une  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre. 

Soit  P  {fig.  3oa)  le  point  attiré  de  masse  i.  Menons  par  ce 
point  la  section  droite  2  du  cylindre. 

Soit  d<?  un  élément  de  cette  section  droite  placé  en  A  :  le  cylindre 
droit  élémentaire  indéfini  ayant  pour  base  de  peut  être  regardé 


002. 


comme  une  droite  homogène,  dont  la  densité  linéaire,  masse  de 

l'unité  de  longueur,  est  h  —  p  de.  D'après  ce  que  nous  avons  vu 

plus  haut,  l'attraction  cp  de  ce  cylindre  élémentaire  sur  P  est  diri- 

T-k  *         >     i     ^  i  fo  da 

gee  suivant  PA  et  egaJe  a        ' 

i  j\ 

Pour  connaître  l'attraction  du  cylindre  en  tous  les  points  de 

l'espace,  il  suffit  évidemment  de  calculer  l'attraction  sur  un  point  P 

qui  occupe  successivement  toutes  les  positions  possibles  dans  le 
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plan  d'une  section  droite  S.  Prenons  dans  le  plan  de  la  section 
droite  S  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy. 

Soient  x  el  y  les  coordonnées  de  P;  a  et  b  celles  de  A;  et  r  la 
distance  PA 

r  =  \/(x  —  aj*  +  {y—  Ijf . 

Les  projections  de  l'attraction  élémentaire  s  sur  les  axes  Ox  et 
<  ) y  sont 

l'attraction  résultante  F  est  donc  dans  le  plan  de  la  section  droite 
et  a  pour  projections 

Dans  ces  intégrales,    p   est  une  fonction  donnée  de  a  et  b,  et 
l'intégration  est  étendue  à  l'aire  de  la  section  droite  S.  En  posant 

il  —   I    /    p  loffr  d<7, 


/i> 


a  est  une  fonction  de  x  et  y,  et  l'on  peut  écrire 


A    =  if  —  ,  Y    =   —   2/  -r- 


L'attraction,  dans  le  plan  xQy,  dérive  donc  du  potentiel  u. 
On  vérifie,  sans  peine,  que  l'on  a 

à2  logr        d2  log r 

—   -+- —  =  O" 

le  potentiel  u  vérifie  donc,  en  dehors  des  masses  attirantes,  l'équa- 
tion 

(l)  ^  +  ^=°' 

analogue  à  l'équation  de  Laplace. 

Le  potentiel  u  ainsi  défini  se  nomme  potentiel  logarithmique. 

L'étude  des  fonctions  de  x  et  y  vérifiant  l'équation  (1)  est 
intimement  liée  à  l'étude  des  fonctions  d'une  variable  complexe 
x-\-yi.  Nous  renverrons,  pour  cette  question,  au  Traité  d'Ana- 
lyse de  M.  Picard  (premier  Volume). 
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A  l'intérieur  de  la  masse  attirante,  le  potentiel  logarithmique 
vérifie  l'équation 


=  —  27T.0, 


c)2  a        d*  u 
analogue  à  l'équation  de  Poisson. 


606.  Attraction  d'un  plan  indéfini.  Indétermination  du  pro- 
blème. —  L'expression  attraction  cl' un  plan  indéfini  homogène 
sur  un  point  n'a  pas  de  sens  précis.  Soit,  dans  un  plan  donné, 
une  aire  homogène  S  de  densité  superficielle  o.  L'attraction  H  de 
S  sur  un  point  P  de  masse  i  peut  être  décomposée  en  deux  forces  : 
i°  une  force  normale  au  plan  H/;  égale  à/où,  où  Q  est  l'angle  so- 
lide du  cône  de  sommet  P  et  de  base  S  (n°o67);  2°  une  force  pa- 
rallèle au  plan  Ht.  Supposons  maintenant  que  Ion  fasse  grandir 
indéfiniment  l'aire  S  dans  tous  les  sens,  de  façon  qu'elle  recouvre 
progressivement  tou,t  le  plan  :  dans  ces  conditions,  la  compo- 
sante H^  tend  vers  la  limite  zizfp,  car  Q  tend  vers  ait,  mais  la 
composante  Ht  tend  vers  une  limite  qui  dépend  de  la  façon  dont 
l'aire  S  grandit  indéfiniment. 

Si  l'aire  S,  en  grandissant,  reste  constamment  symétrique  par 
rapport  à  la  projection  O  du  point  P  sur  le  plan,  la  composante  Hr 
est  nulle.  Mais  si  cette  symétrie  n'existe  pas,  la  composante  Ht 
n'est  pas  nulle. 

Exemple.  —  Supposons  que  Taire  S  soit  une  bande  indéfinie 
du  plan  comprise  entre  deux  parallèles  A  A'  et  BB'  (fi  g*  3o3).  Pre- 

Fiff.  3o3. 


nons  comme  origine  la  projection  O  du  point  P  sur  le  plan,  comme 
axe  Ox  la  perpendiculaire  commune  AB  aux  deux  droites.  Le 
point  O  est  supposé  entre  les  deux  droites  :  soient  OA  =  #,  OB=  b. 
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OP  ==  p.  Menons  une  parallèle  GC  à  Qy  ayant  pour  abscisse  x  et 
une  parallèle  infiniment  voisine  d'abscisse  x  -+-  dx  ;  nous  avons 
ainsi  une  bande  infiniment  mince  qui  peut  être  assimilée  à  une 
droite  de  densité  linéaire  h  =  p  dx  (masse  de  l'unité  de  longueur 
de  la  bande).  L'attraction  cp  de  cette  bande  élémentaire  sur  le 

point  P  de  masse  i  est  dirigée  suivant  PC  et  égale  à  — p-p—  (n°  604); 

sa  composante  suivant  la  droite  PT  parallèle  à  Ox  est 

'ifç>  dx    x  ifp  x  dx 

y* =      PC      PC  =    a?2+/,2  * 

La  composante  H^  de  l'attraction  de  la  bande  totale  suivant  PT 
est  la  somme  de  ces  composantes  élémentaires 

x  dx  a2-\-p2 


C      x  dx  a 


bx*-+- p*-  ~  o* -\-  p* 

les  limites  étant  les  abscisses  des  points  B  et  A. 

Elargissons  maintenant  la  bande  A  A/BB'  de  façon  à  lui  faire  re- 
couvrir tout  le  plan;  pour  cela,  il  suffit  de  faire  croître  indéfini- 
ment a  et  b  suivant  une  loi  quelconque.  Nous  voyons  que  H^  tend 
vers  une  limite  qui  dépend  de  la  façon  dont  a  et  b  augmentent 
indéfiniment.  Ainsi,  en  supposant  constamment  a  =.  b,  on  a 

En  supposant  constamment  a=  26,  on  a,  pour  b  =  cc, 

limllf  =  ifçt  Log2. 

En  supposant  a  =  hb 

\'\m\lt  =  -ifç>  Log/v. 

607.  Indications  historiques  et  bibliographiques.  —  Nous  avons 
donné  dans  le  cours  de  ce  Chapitre  quelques  indications  histo- 
riques et  bibliographiques.  On  trouvera  des  indications  très  dé- 
taillées dans  une  excellente  publication  intitulée  Potential 
Théorie,  insérée  dans  VEncyclopœdie  der  mathematischen 
Wissenschaften,  herausgegeben  von  Heinr.  Burckhardt  und 
Franz  Meyer  (Leipzig,  Teubner,  1896).  Nous  avons,  dans  ce  qui 
précède,  emprunté  plusieurs  renseignements  à  cette  publication. 
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Il  convient  d'ajouter  à  la  liste  des  Ouvrages  qui  y  sont  cités,  au 
point  de  vue  historique  : 

La  Thèse  d'Olinde  Rodrigues,  De  l'attraction  des  sphéroïdes, 
soutenue  à  Paris  le  28  juin  181  5,  qui  contient  l'expression  des 
polynômes  de  Legendre  par  les  dérivées  de  (1  —  x2)'1. 

Et,  au  point  de  vue  de  l'Enseignement  : 

Le  Cours  d'Analyse  infinitésimale  de  M.  Boussinesq,  t.  H, 
Calcul  intégral,  Compléments  (Gauthier-Villars,  1890); 

Les  Leçons  sur  V E lectricité  et  le  Magnétisme,  par  Mascart  et 
Joubert  (Masson,  1882); 

Les  Leçons  sur  V Électricité,  par  Eric  Gérard  (Gauthier- 
Villars,  1897); 

Les  Leçons  sur  le  potentiel  newtonien,  par  M.  Poincaré  (Carré 
et  Naud,  1899). 

EXERCICES. 

1.  On  considère  l'espace  Compris  entre  une  sphère  S  et  une  sphère  plus  petite  S' 
placée  à  l'intérieur  de  S;  cet  espace  est  supposé  rempli  d'une  matière  homogène 
de  densité  p.  Calculer  l'attraction  du  corps  ainsi  constitué  sur  un  point. 

Réponse.  —  Cette  attraction  est  la  différence  géométrique  des  attractions  des 
sphères  S  et  S'  supposées  pleines  toutes  deux. 

Wr    fVr 

2.  L'attraction  d'une  couche  homogène  limitée  par  deux  ellipsoïdes  homothé-  'V J— 
^tiques  et  concentriques,  sur  un  point  intérieur,  est  nulle  Ih    Zï 

3.  Théorème  d'Ivory  et  de  Mac-Laurin.  —  Les  valeurs  des  potentiels  de  deux 
ellipsoïdes  homofocaux/ en  un  point  quelconque,  extérieur  à  la  fois  aux  deux 
ellipsoïdes,  sont  entre  elles  comme  les  masses  des  deux  ellipsoïdes.  #'X   tl/f.i\  5 

4.  Solide  de  plus  grande  attraction.  —  Étant  donnée  une  masse  de  matière 
homogène,  de  densité  p,  quelle  forme  et  quelle  position  faut-il  lui  donner  pour 
que  son  attraclion  sur  un  point  P  soit  la  plus  grande  possible? 

Réponse.  —  En  prenant  comme  origine  le  point  P,  la  surface  limitant  le  solide 
est  une  surface  de  révolution  autour  d'un  axe  passant  par  P.  La  méridienne  a 
pour  équation  en  coordonnées  polaires 

r2=  *2cos0, 

où  k  est  une  constante  (Bertrand,  Calcul  intégral,  p.  ^3o). 

-  5.  Équation  de  Laplace  en  coordonnées  polaires.  —  En  appelant  r,  0,  cp  les 
coordonnées  polaires  du  point  potentié  x,  y,  z,  l'équation  de  Laplace  AU—  o 
prend  la  forme 

cP(XJr)  1       d  (  .    _dU\  1      d2U 

sinP 


àr2  sin0  dô\  db  J    '    sin29    dy2 

6.  Polynômes  harmoniques.  —  Former  le  polynôme  le  plus  général  V„  homo- 
gène et  de  degré  11  en  x,  y,  z  vérifiant  l'équation  de  Laplace  AVn=  o. 
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Réponse.  —  Dans  l'expression  de  ce  polynôme  figurent  2 «      1  constantes  arbi- 
traires. Ainsi 

V2  (  x,  y,  z  )  =  \  (  x-  —  z2 )  +  *2  (  y1  -  -"  )  -+-  \yz    -  a  ,  zx  -h  à5  ay , 
avec  cinq  constantes. 

.     7.  Fonctions  Yn  de  Laplace.     -  Si  l'on  substitue  aux  coordonnées  rcctilignes 
rectangulaires  x,  y,  5  les  coordonnées  polaires  dans  l'espace 


x  =  r  sin6  cos?,        jk  -  -  r  sinô  sin?, 


/*  cos6, 


le    polynôme    homogène  V„ ( X,  y,  z )    de    l'exercice    précédent    prend    la    forme 
/•"Y„(0,  ç). 

Démontrer  que  la  fonction  Y;>  ainsi  obtenue  vérifie  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

1       d  /  .    ,0Y..\  1       d2Yw 

-5  h-  n  (  7?  h-  1  )  Y„ 


— ■  —     mnH-    " 

sine  r;e  v       ô§ 


sin- 


r)co: 


0. 


L'intégrale  double 


/     sin  0  6/J6    /       Y„  (8,9;  Y„*  (  0,  <p)  e?» 

<~'o  -^  0 

es/j  nulle  tant  que  les  entiers  n  et  n!  sont  différents. 

Pour  démontrer  ce  fait,  il  suffit  de  considérer  le  volume  compris  entre  deux 
sphères  concentriques  de  centre  O  et  de  rayons  /'  et  H,  et  de  remarquer  que,  les 
polynômes  Vra(a?, y,  z)  et  \n>(x,  y,  z)  étant  finis  et  continus  dans  ce  volume, 
on  a  (  n°  595) 

l'intégration  étant  étendue  aux  surfaces  des  deux  sphères.  En  calculant  cette  in- 
tégrale en  coordonnées  polaires,  on  trouve  précisément  l'équation  à  établir. 

+m  8.   Théorème  de  W .  Thomson.  —  Si    une  fonction  ¥{x,y,  z)  vérifie  l'équa- 
tion de  Laplace,  la  fonction 


1  F  /  x     y     z 
r      \r-     r-     r- 


(r2=x2-{-y2-hz-) 


la  vérifie  également  {Journal  de  Liouville,  t.  XII,  Extraits  de  lettres  adressées 
à  M.  Liouville  par  M.  W.  Thomson). 

-  9.  La  fonction  de  Green  G(x,  y,  z;  a,b,  c)  dépend  des  coordonnées  courantes 
.r,  y,  z  et  des  coordonnées  a,  b,  c  du  point  fixe  à  partir  duquel  on  compte  la 
distance  /\  Démontrer  que  cette  fonction  est  symétrique  en  «,  b,  c  et  x,  y,  z. 
Cela  est  facile  à  vérifier  pour  la  fonction  de  Green  dans  le  cas  d'une  sphère 
(n°  599). 


10.  Attraction  d'une  couche  sphérique  homogène  sur  un  point.  Application 
de  l'équation  de  Laplace.  —  La  disposition  de  la  matière  attirante  étant  symé- 
trique autour  du  centre  O  de  la  couche,  la  valeur  du  potentiel  U(x,  y,  z)  de  la 
couche  en  un  point  P  est  évidemment  une  fonction   de   la   seule  distance    r   du 
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point  P  au  centre.  On  peut  dire  aussi  que  U  est  fonction  de  - 

U  =  <p(-J>  r  =  \Jx2+y2^-z2. 

Dans  la  partie  extérieure    de    la  couche,  comme  dans  la  partie  creuse,  on  a 
AU  =  o.  Exprimant  ce  fait,  on  trouve 


A  et  B  étant  des  constantes  : 

i°  Dans  la  partie  extérieure  B  =  o,  A  =  M  (  n°  584  ); 

2°  Dans  la  partie  creuse,  A  =  o,  car  U  doit  rester  fini  au  centre. 

11.  Étant  donné  un  ellipsoïde  homogène,  on  peut  recouvrir  la  surface  de  l'el- 
lipse focale  d'une  simple  couche  de  densité  convenablement  choisie  en  chaque 
point,  de  telle  façon  que  le  potentiel  de  cette  couche  coïncide  à  l'extérieur  de 
l'ellipsoïde  avec  celui  de  l'ellipsoïde.  A  l'intérieur  de  l'ellipsoïde,  le  potentiel  de 
la  couche  peut  être  regardé  comme  le  prolongement  analytique  de  la  fonction 
harmonique  donnant  à  l'extérieur  le  potentiel  de  l'ellipsoïde  (Lipschitz,  Journal 
de  C relie,  t.  61;  i863). 

12.  Fonctions  harmoniques  uniformes  à  trois  groupes  de  périodes.  —  Soient 
(a,  b,  c),  (a',  b',  c'),  (  a",  b",  c"  )  les  coordonnées  de  trois  points  non  situés  dans 
un  même  plan  avec  l'origine.  Imaginons  une  fonction  harmonique  F (x,  y,  z) 
uniforme  dans  tout  l'espace  et  telle  que 

F ( x  h-  a,  y  -f-  bt  z  h-  q  )  =  F  (a?  +  a',  y  +  b\  z  +  c'  ) 

=  F(x-{-a",y  +  b",z^c")  =  F(x,  y,  z); 

on  dit  que  cette  fonction  admet  les  trois  groupes  de  périodes  (a,  b,  c),  (a',  b',  c'), 
(a",  b",  c"). 

Géométriquement,  si  l'on  construit  le  réseau  des  parallélépipèdes  ayant  pour 
sommets  les  points  de  coordonnées  ma  +  m1 a'  -+-  m" a" ',  mb  +  m' b'  -+-  m" b" , 
me  -f-  m' c'  H-  m"  c"  où  m,  m',  m"  sont  des  entiers  quelconques  positifs,  négatifs 
ou  nuls,  la  fonction  F  reprend  les  mêmes  valeurs  aux  points  homologues  dans  ce 
réseau.  On  voit  qu'elle  est  analogue  à  la  partie  réelle  d'une  fonction  doublement 
périodique  d'une  variable  complexe. 

Parmi  ces  fonctions  F  considérons  celles  qui  deviennent  infinies  en  des  points 

isolés, comme  -  ou  comme  les  dérivées  de  -•  On  peut  toutes  les  exprimer  à  l'aide 

de  la  fonction  suivante  : 

Posons 

av  =  ma  -+-  m' a'  -+-  m"  a", 

6V  =  mb  -h  m' b'  -+-  m"  b", 
cv  =  me  -h  m'e'  -h  m"  c", 

r  =  sjx1  -+- y2 h-  z2,        p  =  \Ja2  -h  bc,  -+-  c2, 
xa^-h  ybv+  zc^ 


cosep  — 


rp 


R  =  \/{x  —  av)2-H  (y  —  6V)2+  {z  —  cv)2=  \J  r2  —  a  r  p  cos  y  +  p2; 

III.  8 
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puis  considérons  la  série 

zo,  y,  m)  =  i  +2I'[b  _  ;  -  p cos?  ~  ?(! tos!?'-  ï). 

où  la  somme   \     est  étendue  à  toutes  les  combinaisons  de  valeurs  des  entiers  m, 

m',  m",  la  combinaison  m  =  m'  =  m"  =  o  étant  exceptée. 

Pour  toutes  les  positions  du  point  (a?,  y,  .s)  distinctes  des  points  («v,  6V,  cv) 
la  série  est  convergente  :  elle  définit  une  fonction  harmonique  Z  qui  existe  dans 
tout  l'espace  excepté  aux  points  (<zv,ôv,  cv)  en  chacun  desquels  elle  devient  in- 
finie de  telle  façon  que  la  différence 

Z(#,  y,  z)  —  -, 

reste  finie  en  ce  point. 

Cette  fonction   est  analogue   à  la  fonction  Z  de  M.  Hermite  ou  à  la  fonction 

Ç=  —  de  VVeierstrass   dans  la   théorie  des  fonctions  elliptiques  (  Voyez  Appell 

et  Lacour,  Fonctions  elliptiques).  A  l'aide  de   cette  fonction   Z    on   peut  con- 
struire les  fonctions  harmoniques   F  (a?,  y,  z)   h   trois   groupes  de   périodes,   de 

même  qu'avec  la  fonction  — ,  on  construit  les  fonctions  elliptiques  (Voyez  Acta 

Mathematica,  t.  IV  et  VIII,  et  Journal  de  Mathématiques,  4e  série,  t.  III). 

13.  Fonction  de  Green  pour  l'intérieur  d'un  parallélépipède  rectangle.  — 
Ce  problème  a  été  traité  par  Riemann  {Schwere,  Electricitàt  und  Magne- 
tismus,  p.  84).  La  fonction  en  question  peut  être  exprimée  d'une  façon  simple  à 
l'aide  de  la  fonction  Z  de  l'exercice  précédent  {Acta  Mathematica,  t.  VIII, 
p.   275). 

14.  Exemple  de  onction  harmonique  non  uniforme.  —  Soient  a,  b,  c,  a,  [3,  y 
des  constantes  réelles,  x,  y,  z  des  variables  réelles;  considérons  la  fonction 


y  (x  —  a  —  «a)2+  {y  —  b  —  «P)2-i~  (z  —  c  —  ij)2 
où  i  est  l'unité  complexe.  Cette  fonction  peut  se  mettre  sous  la  forme 

<p(#,  r»  *)  A  ^(^7)  *)■ 

Dans  ces  conditions,  les  deux  fonctions  cp  et  ^  sont  harmoniques;  elles  devien- 
nent infinies  sur  le  cercle  d'intersection  de  la  sphère 

{x-a)2+(y-b)2-\-  (z  —  c)2-  (a2-f-  f- ^  y2)  =  o, 

avec  le  plan 

(  x  —  a  )  a  -h  (  y  —  b  )  $  -f-  (  .z  —  c  )  y  =  o. 

En  un  point  P  (x,  y,  z)  de  l'espace  chacune  de  ces  fonctions  a  deux  détermi- 
nations qui  s'échangent  quand  le  point  P  décrit  un  contour  fermé  traversant 
l'aire  du  cercle  {Mathematische  Annalen,  t.  XXX,  p.  i55;  1887). 

On  trouvera  d'autres  exemples  dans  un  Mémoire  de  M.  Sommerfeld  paru  dans 
les  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society,  Vol.  XXVIII. 

15.  Soit  une  fonction  harmonique  U  uniforme  finie  ainsi  que  ses  dérivées  pre- 
mières et  deuxièmes  dans  un  volume  V  limité  par  une  surface  S.  Si,  sur  la  sur- 
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face,  cette  fonction  U  reste  comprise  entre  deux  limites  h  et  g,  on  a,  pour  tous 
les  points  du  volume, 

h*k  u  =  S- 
(Gela  résulte  des  nos  588,  589.) 

1G.  Démontrer  que  le  potentiel  logarithmique  d'une  circonférence  homogène  est  : 
i°  A  l'intérieur  de  la  circonférence,  égal  à  une  constante; 

2°  A  l'extérieur,  égal  à  la  valeur  qu'il  prendrait  si  toute  la  couche  attirante 
était  concentrée  au  centre. 

17.  Potentiel  Newtonien  d'une  circonférence  homogène.  —  Soient  P  le  point 
potentié,  O  le  centre  de  la  circonférence,  A  et  B  les  extrémités  du  diamètre 
dirigé  suivant  la  projection  de  PO  sur  le  plan  de  la  circonférence,  M  la  masse 
totale  attirante,  on  a 

u      r2%  <** 


M 


2ttVPA"cos2^  +  PB~sin2^ 


La  valeur  de  cette  intégrale  est,  comme  l'a  montré  Gauss,  la  moyenne  arithme- 
tico-géometrique  de  PA  et  PB.  (  Voir  Gauss,  Œuvres  complètes,  t.  III,  et  Poin- 
care,  Théorie  du  potentiel  Newtonien,  p.  34-) 

18.  Recherches  de  M.  Tullio  Levi-Civita. —  Nous  ne  pouvons  que  signaler  ici 
un  Mémoire  de  M.  Tullio  Levi-Civita  intitulé  :  Tipi  di  potenziali  che  si  possono 
far  dipendere  da  due  sole  coordinate  {Académie  royale  des  Sciences  de  Turin, 
1898-1899.) 
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CHAPITRE  XXX. 

ÉQUILIBRE  ET  MOUVEMENT  INTÉRIEUR 
D'UNE  MASSE  CONTINUE. 


608.  Objet  du  Chapitre  et  exposé  de  la  méthode.  —  Nous  allons 
indiquer  quelques  formules  et  lois  générales  s'appliquant  à  l'équi- 
libre ou  au  mouvement  intérieur  d'un  milieu  continu  quelconque 
solide,  liquide  ou  gazeux.  Les  formules  de  l'Hydrostatique,  de 
l'Hydrodynamique  et  de  l'Elasticité  seront  des  applications  de  ces 
formules  générales. 

Le  mot  de  coi'ps  solide  ne  doit  plus  être  entendu  ici  dans  le 
sens  absolu  que  nous  lui  avons  donné  dans  les  premiers  Volumes, 
d'un  corps  entièrement  rigide  :  il  n'existe  pas  dans  la  nature  de 
solides  de  ce  genre;  tous  les  solides  subissent  des  déformations 
quand  on  leur  applique  des  forces  suffisamment  grandes. 

La  méthode  et  les  résultats  qui  suivent  ont  été  indiqués  par 
Cauchy  dans  un  Mémoire  intitulé  De  la  pression  ou  tension  dans 
un  corps  solide  [Exercices  de  Mathématiques,  année  1827, 
OE uvres  complètes,  2e  série,  t.  VII,  p.  60). 

La  méthode  employée  repose  uniquement  sur  l'application  du 
théorème  suivant,  établi  dans  le  deuxième  Volume  : 

Dans  un  système  quelconque,  en  équilibre  ou  en  mouvement, 
les  forces  extérieures  et  les  forces  d'inertie  vérifient,  à  chaque 
instant,  les  six  équations  d'équilibre  d'un  système  de  forces 
appliquées  à  un  solide  rigide. 

Ce  théorème  est,  sous  une  autre  forme,  le  résumé  des  théorèmes 
des  projections  et  des  moments  des  quantités  de  mouvement.  Nous 
l'appliquerons  d'abord  au  système  entier,  puis  à  une  portion  quel- 
conque du  système,  regardée  comme  détachée  de  l'ensemble. 

Imaginons  un  système  matériel  quelconque,  solide,  liquide  ou 
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gazeux,  en  équilibre  ou  en  mouvement.  Nous  regarderons  ce  sys- 
tème comme  continu  :  il  occupe  alors  un  certain  volume  V  limité 
par  une  surface  S.  Tels  seraient,  par  exemple,  un  gaz  dans  une 
enveloppe,  un  liquide,  une  cloche  vibrante,  etc. 

Les  forces  extérieures  agissant  sur  le  système,  à  un  instant  z, 
peuvent  être  partagées  en  deux  catégories  : 

i°  Il  existe  des  forces  extérieures  agissant  sur  les  éléments  de 
volume.   Soient  di  un  de  ces  éléments  de  volume,  dm  sa  masse. 

la  densité  du  milieu  dans  l'élément  d-z)  la  force  qui  agit 


dz 


Fig.  3o4. 


TV  es- 


FpdT 


sur  l'élément  dm  est  de  l'ordre  de  cet  élément;  nous  désignerons 
son  intensité  par  F  dm  ou  Fp  d-z\  nous  dirons  alors  que  le  coeffi- 
cient F  est  la  force  qui  agit  sur  l'élément  dm  rapportée  à  V unité 
de  masse. 

2°  Il  existe  également  des  forces  extérieures  agissant  sur  les 
éléments  superficiels  du  corps.  Soit  di  un  élément  de  surface  : 
nous  admettrons  que,  sur  cet  élément,  agit  une  force  de  l'ordre 
de  d<7  ;  nous  la  désignerons  par  T  d<r,  et  nous  appellerons  T  Y  effort 
s'exerçant  sur  l'élément  superficiel  di  rapporté  à  V unité  de 
surface;  la  force  T  d<r  est  ["effort  élémentaire  s'exerçant  sur 
l'élément  dv\  cette  force  T  di  est  en  général  oblique  sur  l'élé- 
ment d <t  ;  quand  elle  est  dirigée  vers  Y  intérieur  de  la  surface 
limitant  le  corps,  on  l'appelle  plus  spécialement  pression;  quand 
elle  est  dirigée  vers  Y  extérieur  on  l'appelle  traction  ou  tension. 
(Gauchy,  loc.  cit.) 

Le  mot  effort,  que  nous  employons,  pour  désigner  d'une  ma- 
nière générale  la  force  T,  est  employée  couramment  par  les  ingé- 
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meurs;  il  a  été  adopte  par  MM.  Gosserat  dans  leurs  intéressants 
Mémoires  sur  Y  Elasticité  [Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse,  t.  X);  il  répond  à  l'expression  anglaise  stress} 
introduite  par  Rankine  dans  la  théorie  de  l'Elasticité. 

En  résumé,  à  l'instant  t,  les  forces  extérieures  appliquées  au 
corps  sont  des  forces  F p  d'Z  appliquées  aux  éléments  de  volume 
et  des  forces  T  do-  appliquées  aux  éléments  superficiels.  Par 
exemple,  si  une  masse  gazeuse  pesante  est  enfermée  dans  un  vase 
dans  lequel  elle  se  meut,  les  forces  extérieures  appliquées  à  cette 
masse  peuvent  se  diviser  comme  il  suit  : 

i°  Sur  chaque  élément  de  volume  di  du  gaz  agit  son  poids  go  di, 
p  désignant  la  densité  de  l'élément  considéré;  le  coefficient  g  est 
la  force  due  à  la  pesanteur  rapportée  à  l'unité  de  masse; 

2°  Sur  chaque  élément  de  de  la  surface  du  gaz  est  appliquée 
une  pression  T  da  représentant  l'action  du  vase  sur  cet  élément; 
cette  action  est  normale  si  l'on  néglige  le  frottement  du  gaz  sur  les 
parois  du  vase  qui  le  contient;  sinon  elle  est  oblique.  On  peut 
remarquer  que,  d'après  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la 
réaction,  les  pressions  du  gaz  sur  le  vase  sont  égales  et  opposées 
aux  pressions  T  cli  du  vase  sur  le  gaz. 

De  même,  si  nous  considérons  un  prisme  droit  chargé  debout, 
par  exemple,  une  colonne  supportant  une  charge,  sur  les  éléments 
de  volume  d'Z  agissent  les  poids  gpdz;  sur  les  éléments  superfi- 
ciels des  bases  supérieures  et  inférieures  agissent  des  pressions 
provenant  de  la  charge  supportée  et  des  réactions  du  sol;  sur  les 
éléments  superficiels  des  parois  latérales  de  la  colonne  n'agit  que 
la  pression  atmosphérique,  qui  est  négligeable. 

609.  Discussion  des  hypothèses  précédentes.  —  Nous  venons  de  dire 
que  l'on  peut  se  représenter  eertaines  des  forces  extérieures  comme  appli- 
quées aux  éléments  superficiels  da  du  système.  C'est  là  une  façon  de  parler 
qu'il  est  indispensable  d'approfondir. 

Le  milieu  continu  considéré  A  {fig.  3o4)  est  terminé  par  une  surface  S 
par  laquelle  il  est  en  contact  avec  un  autre  milieu  B.  Les  forces  appliquées 
sur  les  éléments  superficiels  de  S  représentent  les  actions  de  contact  du 
milieu  B  sur  le  milieu  A.  En  réalité,  ce  sont  les  éléments  du  milieu  B  très 
voisins  de  S  qui  agissent  sur  les  éléments  du  milieu  A  également  très  voi- 
sin de  la  surface  de  séparation  S  :  de  sorte  que,  si  l'on  imagine  deux  sur- 
faces Si  et  S2  parallèles  à  S,  situées  à  une  distance  très  petite  s  de  S, 
l'action  de  contact  du  milieu  B  sur  A  se  réduit  à  l'action  des  éléments  de  B 
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compris  entre  S  et  S2,  sur  les  éléments  de  A  compris  entre  S  et  S^  Alors, 
puisque  z  est  très  petit,  on  peut,  clans  la  plupart  des  cas,  le  négliger  et 
raisonner  comme  si  z  était  nul,  c'est-à-dire  comme  si  les  actions  de  contact 
de  B  sur  A  étaient  uniquement  appliquées  aux  éléments  superficiels  de  S  : 
c'est  ce  que  nous  ferons  dans  tout  ce  qui  suit. 

L'ordre  de  grandeur  de  z  est  indiqué,  dans  certains  cas,  par  les  expé- 
riences de  Quincke  sur  la  capillarité.  Si  l'on  étudie  les  phénomènes  de  la 
capillarité,  dans  l'eau,  avec  un  tube  de  verre  recouvert  intérieurement 
d'une  couche  d'argent  très  mince,  on  reconnaît  que  ces  phénomènes  sont 
identiques  à  ceux  qu'on  obtient  avec  un  tube  d'argent  de  même  diamètre, 
dès  que  la  couche  d'argent  atteint  une  épaisseur  de  omm,oooo54-  C'est  donc 
là  l'épaisseur  de  la  couche  d'argent  qui  agit  sur  l'eau  en  contact  avec 
le  métal  ( !  ). 

610.  Équations  d'équilibre.  —  Supposons  d'abord  que  le  sys- 
tème soit  en  équilibre.  Dans  ce  cas,  il  faut  que  les  forces  exté- 
rieures agissant  sur  le  système  satisfassent  aux  six  conditions 
d'équilibre  d'un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide. 

Ecrivons  ces  six  équations.  La  force  extérieure  agissant  sur  un 
élément  de  volume  dz  a  été  désignée  par  Fp  di\  désignons  par  X, 
Y,  Z  les  projections  de  la  force  F  rapportée  à  l'unité  de  masse  sur 
les  axes  :  les  projections  de  F p  d-z  sont  alors  pXt^T,  pY<r/x,  pZ>dt. 
Nous  avons  également  désigné  par  T  d <r  la  force  extérieure  ou 
effort  élémentaire  agissant  sur  l'élément  superficiel  d<j  de  la  sur- 
face limite  :  appelons  T^,  T*.,  Tz  les  projections  de  T  sur  les  trois 
axes  :  celles  de  T  do-  sont  alors  T^-cfa,  Ty-d?,  Tzd<7.  Les  moments 
de  Fpâfr,  par  rapport  aux  trois  axes,  sont 

p(jKZ  —  zY)dz,     p(-sX  —  ,vZ)dx,     p(#Y — yX)dz, 

x,  y,  z  étant  les  coordonnées  de  l'élément  de  volume  dz;  les  mo- 
ments de  T  di  sont  de  même 

(yTz  —  zTy)d?,     (xTjc  —  xT^da,     'xTy  —  yTx)d<s, 

x,y,  z  étant  les  coordonnées  de  l'élément  de  surface  d<r. 

En  écrivant  que  la  somme  des  projections  des  forces  extérieures 
sur  chacun  des  axes  et  que  la  somme  des  moments  de  ces  forces 


(')  Voir  les  Leçons  sur  l'Élasticité  et  l'Acoustique,  de  M.  Marcel  Brillouin. 
Librairie  Labouche,  Toulouse,  i884-i885.  —  Voir  également  les  Leçons  sur  la 
théorie  de  V Élasticité,  de  M.  Poincaré.  Librairie  Carré  et  Naud. 
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par  rapport  à  chacun  des  axes  est  nulle,  on  a  les  six  équations 

fffpXdT+ffTxd<7=0, 

JfJi'Y*+ffuT>*-0' 

|    f  f  fpZdz  -4-   f  fTzda  =  o, 
j%JJ?(yZ-zY)d'z+Jj{yrVz-zrTy)d<s  =  o, 
f  f  fp(zX  ~xZ)di-i-  f  f(zTx—xTz)dv  =  o, 
JJJp(xY-yX)dx  +  fJ(xTy-yTx)da^o. 


(O 


Dans  ces  équations,  les  intégrales  triples  sont  étendues  au 
volume  V  et  les  intégrales  doubles  à  la  surface  limite  S. 

611.  Équations  du  mouvement.  —  D'après  le  principe  de  d'A- 
lembert,  on  doit  écrire  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  réelle- 
ment appliquées  et  les  forces  d'inertie.  L'élément  matériel  dm  de 
coordonnées  x^y,  z  a  une  certaine  accélération  J  de  projections  J^, 
Jr,  3Z  :  la  force  d'inertie  de  cet  élément  —  J  dm  ou  —  Jp  dx  a  donc 

pour  projections 

—  pJxdx,     — pjydi,     — p5zdx. 

Ecrivant  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  extérieures  et  les 
forces  d'inertie,  on  a  les  six  équations  nécessaires 


oo 


I)  p(X  — Jar.)rfx-f-    /     /    Txd<J  =  O, 

fffp(Y-Jy)dz    +      f     fjyd*     =     O, 

fi    fp(Z  —  J-)^x—  Ç  Tt-^œ  =  o, 

p{yZ  —  zX  - --J'J-h-  sJj)<:/t  -r- 


CrTa-«Ty)«fo  =o, 


^s 


r  r  f  p(zX  —  xZ-  zix^xiz)di  +  f  f(zTx—xTz)d<s  =  o, 
f  f  fp(xY-yX-xty  +  y)x)dz-  Tf(xTy—jrTx)da=ot 
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Ces  équations  se  réduisent  évidemment  à  celles  trouvées  pour  le 
cas  de  l'équilibre,  quand  on  y  fait  J  =  o. 

612.  Équations  de  l'équilibre  ou  du  mouvement  intérieur.  — 
Dans  le  système  matériel  continu  que  nous  venons  d'étudier, 
imaginons  une  surface  fermée  quelconque  S'  (fig>  3o5).  Cette 
surface  fermée  divise  le  volume  total  V  en  deux  parties,  une  par- 

Fig.  3o5. 


Td  es 


Fpdi: 


tie  \T/  intérieure  à  S',  une  partie  \"  comprise  entre  Sf  et  la  sur- 
face limite  S  du  système.  On  peut  appliquer  au  volume  Y!  tout  ce 
que  nous  avons  dit  du  volume  total  V.  Les  forces  extérieures 
appliquées  au  système  matériel  conlinu  Y'  sont  de  deux  sortes. 

D'abord,  sur  chaque  élément  di  du  volume  V,  agit  une  force 
extérieure  Fofifx  ayant  pour  projections  oXrfx,  pYofc,  pZdr. 
Ensuite,  sur  chaque  élément  superficiel  di  de  S',  agit  un  effort 
élémentaire  T  d<7  qui  représente  l'action  des  points  de  V"  conti- 
nus à  di  sur  les  points  de  Y'  contigus  à  da.  Cela  revient  à  dire  que, 
sans  rien  changer  à  l'état  du  système  matériel  V7,  on  pourrait  sup- 
primer le  système  extérieur  Y;/,  en  conservant  les  forces  F p  dz 
appliquées  aux  éléments  de  masse  de  V  et  en  appliquant  sur  les 
éléments  superficiels  d<j  de  S!  des  forces  Td<7.  Ces  forces  T  d<j 
proviennent  de  l'action  des  points  de  V"  en  contact  avec  la  surface 
limite  S'  sur  les  points  de  Y1  en  contact  avec  cette  même  surface. 
D'après  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  les 
points  de  Y'  en  contact  avec  S'  exercent,  sur  les  points  de  Y"  en 
contact  avec  cette  même  surface,  des  actions  donnant  naissance 
à  des  forces  égales  et  opposées  k  T  d<y  appliquées  aux  éléments 
superficiels  d<7. 

D'après  cela  on  pourra  appliquer  au  volume  Vies  six  équations 
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du  mouvement,  écrites  plus  haut,  pour  le  volume  V  : 

■> 

fJfp(yZ-zY-yh^*Jy)dz-i-ff(yTz-zTy)dv  =  o, 


(3) 


V  ^   «^s 


les  intégrales  triples  étant  étendues  au  volume  V7  et  les  intégrales 
doubles  à  la  surface  limite  S'.  Ces  équations  auront  lieu  quelle 
que  soit  la  surface  S'  tracée  par  la  pensée  dans  V intérieur  du 
système  continu. 

Remarque.  —  Il  est  bon  de  remarquer  que  les  forces  exté- 
rieures Fp  di  appliquées  aux  éléments  du  volume  V  peuvent 
varier  avec  la  forme  de  la  surface  S'.  Cela  arriverait,  par  exemple, 
si  les  éléments  du  système  total  V  s'attiraient  suivant  la  loi  de 
Newton  :  alors,  la  surface  séparatrice  S'  étant  tracée,  parmi  les 
forces  extérieures  agissant  sur  un  élément  matériel  p  dx  de  V  , 
figurerait  l'attraction  de  la  partie  extérieure  Y"  sur  cet  élément, 
attraction  qui  varie  évidemment  quand  la  surface  S'  change  de 
forme. 

613.  Effort  s'exerçant  sur  un  élément  dn.  —  Nous  venons  de 
voir  que,  si  l'on  trace  dans  Je  milieu  une  surface  S',  sur  laquelle 
on  prend  un  élément  di  de  coordonnées  oc,  y,  z,  l'effort  élémen- 
taire s'exerçant  sur  cet  élément  est  une  certaine  force  Tdv.  Cet 
effort  provient  de  l'action  des  éléments  du  milieu  contigus  à  d<7, 
extérieurement  à  S',  sur  les  éléments  contigus  à  d<s  intérieurement  : 
il  en  résulte  que  cet  effort  ne  dépend  que  de  la  position  de  l'élé- 
ment particulier  dç  dans  le  milieu  et  non  du  reste  de  la  surface  S' 
à  laquelle  il  est  censé  appartenir  :  en  d'autres  termes,  cet  effort 
reste  le  même  si  l'on  considère  do-  comme  appartenant  à  toute 
autre  surface  tangente  à  S'  au  point  oc,  y,  z.  Nous  pouvons  donc 
maintenant  parler  de  l'effort  s'exerçant  sur  un  élément  isolé  d<7. 

Soit  un  élément  superficiel  d<7  placé  dans  le  milieu  continu,  en 
un  point  M  de  coordonnées  x,  y,  z  {fig.  3o6)  ;  choisissons,  sur  la 
normale  à  cet  élément,  un  sens  positif  MN  ayant  pour  cosinus 
directeurs  a,  (3,  y.  L'élément  d<r  a  ainsi  deux  faces  :  l'une  positive, 


• 


I2J 
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l'autre  négative,  la  face  positive  étant  du  côté  de  MN.  Les  éléments 
matériels  du  milieu  contigus  à  di  du  côté  négatif  exercent,  sur  les 
éléments  matériels  contigus  à  da-  du  côté  positif,  des  actions  que 


Fie.  3o6. 


l'on  peut  remplacer  par  une  force  T  da  appliquée  à  l'élément  da\ 
nous  dirons  que  cette  force  est  V effort  élémentaire  s  exerçant 
sur  la  face  négative  de  l'élément  de.  La  force  T  est  l'effort, 
s'exerçant  sur  la  face  négative,  rapporté  à  l'unité  de  surface. 

Les  projections  Tx,  T7,  Tz  de  T  sont,  à  l'instant  t,  des  fonctions 
de  x,y,  z,  a,  (3,  y;  ce  sont  donc  des  fonctions  de  £,  x.y,  z,  a,  [i,  y. 
Si  le  système  est  en  équilibre,  ces  fonctions  ne  contiennent  pas  t. 

Cet  effort  T  est  une  pression  quand  il  fait  un  angle  aigu  avec 
la  normale  MN  {fi g.  3o6,  I);  il  est  une  traction  quand  il  fait 
avec  MN  un  angle  obtus  (fig.  3o6,  II). 

D'après  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  les 
éléments  matériels  contigus  à  da  sur  la  face  positive  exercent,  sur 
les  éléments  matériels  contigus  à  da  sur  la  face  négative,  des 
actions  que  l'on  peut  remplacer  par  une  force  Tda  égale  et 
opposée  à  la  précédente  :  cette  force  est  l'effort  élémentaire 
s'exerçant  sur  la  face  positive  de  l'élément  da-. 

614.   Expressions  des  composantes  de  l'effort  en  fonction  de  a, 

P,  y.  — -  Nous  venons  de  voir  qu'à  chaque  instant  t,  les  projec- 
tions T^,  Tr,  Tz  de  l'effort  agissant  sur  la  face  négative  d'un  élé- 
ment cl?  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z  et  de  a,  (3,  y.  Nous  allons 
montrer  que  ce  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  a, 

p.  y- 
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Prenons  dans  le  milieu  continu  un  point  M  de  coordonnées  x, 
y,  z  :  soit  d<y  un  élément  superficiel  mené  par  ce  point. 

Parmi  toutes  les  positions  possibles  de  l'élément  drs  autour  du 
point  M,  supposons  d'abord  que  cet  élément  prenne  une  posi- 
tion d<j{  perpendiculaire  à  Ox,  de  telle  façon  que  la  normale  MIN 
coïncide  avec  Ox  (a  =  t  ,  ji  =  o,  y  =  o)  :  appelons  X, ,  Y, ,  Z,  les 
composantes  de  l'effort  qui  s'exerce  sur  la  face  négative  de  é/o-,, 
rapporté  à  l'unité  de  surface.  Appelons  de  même 

X2,     Y2,     Z2, 

X-3,     Y3,     Z3, 

les  composantes  de  l'effort,  rapporté  à  l'unité  de  surface,  qui 
s'exerce  sur  la  face  négative  de  l'élément  quand  il  est  successi- 
vement perpendiculaire  aux  axes  Oy  et  Os.  Nous  allons  démon- 
trer que  l'on  a 

'Tr=«Y1+pYtiYYâl 

T-  =  ccZi  -h  (3Z2  4-  yZ3. 

Pour  cela,  menons  par  le  point  M  trois  parallèles  aux  trois  axes  de 
coordonnées  et  prenons  sur  ces  parallèles  des  segments  infiniment 
petits  MA,  MB,  MG.  Dans  \a  Jîg.  3o^  nous  supposons  ces  seg- 
ments dirigés  dans  le  sens   positif   des  axes.  Si   nous  menons  le 


Fig.  3o-7. 


?fCL&Y 


Tdcr 


plan  ABC,  nous  formons  un  tétraèdre  élémentaire  MABG  :  appe- 
lons d<r{,  d<j2i  dv3  les  faces  BMC,  CMA,  AMB  respectivement  per- 
pendiculaires aux  axes  Ox,  Oy,  Oz,  et  da  la  face  hypoténuse; 
désignons  en  outre  par  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
à  cette  face  estimée  positivement  vers  l'extérieur  du  tétraèdre.  En 
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projetant  la  face  d?  sur  chacune  des  trois  autres,  on  a 
(5)  d<jl  =  a.da,         <^<72=(3afo,         <fa3  =  y  afo. 

Le  tétraèdre  étant  infiniment  petit,  la  face  ABC  est  un  élément 
plan  dont  la  position  limite  passe  par  le  point  M. 

Soient  Tr,  Tr,  Tz  les  projections  de  l'effort,  rapporté  à  l'unité 
de  surface,  s'exerçant  sur  la  face  négative  de  l'élément  da;  les 
projections  de  l'effort  s'exerçant  sur  la  face  positive  seront  —  T^, 
—  T      —  T 

Cela  posé,  on  peut  regarder  le  tétraèdre  élémentaire  comme 
libre,  à  condition  d'appliquer  : 

i°  A  son  volume  dz,  la  force  extérieure  de  projections 

pXdx,     pYf/x,     pZdx, 

p  désignant  la  densité  en  M,  et  la  force  d'inertie,  de  projections 

—  p}xdx,     — pjydx,     — p5zdx: 

2°  Sur  les  éléments  superficiels  dsK ,  d<72->  d<j3,  d<j  les  efforts 
élémentaires  de  projections 


Xjofoi, 

Yi^, 

Z 1  (ÏQ 1  : 

X2  CfCg, 

Y2cfo2, 

Z2^o,2, 

X3ofo3, 

Y3^C73, 

Z3ûfo3, 

Txda, 

—  Tyd<7, 

—  Tzd(j. 

La  somme  des  projections  de  ces  forces  sur  un  axe   quelconque 
devant  être  nulle,  on  a,  sur  Ox, 

p  (  X  —  J x  )  dx  -+-  Xj  dix  H-  X2  d<j2  -+-  X3  d <r3  —  T^. d<i  —  o. 
D'après  les  relations  (5)  cette  relation  s'écrit 

T*=aX1+pX2+ïX3+p(X-J*)^. 

dx 
Mais  -7-  est  nul,  car  c'est  le  tiers  de  la  hauteur  du   tétraèdre  issue 

d<j  1 

de  M,  hauteur  qui  est  infiniment  petite.  On  a  donc 

Ta.=  aX1-hpX,+-TX,. 

On  établirait  de  même  les  deux  autres  formules  (4). 

Nous  avons  supposé,  pour  simplifier,  les  arêtes  OA,  OB,   OC 
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dirigées  dans  le  sens  des  axes  positifs,  c'est-à-dire  a,  [3,  y  positifs; 
mais  les  formules  obtenues  sont  générales. 
Dans  ces  formules,  les  quantités 

Xi,     X2,     X3,         Yj,     Y2.     Y3,         Zj,     Z2,     Z3 

sont  des  fonctions  de  x,  y,  z  et  t  :  car  en  chaque  point  du  milieu, 
à  chaque  instant,  ces  neuf  quantités  sont  déterminées. 

615.  Équations  générales.  —  Prenons  dans  le  milieu  une  sur- 
face fermée  S'  :  appelons  do-  un  élément  superficiel  de  S',  a,  8,  y 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  di  extérieure  à  S'.  La  ma- 
tière contenue  dans  S'  peut  être  regardée  comme  isolée  à  condition 
que  l'on  fasse  agir  sur  chaque  élément  di  l'effort  élémentaire 
s'exerçant  sur  la  face  extérieure,  c'est-à-dire  sur  la  face  positive 
de  cet  élément.  Les  formules  (4)  donnent  l'effort,  rapporté 
à  l'unité  de  surface,  s'exerçant  sur  la  face  négative  d'un  élément  : 
sur  la  face  positive,  on  a  donc 

(6  \  Tar  =  -(aX1-+-pX2H-TX3), 


Cela  posé,  en  écrivant  que  les  forces  extérieures  appliquées  aux 
éléments  de  volume  di  et  aux  éléments  superficiels  do-  de  Sr  et  les 
forces  d'inertie  se  font  équilibre,  on  a  les  six  équations  (3).  Ecri- 
vons ces  équations  en  tenant  compte  des  valeurs  (6)  de  T^,  T} -, 
Tz  :  nous  avons 


(7) 


(8) 


\  J  j  fj(x-jx)dx  - ffy  xt  +  px2 4-Tx3)^  =  o', 
1 1 

Jffp(yZ-zY-yJz+zJy)dï 


Ces  intégrales  se  transforment  par  l'application  de  la  formule 
de  Green  (n°  534).  On  a  d'abord 
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La  première  équation  (7)  s'écrit  donr. 

Gomme  cette  équation  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  le  volume  V 
considéré  dans  le  milieu  continu,  l'élément  différentiel  est  nul. 
En  appliquant  ce  même  calcul  aux  projections  sur  les  deux  autres 
axes,  on  a  ainsi  les  équations 


(9) 


.„        T  dXi        dX%        dX3 


p(Y-Jr)  = 


dy 
dx  dy 


àZi         dZ*        dZ% 


dz 
dYz 

~dz 

dz 


Transformons    de    même  les   équations   (8).    On   a,   d'après  le 
théorème  de  Green,  • 


[a(^Z1-^Yt)-f-P(7Z2-^Y2)-4-T(rZ3-SY3)]rf(r 


~d(yZ]  —  zYl)        d(yZ2-zY,)        d(yZn-zYs) 


v 


dx 


dy 


]*. 


ou,  en  développant  les  dérivées 

(dZx       dZ%        dZ3\  /dYi        dY2       dY* 


fl/M 


u  J  .J\>  L     V  t>x  ^y  dz  )  \dx  dy 

L'équation  (8)  s'écrit  alors 

dZ\        dZ2        dZ% 


dz 


j+Z2-Y3ldx. 


WpZ  — pJ- 


dx  dy         dz 


dYi        dY,        dY, 

?Y-^y--^-iy--d7 


")-Z2h-Y31 


Mais  les  coefficients  de  y  et  z  sont  identiquement  nuls  d'après  les 
équations  (g)  :  on  a  donc 

f  f  f(Y3~Z2)dx  =  o. 
Gette  relation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  le  volume  V,  l'élé- 
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ment  différentiel  est  nul.  On  a  donc 


on  trouve  de  même 


Y3  =  Z2; 
Zi  =  X3, 

A2  =    I  1 . 


On  peut  énoncer  ce  résultat  en  disant  que  le  déterminant 

(10)  X2     Y2     Z2 

X3      Y 3      Z3 

est  symétrique. 

Notations.  —  Nous  appellerons,  d'après  Lamé,  NM  N2,  N3  les 
éléments  diagonaux  de  ce  déterminant 

X1-N1,         Y2=N2,         Z3=N3; 
T,,  T2,  T3  les  éléments  symétriques 

Y  3  =  Z2  =  Ti, 

X2  =  Y!  =  T3. 

La  raison  de  ces  notations  est  la  suivante  : 

Sur  un  élément  de^  perpendiculaire  à  0#,  s'exerce  un  effort 
que  l'on  peut  décomposer  en  une  force  normale  à  l'élément 

et  en  deux  forces  tangentielles  situées  dans  le  plan  de  l'élément 

Zj  =  T2, 


parallèle  à  Oy,  et 


parallèle  à  Oz.  De  même  pour  les  efforts  s'exerça nt  sur  des  élé- 
ments d<r2  et  d<Tz  perpendiculaires  à  Oy  et  O^.  La  symétrie  du 
déterminant  (10)  exprime  ce  fait  que  la  projection,  sur  0#,  de 
l'effort  appliqué  à  un  élément  d?2  mené  par  M  perpendiculaire- 
ment à  Ojk,  est  égale  à  la  projection,  sur  .Oy,  de  l'effort  appliqué 
à  un  élément  d?K  mené  par  M  perpendiculairement  à  Ox. 
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616.  Résumé.  -  Avec  la  notation  que  nous  venons  d'introduire, 
les  formules  (4)  donnant  l'effort  sur  la  face  négative  d'un  élé- 
ment d<?  deviennent 

T,=  Nia-hT,p-i-T1Y, 

\  Ty=TI«-HNtp  +  TlTï 


ce  qu'on  peut  écrire 


(12)  Tr=£,  TJ=  Jf,  Tz  = 


^P  T    —  ^i  T    —  ^l 


en  désignant  par  co  la  forme  quadratique 

(i3)   ç(a,  P,y)  =  ^(N1a2+N2^+N3Ï2+2T13ï-f-2T2Ïa-i-2T3a(i  . 

Quant  aux  équations  du  mouvement  (9)  elles  deviennent 
/     ,Y       .   ,       dNi        e)T3        <9T? 

,,,x  1     ,v       T   ,        àT3        dN2        0Tl 

(l4)  p;(      ^""^     4?"    "s-' 

.„  dT,        ^        dN3 

p(Z   —  Jz)    =   -t r-  -5—   -h   -t— ■ 

\     •  ax  oy  àz 

Si  le  système  est  en  équilibre  J^,  Jr,  Jz  sont  nuls. 

617.  Quadrique  directrice.  —  Si,  en  un  point  M,  à  l'instant  £, 
les  valeurs  numériques  des  six  fonctions  N,,  N2,  N3,  T,,  T2,  T3 
sont  déterminées,  Ja  loi  des  efforts  sur  les  divers  éléments  super- 
ficiels d<j  menés  par  M  est  déterminée  par  les  formules  (11).  On 
peut  interpréter  ces  formules  géométriquement  et  en  déduire  des 
images  simples  pour  représenter  les  directions,  les  sens  et  les 
grandeurs  des  efforts  sur  les  divers  éléments  d?  passant  par  M. 

Tout  d'abord,  on  peut  définir  les  directions,  les  sens  et  les  gran- 
deurs des  efforts  sur  les  éléments  passant  par  M,  à  l'aide  d'une  qua- 
drique de  centre  M  appelée  quadrique  directrice.  Cette  quadrique 
peut  être  obtenue  de  la  façon  suivante  : 

Soient  d<7  un  élément  passant  par  M,  MN  la  normale  (a,  (3,  y) 
à  cet  élément,  T  l'effort,  rapporté  à  l'unité  de  surface,  s'exerçant 
sur  la  face  négative  et  Tn  sa  projection  sur  MN  :  si  Tn  est  positive, 
III.  9 
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l'effort  T  est  une  pression,  si  T„  est  négative,  c'est  une  traction 
(fig.  3o6,  I  et  II).  Or,  T  ayant  pour  composantes  suivant  les 
axes  T^,  Tj,  Tz,  sa  projection  Tn  est 

ou 

(i5)   T„=2c?(a,  p,  T)  =  N1a2^-N2p2_HN3Y2-h2T1pT  +  2T2Ta-^2T3ap. 

Le  signe  de  cette  fonction  montrera  si  l'effort  est  une  pression 
ou  une  traction. 

Pour  représenter  graphiquement  la  variation  de  cette  fonc- 
tion Tn  quand  a,  (3,  y  varient  de  toutes  les  manières  possibles,  Cau- 
chj  emploie  une  méthode  analogue  à  celle  qu'on  suit  dans  la 
théorie  des  moments  d'inertie  pour  définir  l'ellipsoïde  d'inertie,  et 
dans  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  pour  définir  l'indi- 
catrice. 

Supposons  d'abord  que  a,  (3,  y  aient  des  valeurs  rendant  T„ 
positive  (pression).  Prenons  alors,  sur  la  normale  MN  à  l'élé- 
ment di  {fig.  3o6,  I),  une  longueur  MQ  définie  par 

MQ=-^=. 

■      V7T„ 

Les  coordonnées  x' ,  y\  z'  de  Q  par  rapport  à  des  axes  Mx' , 
My' ,  Mz'  menés  par  M  parallèlement  aux  axes  coordonnés    sont 

(16)  *'=-!=>      r'--7=' 


v/T„  \/Tn  \/Tn 

Le  lieu  du  point  Q,  quand  l'élément  da  tourne  autour  de  M,  s'ob- 
tient en  éliminant  a,  [3,  y  entre  les  relations  (i5)  et  (16).  Ce  lieu 
a  pour  équation 

(17)     Nt «?'*-+-  N27'2_}_  N3^+?.T,7'^+  iJïiz'x'-h  2T3a?y  =  -+- 1, 

c'est-à-dire,  sous  forme  abrégée, 

(Q)  2(p(a7')/,^)=+F; 

c'est  une  première  quadrique  (Q)  ayant  son  centre  en  M. 

Supposons,  au  contraire,  que  a,  (3,  y  aient  des  valeurs  rendant  Tw 
négative  (traction).  Nous  prendrons  alors,   sur  la  normale  MN 
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à  l'élément  (ftg.  3o6,  II),  une  longueur 

MQ'=        r      • 


Le  lieu  du  point  Q\  quand  on  fait  varier  a,  (3,  y,  est  une  deuxième 
quadrique  (Q;)  dont  l'équation  est 

(Q')  2c?(x',y,z')=-i: 

cette  quadrique  est  conjuguée  de  la  précédente.   L'ensemble  des 
deux  quadriques  (Q)  et  (Q')  s'appelle  quadrique  directrice . 
Les  formules  (12), 

Tx=cp'a,        Tr=Çp,        T2=cp^ 

montrent  que  V effort  qui  s'exerce  sur  la  face  négative  d'un 
élément  da  est  perpendiculaire  au  plan  diamétral  conjugué 
de  la  normale  à  cet  élément  dans  la  quadrique  directrice. 
En  effet,  la  normale  MN  à  l'élément  ayant  pour  cosinus  direc- 
teurs a,  (5,  y,  le  plan  diamétral  conjugué  de  MN  a  pour  équation 

»'<?.a-+-y?i3-+-^'?Y==0- 

On  a  donc  la  direction  de  l'effort.  On  obtient  le  sens  de  l'effort 
en  regardant  si  la  normale  MN  à  l'élément  considéré  rencontre  la 
quadrique  (Q)  ou  sa  conjuguée  (Q/).  Lorsque  la  normale  MN 
rencontre  la  quadrique  (Q)  en  un  point  Q,  l'effort  sur  l'élé- 
ment d<i  est  une  pression,  et  l'on  a 

T„ 


MQ 


Lorsque  la  normale  MN  rencontre  (Q')  en  un  point  Q',  l'effort 
sur  l'élément  d<j  est  une  traction,  et  l'on  a 


T 


IQ' 


Quant  à  la  grandeur  de  T,  elle  résulte  évidemment  de  ce  que 
Ton  connaît  la  direction  et  le  sens  de  T  ainsi  que  sa  projection  T„ 
sur  la  normale  à  da-. 

D'après  cela,  trois  cas  sont  possibles  pour  un  point  M  : 

i°  La  quadrique  (Q)  est  un  ellipsoïde  réel  de  centre  M;  alors 
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la  quadrique  (Q')  n'existe  pas  (ellipsoïde  imaginaire).  Les  efforts 
sur  tous  les  éléments  cfo  passant  par  M  sont  des  pressions. 

20  La  quadrique  (Q')  est  un  ellipsoïde  réel  de  centre  M;  alors 
la  quadrique  (Q)  n'existe  pas.  Les  efforts  sur  tous  les  éléments  Re- 
passant par  M  sont  des  tractions. 

3°  La  quadrique  (Q)  est  un  hyper  boloïde;  alors  (Q')  est  ¥  hy- 
per boloïde  conjugué.  L'effort  sur  un  élément  d<j  passant  par  M 
est  une  pression  ou  une  traction  suivant  que  la  normale  à  cet 
élément  rencontre  (Q)  ou  (Q').  Les  deux  hyperboloïdes  ont 
même  cône  asymptote  :  ce  cône,  de  sommet  M,  a  pour  équation 

Si  l'on  considère  un  élément  di  perpendiculaire  à  une  géné- 
ratrice du  cône  asymptote,  les  cosinus  directeurs  a,  [i,  y  de  la 
normale  à  cet  élément  annulent  la  fonction  <p(a,  (S,  y)  :  on  a  donc 

Tw=  o. 

L'effort  qui  s'exerce  sur  cet  élément  particulier  d<7  n'a  donc  pas 
de  composante  normale  à  l'élément;  il  est  situé  dans  le  plan 
même  de  l'élément.  Pour  ces  éléments  particuliers,  le  point  Q  où 
la  normale  MN  rencontre  la  quadrique  directrice  est  rejeté 
à  l'infini. 

Plans  principaux  ;  efforts  principaux  au  point  M.  —  Si  l'élé- 
ment d<j  coïncide  avec  un  des  plans  principaux  de  la  quadrique 
directrice,  sa  normale  MN  coïncide  avec  un  axe  principal,  le  plan 
diamétral  conjugué  de  MN  coïncide  avec  do-,  et  l'effort  est  perpen- 
diculaire à  d<r.  Donc,  à  l'instant  t,  en  tout  point  M  du  système, 
ily  a  trois  éléments  plans  sur  lesquels  les  efforts  sont  normaux  : 
ces  trois  plans  sont  les  plans  principaux  en  M,  et  les  trois  efforts 
correspondants  sont  les  efforts  principaux.  Si  l'on  prenait  au 
point  M  ces  plans  principaux  pour  plans  coordonnés,  les  valeurs 
des  coefficients  N  et  T  changeraient  :  l'équation  (Q)  ne  devant 
contenir  que  des  carrés,  les  nouvelles  valeurs  de  T, ,  T2,  T3  seraient 
nulles  ;  si  nous  appelons  ns ,  n2,  n3  les  nouvelles  valeurs  de  N, ,  N2, 
N3,  les  quadriques  (Q)  et  (Q')  ont  pour  équations 

ttl  X-  -h  71 2 y2  -t-  71%  Z2  =  dl  I , 

les  coefficients  nt,  n2->  n^  étant  positifs  ou  négatifs,  suivant  que 
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les  efforts  principaux  correspondants  sont  des  pressions  ou  des 
tractions. 

618.  Ellipsoïde  des  efforts.  —  La  quadrique  précédente  donne 
la  direction,  le  sens  et  la  grandeur  des  efforts  autour  du  point  M. 
Pour  déterminer  uniquement  la  grandeur  des  efforts,  on  peut 
employer  une  deuxième  quadrique  qui  est  toujours  un  ellipsoïde 
et  qu'on  appelle  ellipsoïde  des  efforts  ou  ellipsoïde  d'élasti- 
cité. 

Considérons  un  élément  di  mené  par  M  :  soit  MT  le  secteur 
représentant  la  tension,  rapportée  à  l'unité  de  surface,  qui  s'exerce 
sur  la  face  négative  de  cet  élément.  Cherchons  le  lieu  de  l'extré- 
mité T  de  ce  vecteur,  quand  l'élément  d<j  prend  toutes  les  posi- 
tions possibles  autour  de  M.  Nous  allons  voir  que  ce  lieu  est  un 
ellipsoïde  de  centre  M,  ayant  mêmes  plans  principaux  que  la 
quadrique  directrice. 

En  effet,  par  rapport  aux  axes  M#',  Mj)/,  Mz'  menés  par  M 
parallèlement  aux  axes  coordonnés,  le  point  T  a  pour  coor- 
données les  projections  mêmes  de  la  tension  TXj  Tr,  Tz,  données 
par  les  équations  (i  2), 

(T)  Tx=?i,        tj=?'^        T-=?'y. 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  a,  [3,  y  :  elles  donnent, 
pour  ces  quantités,  des  expressions  linéaires  et  homogènes  en  T^, 
Tr,  Tz,  de  la  forme 

i  a  =  A  Tar+B"T)-+-B  T-, 
(18)  1   p  =  B"T\c-+-A'Tr+B  T-, 

(  T  =  B'TX+B  Tr-f-A"T„ 

où  A,  A/,  A",  B,  B\  B"  s'expriment  aisément  en  fonction  de  N(, 
N  2 ,  i\  3 ,  1 1 ,  1  o ,  1 3 . 
Ecrivant  ensuite 

on  a  l'équation  du  lieu  du  point  T  :  cette  équation  du  deuxième 
degré  en  T^,  Tf,  Tz  a  pour  premier  membre  une  somme  de  carrés; 
elle  représente  un  ellipsoïde  qui  est  \ ellipsoïde  des  efforts. 

Les  directions  des  axes  de  cet  ellipsoïde  se  confondent  avec 
celles  des   efforts  principaux,  et  les  longueurs  de  ces  axes  sont 
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égales  aux  grandeurs  des  efforts  principaux.  En  effet,  prenons  les 
directions  des  efforts  principaux  en  M  pour  directions  des  axes 
coordonnés;  les  quantités  T,,  T2,  T3  deviennent  nulles,  les 
quantités  N<,  N2,  N3  prennent  des  valeurs  particulières  n^  n2, 
n3  (efforts  principaux).  Les  équations  (T)  deviennent  alors 

Tx=  ma,         Tr  =  n2  (3,         T-  =  n3 y ; 

et  l'ellipsoïde  des  efforts  devient 

T2        T£       T.2 


ni         ni        n 


il  est  rapporté  à  ses  axes. 

L'ellipsoïde  des  efforts  relatif  au  point  M  étant  tracé,  si  Fon 
prend  un  élément  quelconque  d<j  passant  par  M,  la  quadrique 
directrice  donne  la  direction  et  le  sens  de  l'effort  MT  qui  s'exerce 
sur  la  face  négative  de  do-  ;  la  grandeur  de  MT  résulte  de  ce  fait 
que  le  point  T  est  sur  l'ellipsoïde. 

619.  Réciprocité  des  composantes  normales.  —  Soient  du  un  élément 
passant  par  un  point  M,  MN(a,  (3,  y)  la  normale  à  cet  élément,  T  l'effort 
sur  la  face  négative  de  l'élément  ;  soient  de  même  de'  un  deuxième  élément 
mené  par  le  même  point,  MN'  la  normale  (a',  (3',  y')  et  T'  l'effort  qui 
s'exerce  sur  la  face  négative  de  de'. 

La  projection  TV,  de  T  sur  la  normale  à  de',  est  égale  à  la  projec- 
tion T^  de  T'  sur  la  normale  à  d<r. 

En  effet,  en  appelant  comme  plus  haut  Tr,  Ty,  Tz  les  projections  de  T 
sur  les  axes,  on  a,  pour  la  projection  de  T  sur  la  direction  MN'  : 

T^=a'Ta.+  p'Ty+T't„ 

ou,  d'après  les  formules  (12), 

De  même,  on  trouve 

Ces  expressions  sont  identiques,  comme  on  le  vérifie  immédiatement.  Donc 

T  T" 

Les  formules  Y3  =  Z2,  Zt  —  X3,  X2  =  Yt  établies  au  n°  615  apparaissent 
maintenant  comme  des  cas  particuliers  de  ce  théorème  :  pour  les -obtenir, 
il  suffit  de  supposer  que  les  éléments  de  et  de'  sont  respectivement  per- 
pendiculaires à  deux  des  axes  coordonnés. 
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620.  Autre  quadrique  pouvant  jouer  le  rôle  de  directrice.  —  On 

peut  remplacer  la  quadrique  directrice  par  une  autre  quadrique  obtenue 
en  introduisant  la  forme  quadratique  adjointe  de  la  forme  cp.  On  démon- 
trera sans  peine  les  résultats  suivants  à  titre  d'exercice  : 

Considérons  la  quadrique  ayant  pour  équation,  par  rapport  aux 
axes  Mx',  My',  Mz'  menés  par  M  parallèlement  aux  axes  coordonnés, 

(ig)  Aj2  +  A>2+  A",s2-+-  -iByz-^  iB'zx^  iB"xy  =  h, 

où  A,  A',  A",  B,  B',  B"  sont  les  coefficients  introduits  au  n°  618,  et  h 
une  constante. 

L'effort  s' exerçant  sur  un  élément  dz  mené  par  M  est  dirigé  suivant 
le  diamètre  conjugué  du  plan  de  da  par  rapport  à  cette  quadrique. 

Cette  quadrique  (19)  a  mêmes  plans  principaux  que  la  quadrique 
directrice;  elle  est  de  même  nature  {ellipsoïde  ou  hyperboloïde). 

Son  cône  asymptote  est  supplémentaire  de  celui  de  la  quadrique 
directrice.  Il  est  V enveloppe  des  plans  des  éléments  spéciaux  da  pas- 
sant par  M  sur  lesquels  s'exerce  un  effort  sans  composante  normale. 
Il  est  aussi  le  lieu  des  efforts  s  exerçant  sur  ces  éléments  spéciaux. 

Ce  dernier  point  résulte  de  ce  que  le  diamètre  conjugué  d'un  plan  tan- 
gent au  cône  asymptote  est  la  génératrice  de  contact. 

621.  Changement  de  coordonnées.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous 
avons  rapporté  le  milieu  continu  à  un  système  d'axes  Oxyz.  Les  valeurs 
de  N^  N2,  N3,  Ti,  T2,  T3,  en  chaque  point  M,  dépendent  évidemment  de 
l'orientation  des  axes.  Si  l'on  prenait  de  nouveaux  axes  Ox{yvZi  faisant 
avec  les  premiers  Oxyz  des  angles  connus,  les  valeurs  des  six  coefficients 
deviendraient  N'1?  N'2,  N'3,  T\,  T2,  T'3.  Pour  calculer  ces  nouvelles  valeurs 
il  suffit  de  remarquer  que,  par  l'effet  du  changement  de  coordonnées, 
l'équation  de  la  quadrique  directrice,  relative  à  un  point  quelconque  M, 

Ni^'2+N27'2+N3^+2T,7'y+  <2T2z'x'-±-  -iT3x'y'  =  ±  1, 

devient 

n;  x\  2+n,2/12+n^;24-2t;7'12'1  +  2t;  z\  x\  +  2T,3a?;/1  =  ±i. 

On  est  donc  ramené  au  problème  bien  connu  de  calculer  les  nouveaux 
coefficients  de  l'équation  d'une  quadrique  ayant  son  centre  à  l'origine, 
quand  on  change  la  direction  des  axes  de  coordonnées. 


EXERCICES. 

1.  Soient,  en  un  point  M  d'un  milieu  continu,  à  un  instant  t,  trois  éléments 
d<Jv  dav  rffj3  normaux  aux  axes  coordonnés  et  MFX,  MF2,  MF3  les  trois  vecteurs 
représentant  les  efforts  rapportés  à  l'unité  de  surface  qui  s'exercent  sur  les  faces 
négatives  de  ces  trois  éléments.  Démontrer  que  si  l'on  prend  pour  système  d'axes 
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de  coordonnées  obliques    les  trois  droites  MF,,  MF.,,  MF3,  l'ellipsoïde  des  efforts 
a  pour  équation 

X2        Y^        V- 

F2  +  F*  "^  F|  _I* 

Démonstration.  —  L'effort  T  qui  s'exerce  sur  l'élément  de  perpendiculaire  à  la 
droite  (a,  [à,  y)  est,  par  hypothèse,  la  résultante  de  trois  composantes  X,  Y,  Z 
dirigées  suivant  MF,,  MF2,  MF3.  Ecrivons  que  les  projections  de  T  sur  les  axes 
sont  les  sommes  des  projections  de  ces  composantes.  Nous  aurons,  en  remarquant 

NTT 

que  les  cosinus  directeurs  de  F,  sont  —  >  ■=£>  _v  »  •  •  •• 

r  i      r1 ,      r  , 

N  T  T 

T   _  ^x+i3Y+^Z, 


F,  F2  F 


T  M  T 

T   —  =*  X  -h  —2  Y  -f-  —  Z 
y       F  FF,     ' 

1  1  '  2  *•  3 

T  T  N 

T.-  i^XH -^Y-+-^Z. 
*S  F2  *3 

Comparant  avec  les  formules  (n),  on  a 

X  Y  Z 

1    1  L  2  *  3 

D'où,  en  écrivant  oc2-f-  [32-i-y2  =  i,  l'équation  demandée. 

2.  Considérons  une  surface  fermée  S  et  supposons  que  sur  chaque  élément  de 
de  cette  surface  agisse  une  force  définie  comme  il  suit  :  Soient  a,  p,  y  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  extérieure  à  de;  soient,  d'autre  part,  x,  y,  z  les  coor- 
données de  l'élément  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires.  La  force  appliquée 
à  l'élément  de  est  une  certaine  force  Tde  ayant  pour  projections  Txde,  T yde, 
Tzde,  où  T^,  T  ,  Tx  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z,  oc,  [3,  y. 

On  demande  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  que  doivent 
remplir  ces  fonctions  pour  que  l'ensemble  des  forces  Tde  appliquées  à  tous  les 
éléments  d'une  surface  fermée  S  supposée  rigide  se  fassent  équilibre,  quelle  que 
soit  la  forme  de  cette  surface  (Maurice  Lévy  ). 

Réponse.  —  Il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  les  équations  (n)  et  (i^)  dans  les- 
quelles on  suppose  X,  Y,  Z  et  J  nuls.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  reprendre 
les  raisonnements  des  nos  014  et  G15,  en  supposant  X,  Y,  Z  et  J  nuls. 

Ces  conditions  sont  remplies  dans  le  cas  très  particulier  où  chaque  élément  de 
de  la  surface  S  est  soumis  à  une  pression  normale  proportionnelle  à  de. 

3.  Soit  de  un  élément  superficiel  de  coordonnées  x,  y,  z,  dont  la  normale 
a  pour  cosinus  directeurs  a,  (3,  y.  Faisons  correspondre,  à  cet  élément,  le  vec- 
teur T  ayant  cet  élément  pour  point  d'application  et  pour  projections 

T*=  aXi+  £X2+yX3, 
Ty^aY1+[3Y2  +  yY;!, 
Tzr=aZ,  +  pZ2  +  yZ;i, 

où  X,,  X2,  X;i,  . . . ,  Z3  sont  des  fonctions  des  coordonnées. 
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Démontrer  que  le  vecteur  Q  ayant  pour  point  d'application  le  point  x,  y,  z  et 
pour  projections 


Q.r  = 

=  Y3- 

Z2, 

%- 

=  zt- 

■  X3-J 

Q,= 

=  X2- 

-Y, 

est  indépendant  du  choix  des  axes.  Démontrer  de  même  que  le  vecteur  R  ayant 
pour  projections 


H. 


dX,        dX,       dX 


dx         dy         dz 

y        dx         dy  dz 

_  dZ,        dZ2        dZ3 
*       dx         d*x  dz 

est  indépendant  du  choix  des  axes.  Il  faut  entendre  par  là  que,  si  l'on  prend  de 
nouveaux  axes  Ox',  y',  z'  et  si  l'on  met  les  nouvelles  projections  du  vecteur  T 
sous  la  forme 

T^=a'X;  +  P'X'24-YrX'3, 

TV  =  a'Yi-HP'Yi-+-Y'Y;ï 


a',  p',  y'  étant  les  nouveaux  cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  à  di  avec 
les  nouveaux  axes,  les  vecteurs  Q'  et  R'  formés  avec  les  nouvelles  fonctions 
Xi,  . .  .,  Z'3  et  les  nouvelles  coordonnées  x',  y',  z'  sont  identiques  à  Q  et  R. 

Réponse.  —  On  peut  établir  ces  résultats  en  calculant  le  moment  résultant  et 
la  résultante  générale  des  forces  Tdv  appliquées  à  tous  les  éléments  d<s  d'une 
surface  fermée  arbitraire  S.  Les  vecteurs  obtenus  sont  indépendants  du  choix 
des  axes. 

4.  Si  par  un  point  donné  d'un  corps  solide  on  fait  passer  trois  plans  rec- 
tangulaires entre  eux,  la  somme  des  carrés  des  pressions  ou  des  tensions  sup- 
portées par  ces  mêmes  plans  sera  une  quantité  constante  égale  à  la  somme  des 
carrés  des  pressions  ou  tensions  principales  (  Cauchy,  De  la  pression  ou  tension 
dans  un  corps  solide,  Œuvres  complètes,  2e  série,  t.  VII,  p.  75). 

5.  Les  valeurs  de  Tr,  T  ,  Tz  données  par  les  formules  (11)  du  n°  616,  sont  entiè- 
rement semblables  aux  valeurs  des  composantes  rectangulaires  de  la  force  qui 
solliciterait  un  point  matériel  placé  en  présence  de  plusieurs  centres  fixes  d'at- 
traction ou  de  répulsion,  et  très  peu  écarté  d'une  position  dans  laquelle  il  restait 
en  équilibre  au  milieu  des  centres  dont  il  s'agit. 

Les  formules  que  l'on  obtient  de  cette  façon,  ainsi  que  plusieurs  propositions 
qui  s'en  déduisent  et  qui  sont  analogues  aux  théorèmes  des  nos  617  et  618,  sont 
dues  à  Fresnel  qui  les  a  données  dans  ses  Recherches  sur  la  double  réfraction 
(Cauchy,  Œuvres  complètes,  2e  série,  t.  VII,  p.  79). 
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CHAPITRE  XXXI. 
HYDROSTATIQUE. 


I.  -  CONDITIONS  GÉNÉRALES  D'ÉQUILIBRE  DES  FLUIDES. 

622.  Fluides.  —  A  première  vue,  les  corps  peuvent  être  divisés 
en  trois  catégories  :  solides,  liquides  et  gaz. 

Solides.  —  Gomme  nous  l'avons  déjà  dit,  il  n'existe  pas  de 
corps  absolument  rigides  ;  tous  les  corps  appelés  so lides  subissent 
des  déformations  quand  on  leur  applique  des  forces  dépassant 
une  certaine  limite.  Si,  lorsqu'on  supprime  ces  forces,  le  corps 
revient  exactement  à  sa  forme  et  à  son  état  primitifs,  il  est  dit  par- 
faitement élastique.  Si,  au  contraire,  lorsque  les  forces  défor- 
mantes sont  supprimées,  le  corps  reste  dans  l'état  déformé,  il  est 
dit  parfaitement  mou  ou  plastique.  Ce  sont  là  deux  états  extrêmes 
qui  ne  sont  réalisés  rigoureusement  par  aucun  corps  :  les  solides 
naturels  sont  plus  ou  moins  élastiques,  plus  ou  moins  plastiques. 

Les  actions  mutuelles  entre  les  molécules  d'un  corps  solide 
sont  de  telle  nature  qu'elles  s'opposent  aussi  bien  à  l'écartement 
qu'au  rapprochement  des  molécules;  de  telle  sorte  que,  suivant 
les  cas,  les  efforts  qui  s'exercent  sur  les  éléments  de  surface  d<r 
pris  dans  l'intérieur  d'un  solide  sont  des  tractions  ou  des  pressions. 

Fluides.  —  Les  liquides  et  les  gaz  portent  le  nom  général  de 
fluides. 

Les  liquides  sont  sensiblement  incompressibles  :  ils  occupent, 
par  conséquent,  un  volume  constant  à  température  constante.  Il 
en  résulte  que  les  actions  mutuelles  des  molécules  s'opposent  à 
leur  rapprochement;  mais  elles  s'opposent  très  faiblement  à  leur 
écartement.  Si  l'on  considère  le  système  formé  par  deux  molécules 
d'un  liquide  en  contact  l'une  avec  l'autre,  lorsque  les  résultantes 
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des  forces  extérieures  au  système  agissant  sur  les  deux  molécules 
tendent  à  les  séparer,  la  séparation  se  produit  effectivement,  dès 
que  ces  résultantes  dépassent  des  limites  très  petites  que  l'on  peut 
regarder  ordinairement  comme  nulles  ;  cela  revient  à  dire  que  la 
cohésion  des  liquides  peut  être  regardée  comme  nulle  dans  les 
phénomènes  habituels.  Cette  cohésion  très  faible  se  manifeste  par 
des  effets  à  la  surface  du  liquide  dans  certains  phénomènes  parti- 
culiers, tels  que  la  formation  des  gouttes,  la  constitution  des  bulles, 
les  phénomènes  capillaires,  etc. 

Dans  un  liquide,  les  efforts  intérieurs  sont  donc  des  pressions. 

Les  gaz  sont,  au  contraire,  compressibles  et  dilatables  à  vo- 
lonté ;  ils  n'ont  pas  de  volume  déterminé  et  remplissent  constam- 
ment les  enveloppes  fermées  qui  les  contiennent.  Comme  il  faut 
exercer  une  pression  sur  un  gaz  et  dépenser  un  travail  pour  le 
comprimer,  les  actions  mutuelles  des  molécules  des  gaz  s'opposent 
à  leur  rapprochement;  mais  elles  n'opposent  aucune  résistance  à 
leur  écartement,  puisque  les  molécules  des  gaz  tendent  à  s'écarter 
naturellement.  Dans  un  gaz,  les  efforts  intérieurs  sont  donc  tou- 
jours des  pressions. 

Une  première  propriété,  commune  à  tous  les  fluides,  est  donc 
que  les  efforts  intérieurs  sont  des  pressions. 

Une  deuxième  propriété  est  la  suivante  :  si  un  fluide  est  immo- 
bile et  si  une  force,  si  petite  soit-elle,  vient  à  agir  en  tendant  à 
faire  glisser  deux  molécules  en  contact  l'une  sur  l'autre,  le  glisse- 
ment se  produit  effectivement,  quelle  que  soit  la  pression  entre 
ces  deux  molécules.  Il  résulte  de  là  que,  dans  un  fluide  en  équi- 
libre, tous  les  efforts  sont  des  pressions  normales  aux  éléments 
plans  sur  lesquels  ils  s'exercent. 

Viscosité.  —  L'observation  montre  que  les  fluides  sont  plus  ou 
moins  mobiles.  Ainsi,  quand  on  écarte  un  liquide  pesant  de  sa 
position  d'équilibre,  il  se  met  en  mouvement  plus  ou  moins  faci- 
lement pour  reprendre  cette  position;  l'eau  se  comporte,  à  cet 
égard,  d'une  tout  autre  manière  que  certains  liquides  comme  des 
huiles  épaisses.  Ce  fait  met  en  évidence  une  qualité  qu'on  appelle 
viscosité.  Quand  un  fluide  est  immobile,  si  l'on  fait  agir  sur  lui 
des  forces  tendant  à  faire  glisser  les  molécules  les  unes  sur  les 
autres,  le  glissement  se  produit  quelque  petites  que  soient  ces 
forces,  mais  le  mouvement  se  fait  d'autant  plus  lentement  que  le 
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fluide  est  plus  visqueux.  La  viscosilé  est  donc  une  résistance  au 
glissement  mutuel  des  molécules.  On  peut  assimiler  cette  résis- 
tance soit  à  un  frottement  intérieur,  soit  à  une  résistance  de  mi- 
lieu :  elle  présente,  avec  le  frottement,  cette  différence  que,  pour 
vaincre  un  frottement  de  glissement,  il  faut  faire  agir  une  force 
tangentielle  dépassant  une  certaine  limite,  tandis  que  la  moindre 
force  tangentielle  suffît  pour  faire  glisser  deux  molécules  fluides 
en  contact. 

On  voit  maintenant  avec  netteté  ce  qui  distingue  un  solide 
plastique  d'un  fluide  visqueux .  Pour  déformer  un  solide  plas- 
tique, il  faut  un  effort  dépassant  une  certaine  limite,  tandis 
que  le  moindre  effort  tangentiel  suffit  pour  mettre  en  mouve- 
ment un  fluide  visqueux  (*),  pourvu  qu7il  agisse  pendant  un 
temps  suffisamment  long. 

623.  Conditions  d'équilibre  d'un  fluide.  Pression  en  un  point. 
—  D'après  ce  qui  précède,  pour  qu'un  fluide  soit  en  équilibre,  il 
faut  que  tous  les  efforts  intérieurs  soient  des  pressions  nor- 
males aux  éléments  plans  sur  lesquels  ils  s7 exercent. 

Si  donc  nous  appliquons  à  un  fluide  en  équilibre  les  considé- 
rations générales  du  Chapitre  précédent,  nous  voyons  que,  en 
chaque  point  M  du  fluide,  les  composantes  tangentielles  T4 ,  T2, 
T3  des  efforts  sur  les  éléments  perpendiculaires  aux  axes  doivent 
être  nulles  :  les  projections  T^,  Tj,  Tz  de  l'effort,  rapporté  à 
l'unité  de  surface,  s'exerçant  sur  la  face  négative  d'un  élément 
quelconque  dv:  sont  alors 

Cet  effort  devant  être  normal  à  l'élément  d<r,  on  doit  avoir 


ce  qui  exige 


En  outre,  l'effort  devant  toujours  être  une  pression,  les  projec- 
tions T^,  Tr,  Tz  doivent   être   de  mêmes  signes  que  a,  [3,  y;   la 


(')  Pearson  ( The  Elastical  Researches  of  Barré  de  Saint-Venant,  p.  253); 
Greenhill  (Treatise  on  Hydrostatics,  p.  6-7;  1894). 


a 

Tr        Tz 

N, 

e^N2=N3. 
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valeur  commune  de  N(,  N2,  N3'  est  donc  une  quantité  positive  p, 
que  l'on  appelle  pression  au  point  M. 

Cette  quantité  p  est  une  fonction  uniforme  des  coordonnées  #, 
y,  z  du  point  M.  Sur  tout  élément  di  passant  par  M  s'exerce  un 
effort  qui  est  une  pression  normale/?  di. 

D'après  cela,  dans  un  fluide  en  équilibre,  la  quadrique  direc- 
trice et  l'ellipsoïde  des  efforts  sont,  en  chaque  point,  des  sphères  : 
toutes  les  directions,  autour  de  chaque  point,  sont  principales. 

Si  l'on  prend  comme  unité  de  force  le  kilogramme-force  et 
comme  unité  de  longueur  le  mètre,  p  est  la  pression  rapportée  au 
mètre  carré  évaluée  en  kilogrammes  :  on  peut  dire  aussi  que,  dans 
ce  système,  la  valeur  numérique  de  p  est  la  hauteur  en  millimètres 
d'une  colonne  d'eau  ayant  pour  base  imq  et  pour  poids  p  kilo- 
grammes; cela  tient  à  ce  qu'une  colonne  d'eau  d'une  hauteur  de 
imm,  ayant  pour  base  imq,  pèse  ikg. 

624.  Équations  d'équilibre  d'un  fluide.  —  Soient,  comme  dans 
le  Chapitre  précédent,  X,  Y,  Z  les  projections  des  forces,  rap- 
portées à  l'unité  de  masse,  agissant  sur  les  éléments  de  volume  du 
fluide;  p  la  densité  du  fluide  :  les  équations  générales  du  n°  616, 
dans  lesquelles  on  fait 

t;=T2=T3=o.        N,  =  N2=N3  =  jd,       J-o, 

deviennent 

/  \  àp         Y  dp  dp 

Telles  sont  les  équations  d'équilibre  des  fluides.  Dans  ces  équa- 
tions X,  Y,  Z,  p  et  p  sont  des  fonctions  uniformes  et  finies  de  #, 
y,  z  dans  toute  l'étendue  du  fluide  en  équilibre.  La  fonction  p  est 
assujettie  à  être  continue  en  tous  les  points  du  fluide,  puisque  ses 
dérivées  partielles  sont  finies,  d'après  les  équations  (i)  ;  en  outre, 
cette  fonction  doit  rester  positive  ou  nulle  dans  le  fluide.  La  den- 
sité p  est  également  positive,  mais  peut  être  discontinue. 

Les  équations  d'équilibre  (i)  s'appliquent  à  tous  les  fluides  quel- 
que visqueux  qu'ils  soient  :  c'est  seulement  en  Hydrodynamique 
que  la  viscosité  modifie  les  phénomènes. 

Equation  unique  a" équilibre.  Interprétation  géométrique. 
—  Soient  M  un  point  (#,  y,  z)  de  la  masse  fluide  et 

M' (x  -+-  dx,  y  -h  dy,  z  -f-  dz) 


ifo  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

un  point  quelconque  infiniment  voisin.  Ajoutons  les  équations  (i) 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  dx,  dy1  dz  ;  nous 
aurons,  en  désignant  par  dp  la  différentielle  totale  de  p, 

(2)  dp  =  p (X  dx  -h  Y  dy  -h  Z  dz). 

Cette  équation  ayant  lieu,  quels  que  soient  dx,  dy,  dz,  résume 
les  trois  équations  (1).  Elle  a  une  signification  simple.  Soit  F  la 
force,  rapportée  à  l'unité  de  masse,  agissant  en  M,  l'équation  (2) 
signifie  que  la  différence,  dp,  des  pressions  aux  points  infiniment 
voisins  M  et  M',  est  égale  au  produit  de  la  densité- p  au  point  M 
par  la  quantité 


F.MM'cosF.MM', 
analogue  à  un  travail.  On  peut  dire   aussi  que  la  dérivée  de  la 
pression  dans  une  direction  donnée  MM',  ™vjp>  est  égale  à  la  den- 
sité en  M  multipliée  par  la  projection  de  la  force  F  sur  MM' 

(3)  ^=PFcosfTmM'. 

Cette  équation  donne  la  condition  d'équilibre  indépendamment 
de  tout  système  de  coordonnées.  On  en  déduit  les  équations 
d'équilibre  des  fluides  dans  un  système  quelconque  de  coor- 
données :  il  suffit,  pour  cela,  de  traduire  la  condition  (3)  dans  le 
système  adopté. 

Cas  d'une  fonction  de  forces.  —  Dans  le  cas  particulier  où  les 
forces  X,  Y,  Z  dérivent  d'une  fonction  U(#,  y,  z),  on  a 

Xd&+Ydy  +  Zd*=:dD. 

et  l'équation  d'équilibre  s'écrit 

dp  =  p  d\J. 

La  variation  infiniment  petite  de  la  pression  quand  on  passe  de 
M  en  M',  est  égale  à  la  densité  multipliée  par  la  variation  infini- 
ment petite  de  la  fonction  des  forces. 

625.  Application  du  principe  du  travail  virtuel.  —  Lagrange  a 
montré,  dans  la  Mécanique  analytique,  que  le  principe  du  travail  virtuel 
permet  d'établir  les  équations  de  l'Hydrostatique.  Nous  renverrons  pour 
la  discussion  de  cette  démonstration  à  un  Mémoire  de  M.  Duhem  {Annales 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  IV). 


CHAPITRE    XXXI.    —     HYDROSTATIQUE.  l43 

626.  Lois  de  forces  capables  de  tenir  un  fluide  en  équilibre.  — 
Lorsqu'un  fluide  est  en  équilibre,  les  quantités  p,  p,  X,  Y,  Z  sont 
déterminées  en  chaque  point  du  fluide  ;  ce  sont  donc  des  fonctions 
uniformes  de  x,  y,  z\  mais  il  est  important  de  remarquer  que 
V  équilibre  ri  est  possible  que  si  les  forces  X,  Y,  Z  remplissent 
une  condition  particulière.  En  effet,  l'équation  (2)  exprime  que 
l'expression  différentielle 

(4)  Xdx-hYdy  -+- Z  dz 

devient  une  différentielle  totale  dp,  quand  on  la  multiplie  par  la 
fonction  p  de  oc,  y,  z.  En  d'autres  termes,  la  densité  p  est  un  fac- 
teur intégrant  de  l'expression  (4).  Or,  pour  qu'une  expression, 
telle  que  (4),  admette  un  facteur  intégrant,  c'est-à-dire  puisse  être 
identifiée  avec  une  expression  de  la  forme  <j>  ofo,  où  tl>  et  cp  sont 
fonctions  de  x,  y,  z,  il  faut  et  il  suffit  (n°  542)  que  l'on  ait 

(5)  X(---Uy(---)  +  z(---)  =0. 

\ dy        dz  /  \àz         dx )  \dx        dy  J 

Les  forces  (X,  Y,  Z)  appliquées  au  fluide  doivent  donc  remplir 
cette  condition  pour  que  l'équilibre  soit  possible. 

En  employant  la  terminologie  définie  dans  le  premier  Chapitre 
de  ce  Volume  (n°  541),  on  voit  que  l'équilibre  d'un  fluide  n'est 
possible  que  si  le  tourbillon  de  la  force  X,  Y,  Z  est  nul  ou  est 
perpendiculaire  à  la  force  en  chaque  point  du  fluide. 

La  condition (5)  est  remplie  en  particulier  quand  le  tourbillon 

de  la  force   est  nul,  c'est-à-dire  quand   la  force  X,Y,  Z  dérive 

d'une  fonction  de  forces  U,  car,  dans  ce  cas,  les  différences  telles 

d*L        àY  ii       •  i       •  /~<i  •       i- 

que  -r ■—>  ■  •  •  sont  nulles  identiquement.  L<  est  ce  qui  a  lieu 

le  plus  fréquemment. 

Dans  le  cas  le  plus  simple  qui  puisse  se  présenter,  les  quantités 
X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  uniformes  données  de  x,  y,  z,  indé- 
pendantes dans  leur  forme  de  la  disposition  qu'affecte  la  masse 
fluide  ;  c'est  ce  qui  arrive  lorsqu'on  envisage  un  fluide  soumis  uni- 
quement à  l'action  de  forces  extérieures,  telles  que  la  pesanteur 
ou  l'attraction  de  corps  fixes;  pour  que  l'équilibre  soit  possible, 
il  faut  que  ces  fonctions  données  vérifient  l'identité  (5). 

Dans  d'autres  cas,  les  quantités  X,  Y,  Z  sont,  pour  chaque  ar- 
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rangement  de  la  masse  fluide,  des  fonctions  de  x,  y,  z\  mais  ces 
fonctions  changent  avec  l'arrangement  de  la  masse  :  c'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  pour  un  fluide  dont  les  particules  s'attirent 
suivant  la  loi  de  Newton,  ce  fluide  pouvant  d'ailleurs  être  soumis 
à  d'autres  forces  extérieures;  il  est  bon  de  remarquer  que,  dans 
cet  exemple,  la  force  provenant  de  l'attraction  newtonienne  du 
fluide  sur  un  point  de  masse  i,  pris  dans  son  intérieur,  dérive 
d'une  fonction  de  forces  quel  que  soit  l'arrangement  du  fluide; 
seulement,  cette  fonction  varie  avec  l'arrangement  du  fluide. 

627.  Équation  caractéristique  d'un  fluide.  —  Si  l'on  considère 
un  fluide  déterminé,  il  existe,  entre  la  densité  p,  la  pression  p  et 
la  température  x  d'un  élément  de  volume  du  fluide,  une  relation 
caractéristique 

(6)  #(/>,  p,T)  =  o. 

Par  exemple,  pour  un  gaz  parfait,  suivant  les  lois  de  Mariotte  et 
de  Gav-Lussac,  on  a 

P 


p(i  -+-  ai) 


const., 


a  désignant  le  coefficient  de  dilatation  du  gaz,  égal  à  ^fj,  quand  t 
est  évalué  en  degrés  centigrades. 

Pour  un  liquide,  la  relation  caractéristique  ne  contient  pas  p  ; 
on  sait,  en  effet,  qu'un  liquide  est  sensiblement  incompressible; 
sa  densité  ne  dépend  donc  pas  de  sa  pression,  mais  seulement  de 
sa  température,  et  l'on  a,  dans  des  limites  convenables  de  la  tem- 
pérature, 

Po 

P  =  ;       ' 

k  étant  le  coefficient  de  dilatation  du  liquide  par  la  chaleur  et  p0 
la  densité  pour  t  =  o. 

L'étude  de  la  relation  caractéristique  d'un  corps  fait  l'objet  de 
la  Thermodynamique  ;  pour  l'emploi  de  cette  relation  dans  l'équi- 
libre et  le  mouvement  des  fluides,  nous  renverrons  à  un  important 
article  de  Bjerknes  clans  le  tome  IV  des  Acta  Mathematica. 

628.    Surfaces  de  niveau.   —   Imaginons   une  masse  fluide  en 


CHAPITRE    XXXI.    4-    HYDROSTATIQUE.  l45 

équilibre  :  en  chaque  point  M(x,y,z)  de  celte  masse,  la  pression, 
la  densité,  la  température  ont  des  valeurs  déterminées;  donc  /;,  p 
et  t  sont  des  fonctions  uniformes  de  x,y,  z. 

Les  surfaces  sur  lesquelles  la  pression  est  constante,  p=  const., 
s'appellent  sur/aces  de  niveau. 

Les  surfaces  o  =  const.  sont  les  surfaces  d'égale  densité. 

Les  surfaces  t  =  const.  sont  les  surfaces  isothermes. 

Comme  p,  p  et  t  sont  liés  par  la  relation  caractéristique  du 
fluide,  on  voit  que,  si  le  long-  d'une  certaine  ligne,  deux  de  ces 
quantités  restent  constantes,  la  troisième  reste  également  con- 
stante. Ainsi,  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces/?  =  const. 
et  t  =  const.  se  trouve  sur  une  surface  p  =  const. 

Les  équations  d'équilibre 

àp       nY  dp  dp 

â^  =  PX'       ^=pY'        Tz=9Z 

montrent  qu'en  chaque  point  M  du  fluide,  la  force  (X,  Y,  Z)  est 
dirigée  normalement  à  celle  des  surfaces  de  niveau  passant  par 
ce  point,  du  côté  où  p  augmente  :  en  effet,  les  projections  X,  Y, 
Z  de  cette  force  sont  égales  aux  dérivées  partielles  de  la  fonction  p 
par  rapport  à  x,  y,  z,  divisées  par  le  facteur  positif  p. 

629.  Application  aux  fluides  pesants.  —  Imaginons  une  portion 
de  fluide  pesant  de  hauteur  quelconque,  mais  de  section  assez  pe- 
tite pour  que  la  direction  de  la  verticale  ne  change  pas  sensible- 
ment d'un  point  à  l'autre  du  fluide. 

Alors,  en  prenant  un  axe  vertical  Oz  dirigé  vers  le  haut,  on  a, 
pour  les  projections  de  la  force  agissant  sur  l'unité  de  masse, 

X  =  o,         Y-o,         Z=-g'. 

Si  la  hauteur  du  fluide  considéré  est  faible,  on  peut  regarder  g' 
comme  constant  dans  l'étendue  du  fluide  et  égal  à  sa  valeur  g  au 
point  O;  sinon  gJ  décroît  quand  z  augmente. 

L'équation  d'équilibre  (2)  est 

(7)  dp  =  —  9g'dz. 

On  en  conclut  que  p  est  fonction  de  z  seul.  En  effet,  si  l'on  se 
déplace  dans  le  fluide  de  telle  façon  que  z  reste  constant,  dz  est  nul 
et  l'équation  montre  que  dp  est  nul  aussi,  c'est-à-dire  p  constant. 
III.  10 
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La  pression  a  donc  la  même  valeur  en  tous  les  points  d'un  plan 
horizontal  et  p  est  une  fonction  de  z  seul, 

P  =  ?(2)- 

Les  surfaces  de  niveau  sont  donc  des  plans  horizontaux . 
L'équation  (7)  donne  alors 

©'  désignant  la  dérivée  de  ©.  Comme  g'  est  une  fonction  de  z,  p  est 
une  fonction  de  z  seul  :  les  surfaces  d'égale  densité  sont  donc 
également  des  plans  horizontaux  ;  elles  se  confondent  ici  avec 
les  surfaces  de  niveau. 

Enfin,  la  relation  caractéristique  (6)  du  fluide  montre  que  t  est 
aussi  une  fonction  de  z  seul  :  les  surfaces  isothermes  sont  encore 
des  plans  horizontaux. 

Ces  considérations  s'appliquent,  en  particulier,  à  l'équilibre 
de  l'eau  et  de  l'air  sous  l'action  de  la  pesanteur.  On  en  conclut 
qu'une  colonne  d'air  atmosphérique  ne  peut  être  en  équilibre  que 
si  la  température  et  la  densité  sont  constantes  dans  chaque  plan 
horizontal. 

Différence  de  pression  en  deux  points.  —  Soient  M0  et  M 
deux  points  d'altitudes  z0  et  z(z0<C  z),  p0  et  p  les  pressions  en 
ces  points.  En  intégrant  l'équation  (7),  on  a 


Po 


—  P=j    Çg'dz. 


La  différence  des  pressions  aux  deux  points  est  égale  au 
poids  d'un  cylindre  vertical  du  fluide,  ayant  pour  section 
droite  V unité  de  surface  et  limité  aux  plans  horizontaux  pas- 
sant par  les  deux  points.  En  effet,  si,  dans  ce  cylindre,  on  mène 
deux  sections  droites  infiniment  voisines  à  des  hauteurs  z  elz-\-dz, 
le  volume  de  la  tranche  ainsi  découpée  dans  le  cylindre  est  dz,  sa 
masse  est  p  dz  et  son  poids  og'dz;  le  poids  total  du  cylindre  est 


donc  bien 


J     ?g'd-' 


Fluides  pesants,  de  densités  différentes,  superposés.  — 
Soient  deux  liquides  pesants,  en  équilibre,  superposés,  ou  lui 
gaz  superposé  à  un  liquide.   Cherchons  la  surface  de  séparation. 
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Le  long  de  cette  surface,  la  pression  doit  être  la  même  dans 
les  deux  fluides,  pour  que  chaque  élément  de  la  surface  de  sépa- 
ration subisse  des  pressions  égales  sur  ses  deux  faces.  Or,  dans 
l'un  des  fluides,  on  a 

dP  =  -?g'dz 

et  dans  l'autre,  en  appelant  pK  la  pression  et  p1  la  densité, 

dpx  —  —  pi  g'  dz. 

Pour  un  déplacement  quelconque  effectué  le  long  de  la  surface 

de  séparation,  on  a 

dp  —  dpx  =  o, 

puisque  p=pi  sur  cette  surface.  On  a  donc,  le  long  de  cette  sur- 
face, 

(Pi—  p)g'dz  =  o, 
c'est-à-dire 

dz  =  o,         z  =  const. 

La  surface  de  séparation  est  donc  un  plan  horizontal. 
C'est  ce  qui  se  présente,  par  exemple,  pour  la  surface  libre  de 
l'eau  en  contact  avec  l'air  au  repos. 

630.  Formule  barométrique.  —  Les  équations  précédentes  permettent 
d'établir  la  formule  de  Laplace  {Mécanique  céleste,  ie  Partie,  Livre  X, 
Ghap.  IV)  pour  la  mesure  des  altitudes  à  l'aide  du  baromètre.  Si,  en  un 
lieu  déterminé,  on  considère  l'atmosphère  comme  un  fluide  pesant  en 
équilibre,  les  quantités  p,  p,  x  sont  des  fonctions  de  l'altitude  z.  En  trai- 
tant l'air  comme  un  gaz  parfait,  on  a,  entre  ces  quantités,  la  relation 

P  i 


p  (  i  -h  ax  )        k 

où  k  est  une  constante.  Appelons  g  l'intensité  de  la  pesanteur  au  niveau 
de  la  mer  au  lieu  considéré  et  comptons  les  altitudes  à  partir  de  ce  niveau. 
Soit  g'  l'intensité  de  la  pesanteur  à  l'altitude  z  :  si  l'on  désigne  par  R  le 
rayon  terrestre,  les  points  de  hauteur  o  et  z  sont  à  des  distances  du  centre 
de  la  Terre  égales  à  RetR-i-^;  les  intensités  de  la  pesanteur  en  ces  deux 
points  sont  sensiblement  en  raison  inverse  des  carrés  des  distances  au 
centre  :  donc 

£.'  =      R2 

g  "  (R  +  *)»' 
L'équation  d'équilibre 

<://?=  —  p  g'  dz 
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est  alors,  en  y  remplaçant  p  et  g'  par  les  valeurs  tirées  des  équations  pré- 
cédentes, 

dp  _        kgW         dz 


p  I  -fax  (R  ~\-  z)*1 

Dans  cette  équation,  t  est  une  fonction  inconnue  de  z  :  d'après  Laplace, 
on  donne  à  x  une  valeur  constante  égale  à  la  moyenne  2  (Ti~">"~  T2)  des 
températures  aux  deux  stations  dont  on  veut  mesurer  la  différence  d'alti- 
tude. La  valeur  du  coefficient  de  dilatation  a  est  un  peu  augmentée  par  la 
présence  de  la  vapeur  d'eau;  Laplace  prend  a  =  0.004,  de  sorte  que 

2(X1  H-  T2) 

1  -+-  ai  =  [  -i 

1000 

Ceci  posé,  appelons  z^  et  z%  les  altitudes  des  deux  stations  inférieure  et 
supérieure,  pi  et p%  les  valeurs  de  la  pression  atmosphérique  p  aux  deux 
stations;  l'équation  (8)  donne,  en  intégrant  de  Z\_  à  z2, 

p2       AgR2  /      t  1 

LjQcr   1 ==    .: (     . 

3  p{        i  +  ax  \K-f^2         R -f- -s 

d'où,  en  réduisant  au   même  dénominateur  et  résolvant  par  rapport  à  la 
différence  d'altitude 

Z  =  z=i  — ■  Zi, 

Dans  cette  formule,  g  désigne  l'intensité  de  la  pesanteur  au  niveau  de 
la  mer  à  la  latitude  L  du  lieu  de  l'observation;  en  appelant  gi&  l'intensité 
de  la  pesanteur  au  niveau  de  la  mer  à  la  latitude  de  45°,  on  a 

g  =  #"45(1  —  0,00265  COS2L), 

d'où,  en  prenant  les  inverses  et  négligeant  le  carré  du  terme  en  C0S2L 
qui  est  très  petit, 

—  =  — (i  -h  0,00265  cos 2 L). 

Voyons   comment  on  pourra  pratiquement   calculer  le  terme   Log  — . 

Appelons  h\  et  h2  les  hauteurs  barométriques  lues  aux  deux  stations,  Tt 
et  T2  les  températures  des  deux  baromètres  :  ces  températures  ne  sont 
pas  toujours  exactement  celles  de  l'air  ambiant;  on  fait  usage,  pour  les 
déterminer,  d'un  thermomètre  enchâssé  dans  la  monture  même  du  baro- 
mètre. Soit  A'2  la  hauteur  qu'aurait  le  baromètre  à  la  station  supérieure, 
si  sa  température  était  T!  comme  à  la  station  inférieure;  la  dilatation  du 
mercure  est  0,00018002  pour  un  degré  centigrade  et  celle  du  laiton   de 
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l'échelle  barométrique  0,00001878;  la  différence  de  ces  deux,  dilatations 

Tj  —  T\ 

hL  —  lu    1  -+- 


est  62oo  et  ^'on  a 


2~"'^V        6200 

Mais  il  faut,  de  plus,  tenir  compte  de  la  différence  des  intensités  de  la 
pesanteur  aux  deux  stations  zt  et  ~2.  Soient  g\  et  g^  ces  intensités,  pt  la 
densité  du  mercure  à  Tj  degrés.  Les  pressions  p\  et  jp2  étant  respective- 
ment égales  aux  poids  de  deux  colonnes  de  mercure  à  la  température- Tj, 
ayant  pour  base  1  et  pour  hauteurs  h\  et  h'2,  on  a 

Pi=hiPigi,        P*=Kç>ig*\ 

(         îl 
P\        h\    g\        h,    \         R 


P2        K  Si        K    (     ,    fi 

R 


T  Pi  T  ^l  T  /  Zî\  T  /  Zl 

Gomme  ^  et  ^  sont  très  petits,  on  peut,  en  négligeant  les  carrés  de 
ces  quantités,  remplacer  les  logarithmes  népériens  de  1  +  —•  et  1  +  ^  par 


R  R 


s2        z{ 

xT  et  tt  >  on  a  donc 

K  R 


/>!  A,  2Z 


En  appelant  M  =  0,4342945  le  module  des  logarithmes  vulgaires,  on  a 

At  1  ht 

W—    =    —    lOg  -■--• 

8  A'2        M      &  A'2 
La  formule  (9)  peut  donc  s'écrire 

jz=Mik(I+aT)(,+0'00''65cos2L)(,+s)(,+£iR^) 


(10) 


Dans  cette  formule,  le  facteur  — a  pour  valeur  numérique  i8336m, 

et  le  rayon  R,  6366  igS"1. 

On  pourra  calculer  Z  par  approximations   successives,  en   remplaçant 

Z 

d'abord,    dans  le   deuxième  membre,   —  par  o,   puis  remettant,   dans  le 

deuxième  membre,  pour  Z,  la  première  approximation. 

On  trouvera,  dans  Y  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1890, 
p.  184,  et  dans  les  Annuaires  des  années  suivantes,  des  Tables  pour  l'ap- 
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plication  de  la  formule  de  Laplace,  dressées  par  M.  Mathieu.  Dans  ces 
Tables,  la  formule  (10)  est  écrite  d'une  façon  un  peu  différente  qu'on 
peut  obtenir  comme  il  suit  : 

On   peut    remplacer   d'abord    le   produit    (  J  +  tt  )  (i+t^  +  :r)   Par 
(  H ~  \  (  i  H-  —  U  en  négligeant  des  termes  de  l'ordre  de  —  ;  puis  le 

produit  (ih- 0,00265  cos^L)  (  i  h- —  j   par   (  1  4-  0,00260  C0S2L  4-  —  j  en 

Z 

négligeant  le  produit  de  —  par  le  terme  en  COS2L.  Nous  aurons  alors,  en 

K 

écrivant  la  formule  (10)  après  ces  changements  et  tenant  compte  séparé- 
ment des  deux  termes  du  dernier  facteur, 

Z  =  i8  336mlog^7-  (1  +aTj(  t  4- 0,002 65  COS2L4--  j  (  14-  ^  ) 

Z 

4-  15926™  — (1  4-  ai) 

En  négligeant,  dans  la  deuxième  ligne,  les  termes   contenant  ^  ou  le 

produit  de  —  par  at  ou  par  0,00265  COS2L,  on  voit  qu'elle  se  réduit  au 

2; 

terme  15926—*  Faisant  passerce  terme  dans  le  premier  membre,  on  a  la 

valeur  de  Zl  1 ~ —  J;   pour  résoudre  par  rapport  à  Z,  il  faut  diviser  le 

deuxième   membre   par  1 — ~ —    ou   le   multiplier   par   l'inverse   de  ce 

,  .  i5q26 

nombre,  qui  est  approximativement  14 5 — •• 

K 

Finalement,  on  peut  écrire,  en  faisant  encore  une  fois  l'approximation 

qui  consiste  à  remplacer  (1  4-  e)  (1  4-  s')  par  i  +  e  +  e', 

Z  =  i836-log^r,  +  ,(T|  +  T2)l 
n2  L  1000 

/  ,r  x        Z  4-  i5q26\  /  Zi       \ 

X      14-  0,0026d  C0S2L  4-       ,   lt.n     -—  1+   r— 77; h 

\  '  6366ig8  /  \         3i83o99/ 

qui  est  la  formule  pour  laquelle  sont  construites  les  Tables  de  V Annuaire. 
Cette  formule,  étant  basée  sur  l'hypothèse  d'un  équilibre  statique  de 
l'atmosphère,  ne  peut  servir  que  quand  l'air  est  calme;  l'approximation 
sur  une  différence  d'altitude  peut  alors  être  estimée  à  une  dizaine  de 
mètres;  mais,  dans  les  temps  de  bourrasques,  les  erreurs  peuvent  atteindre 
des  valeurs  invraisemblables. 

631.   Cas  où  les  forces  dérivent  d'une  fonction  de  forces.  — - 
Dans  l'application  que   nous  venons  de  faire  à  la  pesanteur,   la 
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force  rapportée  à  l'unité  de  masse  dérive  d'une  fonction  de  forces. 

Supposons,  d'une  manière   générale,  que    cette    circonstance  se 

présente  et  appelons  U(#,  y,  z)  la  fonction  de  forces.  L'équation 

d'équilibre  est  alors 

dp  =  p  d\J. 

Cette  équation  montre  d'abord  que  p  est  fonction  de  U  seule- 
ment; en  effet,  si  l'on  se  déplace  dans  le  fluide  de  telle  façon  que 
U  reste  constant,  dU  est  nul,  donc  dp  est  nul  et  p  reste  constant. 
Ainsi 

Les  surfaces  d'égale  pression  ou  surfaces  de  niveau  se  con- 
fondent donc  avec  les  surfaces  U  =  const. 

Remplaçons  p  par  cette  expression  dans  l'équation  d'équilibre 
et  désignons  par  cp'  la  dérivée  de  cp  ;  nous  aurons 

p  =  cp'(U).  . 

Les  surfaces  d'égale  densité  se  confondent  donc  avec  les  sur- 
faces de  niveau. 

Enfin,  l'équation  caractéristique  entre  p.  o  etT  montre  que  t  est 
également  une  fonction  de  U,  c'est-à-dire  que  les  surfaces  d'égale 
température  coïncident  aussi  avec  les  surfaces  de  niveau. 

632.  Application.  Équilibre  relatif  d'un  liquide  pesant  animé 
d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  vertical 
fixe.  —  Imaginons  un  liquide  pesant  de  densité  p  animé  d'un 
mouvement  de  rotation  uniforme,  de  vitesse  angulaire  w,  autour 
d'un  axe  vertical  iîxe  ascendant  Oz.  Cherchons  si  ce  liquide  peut 
prendre  un  état  d'équilibre  relatif  par  rapport  à  des  axes  rectan- 
gulaires 0#,  Oyy  Oz  tournant  autour  de  0,3  avec  cette  même  vi- 
tesse. 

Pour  cela,  on  peut  regarder  les  axes  mobiles  comme  fixes,  à 
condition  d'ajouter  à  la  pesanteur  Ja  force  centrifuge  (voyez 
Chap.  XXII).  Soit  dm  un  élément  de  masse  de  coordonnées  re- 
latives xy  y,  z  :  le  poids  de  cet  élément  a  pour  projections  sur  les 
axes  Ox:  Oy,  Oz  les  quantités  o,  o,  —  g  dm;  la  force  centrifuge 
est  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'élément  consi- 
déré sur  l'axe  Oz,  elle  tend  à  éloigner  l'élément  de  l'axe  et  elle  a 
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pour  intensité  to2rdm,  r  étant  la  distance  de  l'élément  à  l'axe; 
par  suite,  la  force  centrifuge  a  pour  projections  <ù2x  dm,  <s>2ydm, 
o.  La  résultante  des  forces  qu'il  faut  appliquer  à  l'élément  dm  a 
donc  pour  projections  iù2xdm,  iù2y  dm,  — g  dm,  et  la  force  X, 
Y,  Z  rapportée  à  l'unité  de  masse  est 

X  =  oj2x.        Y  =  to2^,        Z=  —  g. 

L'équation  d'équilibre  est  alors 

dp  =  p  [  to2  (  x  dx  -+-  y  dy)  —  g  dz  ] . 

Actuellement,  la  force  X,  Y,  Z  dérive  d'une  fonction  de  forces 
uniforme 

U=  °^(x^y*)-gz, 

et  l'on  peut  écrire 

dp  =  p  dU  ; 

on  pourra  donc  appliquer  à  cet  exemple  toutes  les  conclusions  du 
numéro  précédent. 

Les  surfaces  de  niveau  sont 

U  =  const.; 

ce  sont  des  paraboloïdes  de  révolution  autour  de  O^  tous  égaux, 

pr 

la  parabole  méridienne  ayant  pour  paramètre  ^* 

La  surface  libre  du  liquide  supposée  en  contact  avec  l'air  immo- 
bile est  une  surface  de  niveau,  car,  sur  cette  surface,  la  pression 
est  constante  et  égale  à  la  pression  atmosphérique  pa.  La  constante 
arbitraire  figurant  dans  l'équation  de  la  surface  libre  se  détermine 
par  cette  condition  que  la  masse  liquide  limitée  par  les  parois  du 
vase  et  la  surface  libre  a  une  grandeur  donnée. 

Si  le  liquide  est  à  une  température  constante,  p  est  constant; 
alors,  en  intégrant,  on  a 

p  =  p  I  ^-  O2  +  y2  )  -  gz  +  cl , 

où  c  est  une  constante,  et  la  surface  libre  a  pour  équation 

w2 

—  02-+-JK2)—  gz  =  c, 
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où  c'  est  une  autre  constante  déterminée  comme  nous  l'avons  dit. 
On  obtient  ensuite  c  en  écrivant  que,  sur  la  surface  libre,/?  =/?a5 
ce  qui  donne 

Exercice.  —  Supposons  que  le  vase  soit  un  cylindre  de  révolution  au- 
tour de  Oz  de  rayon  R  et  que,  le  vase  étant  au  repos,  le  liquide  supposé 
homogène  s'y  élève  à  la  hauteur  h.  On  fait  tourner  le  vase  avec  la  vitesse  w  ; 
démontrer  que,  si  l'origine  0  est  au  fond  du  vase,  la  surface  libre  a  pour 
équation 


R2 

(.o2(a?2-f-  y'2) —  igz  ==  o>2 ^§h, 


tant  que 


10  =-rT 


>2< 


Si  u>2  >         • ,  le  fond  se  découvre  et  la  surface  libre  a  pour  équation 
R2 

w202-hjk2)  —  igz  =  wR(coR  —  i\/~gh). 

Tant  que  le  fond  ne  se  découvre  pas,  la  section  de  la  surface  libre  par 

le  niveau  primitif z  =  h  est  une  circonférence  de  rayon  ^Ry/a  indépendant 
de  o).  Ces  résultats  sont  empruntés  au  Cours  de  M.  Léauté  à  l'Ecole  Poly- 
technique en  1898. 

On  a  construit  un  appareil  fondé  sur  la  théorie  exposée  dans  ce  numéro, 
permettant  de  mesurer  les  vitesses  angulaires  (voyez  Greenhill,  A  Treatise 
on  Hydrostatics,  p.  448;  1894). 

633.  Fluides  superposés.  —  Soient  deux  fluides  superposés  : 
appelons/?  la  pression,  p  la  densité  dans  le  premier  fluide,  et  F  la 
force,  de  projections  X,  Y,  Z,  agissant  en  chaque  point  du  fluide 
rapportée  à  l'unité  de  masse;  soient  pK,  p0  F<  les  quantités  ana- 
logues pour  le  deuxième  fluide. 

Les  deux  fluides  étant  en  équilibre,  on  a,  dans  le  premier, 

dp  =  p(X  dx  -h  Y  dy  -h  Z  dz)  —  F  p  ds  cos  F,  ds, 
et,  dans  le  deuxième, 

dpi  =  p^Xxdx  -r-  Yidy  -hZidz)  =  F^  ds  cosF!,  ds. 

Le  long  de  la  surface  de  séparation  S,  la  différence  p  —  p\  est 
nulle,  car  chaque  élément  de  cette  surface  doit  subir  la  même 
pression  sur  ses  deux  faces,  pour  que  l'équilibre  subsiste.  On.  a 
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donc,  pour  un  déplacement  quelconque  ds  effectué  sur  la  sur- 
face de  séparation,  dp  =  dpx,  c'est-à-dire 

(S)  p(Xrfa?  +  Yrf/  +  Z  dz)  =  piiXidx  -h  Y\dy  -+-  Zxdz), 

ou  encore 

(S)  Fp  cosF,  ds  =  Ftpi  cosFi,  ds. 

C'est  là  l'équation  différentielle  de  la  surface  de  séparation. 

Cas  particuliers.  —  i°  Les  forces  F  et  F<  appliquées  aux 
deux  fluides,  dérivent  de  fonctions  de  forces  U  et  U^;  l'équa- 
tion différentielle  de  la  surface  de  séparation  est  alors 

(S)  pd\J —  pifl?Ui  =  o. 

2°  La  fonction  de  forces  est  la  même  pour  les  deux  fluides. 
Alors  U<  est  identique  à  U  ;  l'équation  (S)  devient 

(p  —  pl)dU=o. 

Comme  p  —  p,  est  différent  de  zéro,  on  a,  le  long  de  la  surface 

de  séparation 

dV  =  o,         U  =  const.; 

la  surface  S  es£  une  su/face  de  niveau.  C'est  la  généralisation  de 
ce  qui  a  lieu  pour  deux  fluides  pesants  supposés  (n°  629). 

3°  Les  deux  fluides  superposés  sont  des  liquides  à  tempéra- 
ture constante.  Alors  p  et  p,  sont  constants;  le  long  de  la  surface 
de  séparation,  on  a 

p  dXJ —  pitf?Ui=o,         pU  —  pi  Ui  =  const., 
ce  qui  donne  l'équation  de  la  surface  S  sous  forme  finie. 

634.  Principe  d'Archimède. —  Imaginons  un  fluide  en  équilibre 
sous  l'action  d'un  certain  système  de  forces;  soit,  comme  plus 
haut,  F  la  force  qui  agit  sur  le  fluide  en  un  point  quelconque  M, 
rapportée  à  l'unité  de  masse. 

Supposons  qu'un  corps  solide  soit  plongé  dans  ce  fluide  et 
maintenu  immobile.  Sur  chaque  élément  superficiel  dv  du  corps, 
le  fluide  exerce  une  pression  normale  p  d<7.  L'ensemble  de  ces 
pressions  constitue  un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  so- 
lide ;  elles  peuvent  donc  être  réduites  à  une  résultante  générale  OR 
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appliquée  en  un  point  O  pris  à  volonté  et  àuu  couple  dont  l'axe  OG 
est  le  moment  résultant  de  toutes  les  pressions  p  do-  par  rapport 
au  point  O.  Le  principe  d'Archimède  permet  d'évaluer  la  résul- 
tante OR  et  le  couple  OG  d'une  manière  simple. 

Enlevons  le  corps  solide  et,  sans  toucher  au  fluide  extérieur  au 
corps,  remplaçons  le  corps  par  du  fluide  de  même  nature  soumis 
à  la  même  loi  de  forces  F  et  disposé  de  façon  que  le  système  entier, 
constitué  par  le  fluide  primitif  et  celui  qui  a  remplacé  le  corps, 
reste  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  considérées.  Prenons, 
en  particulier,  l'ensemble  des  forces  ¥  o  dz  agissant  sur  les  élé- 
ments de  volume  du  fluide  qui  remplace  le  corps  ;  soient  OR' 
et  OG'  la  résultante  générale  et  le  moment  résultant  de  ces  forces 
par  rapport  au  même  point  O.   On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

La  résultante  OR  est  égale  et  opposée  à  OR;,  le  moment  OG 
égal  et  opposé  à  OG'. 

En  effet,  les  forces  extérieures  appliquées  au  fluide  qui  rem- 
place le  corps  solide  sont  : 

i°  Les  pressions  pd<j  sexerçant  sur  la  surface  de  ce  fluide, 
pressions  identiques  à  celles  qui  s'exerçaient  sur  la  surface  du 
corps  solide  ; 

2°  Les  forces  Fp^T  agissant  sur  les  éléments  de  volume  di  de 
ce  fluide. 

Comme  le  fluide  qui  remplace  le  corps  solide  est  en  équilibre, 
les  forces  extérieures  qui  lui  sont  appliquées  satisfont  aux  condi- 
tions d'équilibre  d'un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  so- 
lide. L! ensemble  des  pressions  pcfo  et  des  forces  Fp  a\  est  donc 
équivalent  à  zéro  :  où,  ce  qui  revient  au  même,  la  résultante  gé- 
nérale OR  et  le  moment  résultant  OG  des  forces  pdi  par  rapport 
à  un  point  O,  sont  égaux  et  opposés  à  la  résultante  générale  OR' 
et  au  moment  résultant  OG'  des  forces  F  p  di  par  rapport  au  même 
point. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Exemple  :  Corps  immergé  dans  un  fluide  pesant.  —  Imagi- 
nons un  corps  maintenu  immobile  dans  un  fluide  pesant  en  équi- 
libre. L'ensemble  formé  :  i°  par  les  pressions  p  do-  appliquées  aux 
éléments  superficiels  de  ce  corps;  2U  par  les  poids  gpdz  des  élé- 
ments de   volume   du   fluide   pesant  qu'il  faudrait  substituer  au 
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corps  pour  maintenir  l'équilibre  du  fluide  environnant,  est  équi- 
valent à  zéro. 

Gomme  les  forces  verticales  gp  d'z  sont  équivalentes  à  une  force 
unique  égale  au  poids  du  fluide  qu'il  faudrait  substituer  au  corps, 
on  voit  que  les  pressions  p  d<j  du  fluide  sur  le  corps  ont  une  ré- 
sultante unique  égale  et  opposée  au  poids  du  fluide  qu'il  faudrait 
substituer  au  corps  pour  maintenir  l'équilibre.  On  dit,  pour  abré- 
ger, que  le  corps  subit,  de  la  part  du  fluide  pesant,  une  poussée 
verticale  égale  et  directement  opposée  au  poids  du  fluide  déplacé. 

Ce  résultat  s'applique  à  un  corps  plongé  dans  l'air  immobile,  ou 
dans  l'eau  immobile,  ou  partiellement  dans  l'air  et  partiellement 
dans  l'eau. 

635.  Ensemble  des  pressions  d'un  fluide  sur  les  parois  d'un 
vase  fermé  qui  le  contient.  —  On  peut  établir  un  théorème  ana- 
logue au  précédent  pour  l'ensemble  des  pressions  exercées  par  un 
fluide  en  équilibre  sur  les  parois  d'un  vase  fermé  qui  le  contient. 

Sur  chaque  élément  do-  de  la  paroi  du  vase,  le  fluide  exerce  une 
pression  normale  pd<s\  sur  chaque  élément  d'z  du  volume  du 
fluide  agit  une  force  extérieure  Fpd-z. 

V ensemble  des  pressions  pd<r  est  équivalent  à  l'ensemble 
des  forces  Fpdx.  Si,  en  un  point  quelconque  O,  on  construit  la 
résultante  générale  et  le  moment  résultant  des  pressions  p  de,  on 
obtient  les  mêmes  vecteurs  qu'en  construisant  la  résultante  géné- 
rale et  le  moment  résultant  des  forces  Fp  d'z. 

En  effet,  les  forces  extérieures  agissant  sur  le  fluide  sont  : 

i°  Les  réactions  des  parois  du  vase  sur  le  fluide,  réactions 
égales  et  opposées  aux  pressions  pdc  du  fluide  sur  le  vase; 

2°  Les  forces  Fpdz. 

L'ensemble  de  ces  forces  est  équivalent  à  zéro,  puisque  le 
fluide  est  en  équilibre  :  l'ensemble  des  forces  p  do-  est  donc  équi- 
valent à  l'ensemble  des  forces  Fp<^T. 

Par  exemple,  si  un  fluide  soumis  uniquement  à  la  pesanteur  est 
contenu  dans  un  vase  clos,  les  forces  Fpafr,  appliquées  aux  élé- 
ments de  volume,  sont  les  poids  gpdi  de  ces  éléments;  les  pres- 
sions/?^ sur  les  parois  du  vase  étant,  dans  leur  ensemble,  équiva- 
lentes aux  poids  gp  d'z  ont  une  résultante  unique  égale  au  poids  total 
du  fluide,  résultat  qu'on  peut  regarder  comme  évident  a  priori. 
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II.  —  ÉQUILIBRE  ISOTHERME. 

636.  Équilibre  isotherme.  — ■  Nous  examinerons  en  détail  le 
cas  simple  où  la  température  est  constante  dans  toute  l'étendue 
du  fluide  en  équilibre.  On  dit  alors  que  l'équilibre  est  isotherme. 

637.  Dans  l'équilibre  isotherme,  les  forces  appliquées  à  l'unité 
de  masse  dérivent  nécessairement  d'une  fonction  de  forces  uni- 
forme dans  l'étendue  du  fluide.  —  Si  la  température  t  est  con- 
stante dans  toute  l'étendue  du  fluide,  la  relation  caractéristique 
devient  une  équation  entre  les  deux  seules  variables/?  et  p  ;  nous 
supposerons  cette  relation  résolue  par  rapport  à  o. 

Equation  caractéristique  : 

La  fonction  f{p)  est  uniforme  et  essentiellement  positive.    Par 
exemple,  pour  un  gaz  parfait  à  température  constante, 

P  =  Cp, 

G  désignant  une  constante  positive;  pour  un  liquide  incompres- 
sible, 

p  =  c, 

c  étant  une  constante  positive. 

Les  équations  d'équilibre  sont  résumées  dans  l'équation  unique 

(11)  dp  =  p  (  X  dx  -h  Y  dy  -+-Zdz), 

où  dx,  dy,  dz  sont  arbitraires.  Comme  on  a 

on  peut  écrire  cette  équation 


Xdx-*-Ydy-*-Zdz  =  d  f  ~P 


fiP) 

Donc  "X.dx-\-Ydy-\-2idz  est  la  différentielle  totale  exacte  de 

la  fonction 

dp 

Kp) 


L 
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Cette  quantité  P  est  une  fonction  uniforme  de  la  pression  p  ; 
mais,  comme  p  est  une  fonction  uniforme  de  œ,  y,  z  dans  toute 
l'étendue  du  fluide,  P  est  une  fonction  uniforme  de  #,  y,  z\  ce 
qui  démontre  le  théorème. 

Inversement,  supposons  un  fluide,  à  température  constante,  sol- 
licité par  des  forces  telles  que  la  force  X,  Y,  Z,  rapportée  à  l'unité 
de  masse,  dérive  d'une  fonction  de  forces  uniforme  U(#,  y,  z).  Le 
fluide  peut  alors  prendre  une  position  d'équilibre  et,  dans  cette 
position,  la  pression  et  la  densité  se  déterminent  comme  il  suit  : 

L'équation  d'équilibre  (n°  631)  s'écrit 

dp  =  p  dU ,         —  =  d\J , 

P 

ou,  en  remplaçant  o  par  f(p)  et  intégrant, 


(I2)  l 


p   dp 


./</>) 


u— u 


o  • 


dans  cette  équation,  p  et  p0  désignent  les  pressions  en  deux 
points  M  et  M0  du  fluide,  U  et  U0  les  valeurs  de  la  fonction  U  en 
ces  mêmes  points.  En  la  résolvant  par  rapport  à  /?,  on  voit  qu'elle 
détermine  la  pression  en  chaque  point  M  du  fluide,  dès  qu'on  la 
connaît  en  un  point  particulier  M0.  On  a  ensuite  o  =.f(p). 

Ce  sont  là  des  cas  particuliers  des  théorèmes  établis  au  n°  631. 

Par  exemple,  dans  un  liquide  pesant  à  température  constante, 
on  a,  en  prenant  un  axe  Oz  vertical  descendant,  et  supposant 
l'intensité  de  la  pesanteur  constante  dans  toute  l'épaisseur  du  li- 
quide, 

U  =  gz. 

L'équation  d'équilibre,  où  p  est  constant,  donne  alors 

r  P 

Si  l'on  appelle  z0  le  z  de  la  surface  libre  supposée  en  contact 
avec  l'air  au  repos,  la  pression  p0  sur  un  élément  quelconque  de 
cette  surface  est  la  pression  atmosphérique,  qui  est  connue.  La 
formule  détermine  alors  la  pression  en  un  point  quelconque. 

Liquide  incompressible.  Principe  de  Pascal.  —  Dans  un  li- 
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quide  à  température  constante,  p  est  constant.  L'équation 

±=dV 

P 

donne  alors  immédiatement 

P 

équation  qui  détermine  la  pression  en  chaque  point,  dès  qu'on 
connaît  sa  valeur  au  point  particulier  M0. 

Supposons  que,  par  un  procédé  quelconque,  on  fasse  varier  la 
pression  au  point  particulier  M0,  en  lui  faisant  prendre  une  va- 
leur pQ  -\-  op0  ;  un  nouvel  état  d'équilibre  s'établit  et,  en  un 
point  M  quelconque  du  liquide,  la  pression  prend  une  nouvelle 
valeur  jt>  +  8/?.  D'ailleurs  les  quantités  p,  U,  U0  ne  varient  pas. 
La  nouvelle  équation  d'équilibre  est  donc 

/?-p  op—po—  3/?q  __      _ 

P 

D'où,  en  comparant  avec  la  précédente, 

op  =  op0. 

Donc,  dans  un  liquide  en  équilibre,  les  pressions  se  trans- 
mettent intégralement  dans  tous  les  sens.  Tel  est  le  principe  de 
Pascal;  une  application  importante  de  ce  principe  est  la  presse 
hydraulique. 

Gaz  parfait  à  température  constante.  —  Pour  un  gaz  parfait, 
quand  t  est  constant,  on  a 

p  =  C/?; 


L'< 

équation  d'équilibre 

devient 

d 

'où,  en  intégrant, 

dp 
P 

=  CdU, 

T        P 
LOS;  —    = 

=  G(U  — 

Uo), 

P  = 

=  PoeW- 

-U0). 

Transmission  des  pressions  dans  un  fluide  en  équilibre  iso- 
therme. —  Cherchons  ce  que  devient  le  principe  de  Pascal  pour 
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an  fluide  quelconque  en  équilibre  isotherme.  Reprenons  l'équation 
d'équilibre 

os)  £&rv-v« 

qui  détermine  la  pression  p  dans  toute  la  masse,  dès  qu'on  la 
connaît  en  un  point  M0.  Supposons  que,  dans  un  deuxième  état 
d'équilibre,  la  pression  au  point  M0  soit  /?0+  op0  et  cherchons  la 
nouvelle  valeur  p  -h  ùp  que  prend  la  pression  en  un  point  quel- 
conque M;  l'équation  d'équilibre  (i3)  devient  alors 

rp+ôp   dp 


Po-^0p0 


On  en  conclut,  en  retranchant  ces  deux  équations   membre  à 

membre, 

•  p+Zp   dp  np^opo   dp 


JP    yTp~)~~JPo 


fip) 


Cette  formule  détermine  ùp  en  fonction  de  o/?0;  elle  donne  la 
généralisation  du  principe  de  Pascal. 

Dans  le,  cas  particulier  où  op0  est  infiniment  petit,  ùp  l'est  aussi  ; 
chacune  des  intégrales  ci-dessus  ne  renferme  qu'un  élément  et  la 
relation  devient 

ou,  comme  p  =y(^»), 

%p    _    0/>Q 

P    ~~    Po  ' 

Donc  les  variations  infiniment  petites  de  pression  se  trans- 
mettent en  chaque  point  proportionnellement  à  la  densité  en 
ce  point. 

638.  Cas  où  les  forces  dérivent  d'une  fonction  de  forces  non  uni- 
forme. —  Nous  avons  vu  plus  haut  que,  dans  l'équilibre  isotherme,  les 
forces  dérivent  nécessairement  d'une  fonction  de  forces  uniforme  dans 
toute  la  niasse.  Si  donc  les  forces  dérivent  d'une  fonction  de  forces  non 
uniforme  dans  la  masse  fluide,  l'équilibre  est  impossible. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  fonction  de  forces  soit 

y 

U  =  arc  taner  —  « 


CHAPITRE    XXXI.    —    HYDROSTATIQUE.  l6l 

Les  surfaces  de  niveau  U  =  const.  sont  des  plans  passant  par  Oz,  et  la 
valeur  de  U  en  un  point  M  est  l'angle  que  fait  le  plan  z  OM  avec  le  plan  zOx. 
La  force  dérivant  de  U,  qui  agirait  sur  un  point  de  masse  i  placé  en  M, 
est  perpendiculaire  au  plan  ^OM  et  dirigée,  par  rapport  à  ce  plan,  du  côté 
des  U  croissants,  c'est-à-dire  dans  le  sens  positif  des  rotations  autour 
de  Oz:  elle  tendrait  donc  à  faire  tourner  ce  point  dans  le  sens  positif  des 
rotations  autour  de  Oz.  On  trouvera  dans  le  Chapitre  IV,  premier  Volume, 
une  figure  se  rapportant  à  cette  question. 

Cela  posé,  imaginons  d'abord  un  liquide  de  densité  constante  p,  contenu 
dans  un  vase  clos  à  connexion  simple,  comme  un  ellipsoïde,  non  traversé 
par  l'axe  Oz. 

Dans  ce  vase,  chacune  des  déterminations  de  U,  suivie  par  continuité, 
est  uniforme,  car  le  point  .r,  y,  z  ne  peut  pas  tourner  autour  de  Oz  sans 
traverser  les  parois  du  vase.  Le  liquide  prendra  donc  un  état  d'équilibre, 
dans  lequel  la  pression  sera  déterminée  par  la  formule 

(13) —  =  arc  tang- arc  tang  "^-> 

p  x  xQ 

où  /?o  est  la  pression  au  point   particulier  M0(a?0,  yQ,  zQ).  Cette  formule 

donne  pour  p  une  seule  valeur  au  point  M(x,  y,  z),  car  la  différence  des 

deux  arcs  tang  du  deuxième  membre  est  la  variation  que  subit  la  valeur 

y  . 

de  arc  tang  —  suivie  par  continuité  dans  la  masse  liquide  du  point  M 0 

Ou 

au  point  M;  cette  variation  est  l'angle  dont  tournerait  dans  le  sens  po- 
sitif autour  de  Oz  un  mobile  allant  de  M0  en  M  dans  le  liquide. 

Le  fait  que  l'équilibre  s'établit  est  d'ailleurs  évident  a  priori,  car  les 
parois  du  vase  empêchent  le  liquide  de  tourner  autour  de  Oz  sous  l'action 
des  forces  supposées. 

Imaginons,  au  contraire,  que  le  vase  contenant  le  liquide  ait  la  forme 
d'un  tore  ayant  Oz  pour  axe  :  alors  la  fonction  U  n'est  plus  uniforme  dans 
la  masse  fluide;  en  effet,  si,  partant  d'un  point  quelconque  M  de  cette 
masse,  on  se  déplace  dans  le  fluide  en  faisant  un  tour  autour  de  Oz  et  re- 
venant au  point  de  départ,  la  fonction  des  forces,  suivie  par  continuité, 
possède,  au  commencement,  une  valeur  U  et,  à  la  fin,  la  valeur  U±2tt. 
L'équilibre  est  donc  impossible.  C'est  ce  qu'on  voit  a  priori,  car,  la  force 
qui  agit  sur  chaque  molécule  tendant  à  faire  tourner  la  molécule  autour 
de  Oz  dans  le  sens  positif,  le  liquide  tout  entier  se  met  à  tourner  autour 
de  cet  axe. 

Pour  empêcher  ce  mouvement,  on  pourrait  placer  dans  le  tore  une 
cloison  AB  coïncidant  avec  le  plan  d'un  méridien;  mais  cette  cloison,  ad- 
jointe aux  parois  du  tore,  déterminerait  un  nouveau  vase  dans  lequel  U 
serait  uniforme  ;  on  ne  pourrait  plus,  sans  traverser  les  parois  du  vase, 
faire  dans  le  liquide  un  tour  autour  de  Oz.  Cette  cloison  est  alors,  pour  la 
fonction  U,  une  coupure  rendant  cette  fonction  uniforme,  comme  les  cou- 
pures   employées   dans  la    théorie  des  fonctions.  L'équilibre  étant  établi 

m.  1 1 
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dans  ces  conditions,  la  formule  (i5)  montre  que,  sur  les  deux  faces  de  la 
cloison,  les  valeurs  de  la  pression  diffèrent  de  2icp. 

Des  circonstances  analogues  à  celles  que  nous  venons  d'indiquer  se 
présentent  dans  l'équilibre  d'un  liquide  soumis  à  des  actions  électroma- 
gnétiques (voyez  une  Note  de  M.  Lippmann,  Comptes  rendus,  3  no- 
vembre 1884).  Nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  la  Dynamique  des 
fluides. 


639.  Surface  libre  des  mers  dans  l'hypothèse  d'un  noyau  ter- 
restre sphérique.  —  On  sait  que  la  surface  des  mers,  que  l'on  re- 
garde comme  la  surface  moyenne  de  la  Terre,  n'est  pas  sphérique; 
elle  peut  être  assimilée  à  un  ellipsoïde  aplati  de  révolution  autour 
de  la  ligne  des  pôles.  Essayons  de  nous  rendre  compte  de  ce  fait 
en  regardant  la  Terre  comme  formée  d'un  noyau  sphérique  com- 
posé de  couches  concentriques  homogènes,  recouvert  d'une  couche 
d'eau  ;  nous  négligeons  d'ailleurs  l'attraction  newtonienne  des  mo- 
lécules d'eau  les  unes  sur  les  autres. 

Dans  ces  conditions,  l'attraction  de  la  Terre  sur  une  molécule 
liquide  est  la  même  que  si  toute  la  masse  du  noyau  était  con- 
centrée au  centre.  Soient  a  le  rayon  équatorial  des  mers,  b  le 
rayon  polaire,  R  le  rayon  moyen  de  la  Terre; 

n       a  h-  b 
K  = • 


Appelons  A  l'intensité  de  l'attraction  du  noyau  sur  l'unité  de 
masse  à  la  distance  R  du   centre;  à  la  distance  r  du  centre,   elle 

AR2 
est  ■ — — •   Si  nous  prenons  comme  origine  le  centre  de  la  Terre, 

comme  axe  O^  l'axe  polaire  et  comme  axes  Ox  et  Oy  deux  axes 
liés  à  la  Terre  dans  le  plan  de  l'équateur,  pour  étudier  l'équilibre 
relatif  des  mers,  il  suffira  d'ajouter,  à  l'attraction  du  noyau  qui 
agit  sur  chaque  molécule  liquide,  la  force  centrifuge  calculée 
comme  au  n°  632. 

L'attraction  du  noyau  sur  une  molécule  de  masse  1  dérive  de  la 

fonction  des  forces — —  et  la  force  centrifuge  appliquée  à  la  même 

•  il} 

molécule  de  la  fonction  —  (x2-\- y'2),  to  étant  la  vitesse  de  rotation 

de  la  Terre. 

La  résultante  des  forces   rapportée  à  l'unité  de  masse  dérive 
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donc  de  la  fonction 


AR2       w2      . 

u  =  — -  h — (^2+  r2), 


L'équation  d'équilibre  est  alors 

dp  =  p  dU,        p  =  pU  -+-  const. 

Les  surfaces  de  niveau  ont  pour  équation  U  —  const.  En  parti- 
culier, la  surface  libre,  sur  laquelle  la  pression  est  regardée  comme 
constante,  est  une  surface  de  niveau.  L'équation  de  cette  surface 

est  donc 

AR2       w»     . 

— ■  h — (>2-+-.r2)  =  G- 

r  i  v  J    ' 

C'est  une  surface  de  révolution  dont  la  méridienne,  dans  le  plan 
y  =  o,  a  pour  équation 

/  *\  AR2  w2    , 

(16)  H x2=C, 


vc 


XA-\-  2^ 


2 


où  C  est  une  constante  que  Ion  peut  déterminer  en  écrivant  que 
le  rayon  polaire  (jc  =  o)  a  une  longueur  donnée  b;  on  trouve  ainsi 

AR2 
pour  C  la  valeur  — - — 

Comme  to  est  très  petit,  la  courbe  méridienne  diffère  peu  d'un 
cercle,  car,  si  to  était  nul,  elle  se  réduirait  à  un  cercle  ;  on  s'assure 
sans  peine  que  sa  forme  se  rapproche  de  celle  d'une  ellipse  :  pour 
cela,  on  peut  résoudre  l'équation  par  rapporta  z2  et  développer  z2 
en  une  série  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  w2  ; 
en  négligeant  les  termes  en  w4,  en  obtient  l'équation  d'une  ellipse. 
Conservons  l'équation  sous  la  forme  (16),  où  C  a  la  valeur  trouvée 
plus  haut,  et  cherchons  le  rayon  équatorial  a,  en  faisant  z  =  o, 


x  =  a  ;  nous  avons 

AR2        w2     a       AR2 

■   h a2  =  —y—  • 

ai  o 

D'où,  en  transposant,  on  trouve  pour  l'aplatissement 

a  —  b        Rw2    cf-b 
a       ~  ~âX     rT" 

Comme  les  rapports  -=r  et  -^  des  rayons  équatoriaux  et  polaires 
au  rayon  moyen  de  la  Terre  sont  très  voisins  de  i ,  on  peut  écrire 
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approximativement 

a  —  b_     Rw2        j^ 

a  2  A         578 

comme  il  résulte  de  ce  fait  déjà  signalé  dans  le  Chapitre  XXII, 

O  TTT  R(U2  -11  ,  1      ,  1 

s  111,  que  — r—  est  sensiblement  égal  a  — -• 

0       '    l         A  n  172 

Les  mesures  géodésiques  montrent  que  l'aplatissement  est  en- 
viron —^  .  Les  hypothèses  simples  qui  précèdent  sont  donc  insuf- 
fisantes pour  rendre  compte  de  la  forme  de  la  Terre;  en  réalité,  le 
noyau  solide  n'est  pas  sphérique,  mais  est  lui-même  aplati  suivant 
la  ligne  des  pôles  {voyez  Greenhill,  Treatise  on  Hydrostatics, 
p.  4^8-459,  et  Kirchhoff,  Mechanik,  zwolfte  Vorlesung). 

640.  Figures  ellipsoïdales  d'équilibre  relatif  d'une  masse  fluide 
homogène  animée  d'une  rotation  uniforme.  —  Soit  une  masse 
fluide  homogène  limitée  par  un  ellipsoïde;  supposons  que  les 
éléments  de  cette  masse  s'attirent  suivant  la  loi  de  Newton  et  que 
la  masse  tourne  autour  d'un  de  ses  axes  de  symétrie  avec  une  vi- 
tesse angulaire  constante  to.  Cherchons  s'il  est  possible  que  la 
masse  soit  en  équilibre  relatif,  en  supposant  que  la  pression  sur 
la  surface  libre  soit  nulle  ou  égale  à  une  constante  donnée. 

Premier  cas.  —  L! ellipsoïde  est  de  révolution  (aplati)  autour 
de  Vaxe  de  rotation.  —  Ce  cas  a  été  étudié  d'abord  par  Mac 
Laurin.  Prenons  l'axe  de  rotation  pour  axe  Oz,  et  pour  axes  Ox 
et  Oy  deux  axes  invariablement  liés  à  l'ellipsoïde  tournant.  Soient 

(17) 


l'équation  de  la  surface  de  l'ellipsoïde,  0  la  densité  du  liquide  et 
f  la  constante  de  l'attraction  universelle.  D'après  ce  que  nous 
avons  vu  dans  la  théorie  de  l'attraction  (n°  603),  l'attraction  de 
l'ellipsoïde  sur  un  point  de  masse  1  placé  à  l'intérieur  ou  sur  la 
surface  a  pour  projections,  sur  les  axes,  des  quantités  de  la  forme 
(18)  -Vx,     -Py,     -Rz, 

où  P  et  R  sont  des  constantes  ayant  pour  valeurs 

P  =  /  — !-^- arc  tang£ — 

J  k*  \  6  i-f-£2 

'  -4«p(n- *«)",. 

R=/         \z -(*  —  aretang/c), 
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en  posant 


v/a2—  62 


a 


T*  =  l  +  ki 


D'aatre  part,  la  force  centrifuge  qu'il  faut  appliquera  un  point  de 
masse  i  pour  étudier  l'équilibre  relatif  a  pour  projections  (n°632) 

(20)  o>2a?,     w2jk,     o. 

La  résultante  des  forces  rapportées  à  l'unité  de  masse  a  donc 
pour  projections 

X  =  — (P  —  o)2)^,         Y  =  —  (P—  a>2)7,         Z=-Rs, 

et  l'équation  d'équilibre' est 

dp  —  —  p[(P  —  o)2)  (x  dx  -\- y  dy)  -+-  Rz  dz\ 

Gomme  p  est  constant,  on  a,  en  intégrant, 

p  =  —  Jp  [(  P  —  w2)(ar2-i-<r2)  +  R52]  +  C. 

Les  surfaces  de  niveau  p  =  const.  ont  donc  pour  équation 

(21)  (P  -0)2)O24-jk2)-{-  Rz*  =  1, 

où  X  est  une  constante  arbitraire.  Ce  sont  des  ellipsoïdes  de  révo- 
lution homothétiques  et  concentriques. 

Gomme,  sur  la  surface  libre,  la  pression  est  supposée  constante, 
cette  surface  doit  elle-même  se  trouver  parmi  les  surfaces  de  ni- 
veau. Identifiant  les  équations  (21)  et  (17),  on  a 

a2(P-w2)  =  ^R; 

remplaçons  -=-  par  1  -f-  A"2,  P  et  R  par  leurs  valeurs  et  réduisons, 

nous  aurons  finalement  une  équation   de  condition    qu'on  peut 
écrire 

(3  -f-  £2)arctang£— 3A- 


(22) 


O)' 


27l/p  £3 

Quand  w  et  p  sont  donnés,  cette  équation  transcendante  déter- 
mine k  et,  par  suite,  le  rapport  -=■  des  axes  de  l'ellipse  méridienne 

relative  à  la  surface  libre  ;  les  axes  eux-mêmes  sont  ensuite  déter- 
minés par  cette  condition  que  le  volume  de  la  masse  liquide  est 


connu. 
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Discussion.  —  Pour  discuter  l'équation  (22)  où  k  est  l'inconnue,  faisons 
varier  k  de  o  à  00  et  étudions  la  variation  de  la  fonction 


h  = 


(3  -i- A2)  arc  tang£  —  3k 
~k* 


qui  forme  le  deuxième  membre;  nous  représenterons  cette  variation  par 
une  courbe  obtenue  en  portant  les  valeurs  de  k  en  abscisse  et  celles  de  h 
en  ordonnée  {fig.  3o8). 


Fig.  3o8. 


Si  l'on  remplace  arc  tang£  par  son  développement  en  série 

k 


3 


k* 

5 


ou  voit  que,  pour  de  petites  valeurs  de  k,  le  développement  de  h  com- 
mence par  le  terme  -^jk2',  donc,  pour  k  =  o,  h  est  nul  et  la  courbe  est 
tangente  à  l'axe  Ox  au-dessus  de  cet  axe.  Si  k  augmente  indéfiniment  par 

valeurs  positives,  arc  tang£  tend  vers  -  ■>  h  tend  donc  vers  zéro  par  des 

valeurs  positives  et  la  courbe  est  asymptote  à  Ox.  La  fonction  A  de  A'  a 
donc,  au  moins,  un  maximum  dans  l'intervalle;  nous  allons  voir  que  ce 
maximum  est  unique  et  le  déterminer.  Pour  cela,  calculons  la  dérivée  de 
h  par  rapport  à  k    on  trouve 


dh 
dk 


£2-4-9 


en  posant 


0(*)  = 


k'* 
jkz-±-$k 


(^+i)(*2-9) 


Q(k), 

—  arc  tan£À\ 


dh 
pour  avoir  le  signe  de  -jj->   il  suffit  d'étudier  le  signe  de  fc)(/c);  or,  cette 

fonction,   pour   k=  o,  est   nulle   et,  pour  k   —00,    est   égale  à ;   sa 

dérivée 

8*»(3-*«) 

{       }  (^-W)2(/C2_}_9)2 

est  d'abord  positive,  s'annule  pour  k  =  \/'d,  puis  devient  et  reste  négative; 
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la  fonction  Q(k)  partant  de  zéro  est  d'abord  positive;  elle  croît  jusqu'à 
un  certain  maximum  correspondant  à  k  =  y/3 ,   puis  décroît  constamment 

jusqu'à  la  valeur «La  fonction  <d(k)  s'annule  donc  une  fois  pour  une 

certaine  valeur  k'  plus  grande  que  y/3  :  le  calcul  numérique  donne,  pour 
cette  racine  de  ©(£), 

OP'  =  A:' =2,53. 

dh 
La  dérivée  -jj-  s'annule   une   fois    pour   k  =  k'  ;    cette    valeur    rend    la 

fonction  h  maximum  et  la  valeur  de  ce  maximum  est  P'N'  =  0,224. .  . 

to2 
D'après  cela,  si,  dans  l'équation  (22),  le  premier  membre  ■ ^-  a  une 

valeur  OH  moindre  que  le  maximum  0,224,   on  trouve  pour  k  deux  va- 
leurs OPj  et  OP2  {fig-  3o8)  séparées  par  la  valeur  2,53;  il  existe  donc 

w2 
deux  ellipsoïdes  de  révolution   aplatis  répondant  à  la  question.   Si  -r- 

271/p 


W2 


devient  égal  à  0,224,  les  deux  ellipsoïdes  se  confondent,  et  si  - — -—  est 

27V  P 
supérieur  à  0,224,  il  n'exisie  plus  d'ellipsoïde  de  révolution  aplati  donnant 

une  figure  possible  d'équilibre. 

En  particulier,  pour  u>  =  o,  une  des  valeurs  de  k  est  nulle,  elle  donne 
une  sphère;  l'autre  est  infinie,  elle  donne  a  infini  et  b  nul.  Si  w  est  très 
petit,  l'un  des  ellipsoïdes  est  voisin  d'une  sphère,  l'autre  se  réduit  à  un 
disque  elliptique  très  mince. 

La  figure  de  la  Terre  étant  approximativement  un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion aplati,  il  est  naturel  de  chercher  à  la  rattacher  à  la  théorie  précé- 
dente, en  admettant  que  la  Terre  a  été  primitivement  une  masse  tluide 
homogène. 

En  prenant  comme  unité  de  temps  la  seconde  de  temps  sidéral,  on  a 
pour  la  Terre 

27T 


co  = 


24.60* ' 


pour  avoir  une  valeur  approchée  de  la  densité  moyenne  de  la  Terre, 
regardons-la  comme  une  sphère  homogène  de  rayon  R;  son  attraction  en 
un  point  de  sa  surface  de  masse  1  est  alors  la  même  que  si  la  masse  totale 
était  concentrée  au  centre;  cette  attraction  est  d'autre  part  sensiblement 
égale  à  g  =  o,m,8o8;  on  a  donc  approximativement 

-7iRp/=^, 

d'où,  en  remplaçant  27ïR.  par  4ooooooom, 

w2  4^.40000000 

— y-  =  — /9  a  ,    o —  =  0,0022. 

2  71/p  242.6o'+.3£- 
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L'équation    correspondante  (22)  a  alors  deux  racines  en  k  dont  la    plus 
petite   seule   peut   se   rapporter  à  la  Terre.  En  calculant  cette   racine,  on 

trouve   qu'elle    donne  un  ellipsoïde  dont  l'aplatissement  est   égal  à 

— — ->  tandis  que  l'aplatissement  de  l'ellipsoïde  terrestre  est  - — •  Ce  désac- 

i5i  ^  l  l  3oo 

cord  montre  que  l'on  est  loin  de  la  réalité  en  admettant  que  la  Terre  ait 
été  à  un  certain  moment  une  masse  fluide  homogène.  On  trouvera  ce  cal- 
cul fait  d'une  façon  plus  précise  dans  le  Traité  de  Mécanique  céleste  de 
Tisserand,  t.  II,  p.  89-91. 

Remarque.  —  Il   est   impossible  que  la  figure   d'équilibre  soit  un  ellip- 
soïde  de   révolution    allongé.  En  effet,  en  supposant   a  <  b,  on  voit  que 

/a2_£2  _  ...  .    . 

/.  = serait  purement  imaginaire,  et,  en  laisant  A  =  il,  on  aurait 

l  <  1.  L'équation  (22)  deviendrait  alors 


2  7t/p 


il* 


arc  tan  g  il  -f-  —  • 


Gomme  /  est  <  t,  on  peut  développer  arctangzVen  série  procédant 
suivant  les  puissances  positives  de  /.  et  l'on  constate  sans  peine  que  l'on 
obtient,  dans  le  deuxième  membre,  une  série  dont  tous  les  termes  sont 
négatifs;  l'équation  (23)  est  donc  impossible. 

Deuxième  cas  :  Ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  —  Jacobi  a 
montré  que  la  figure  d'équilibre  de  Ja  masse  tournante  peut  aussi 
être  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux 


(»4) 


./■- 


aL 


b*- 


zl 


=  1. 


où  l'axe  de  rotation  de  la  masse  est  toujours  supposé  coïncider 
avec  0,3.  D'après  la  valeur  du  potentiel  d'un  ellipsoïde  homogène 
sur  un  point  de  son  intérieur  ou  de  sa  surface  (n°  602),  l'attrac- 
tion de  l'ellipsoïde  sur  un  point  de  masse  1  placé  à  l'intérieur  ou 
à  la  surface  a  pour  projections 

(25)  -Px,     -Qj,     -R*, 

où  P,  Q,  R  sont  des  constantes  fonctions  de  a,  b,  c  : 

dl 


(26)  P  =  iizabcfp    f 


k  (**+x)y<p(X) 

Q  et  R  se  déduisent  de   P  par  permutation  de  a1   b,  c,  et  ©(a) 
désigne  le  produit  (a2  -h  A)  (62  +  a)  (c2-h  a). 
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D'autre  part,  la  force  centrifuge  rapportée  à  l'unité  de  masse  a 

pour  projections 

w2^p,    oi^y,    o. 

L'équation  d'équilibre  est  donc 

-  dp  =  (w2  —  P)x  dx-h(oi2—  Q)jk  dy  —  Rsd^. 
P 

Les  surfaces  de  niveau  ont  pour  équation 

(27)  (w2  —  P)a?2+  (tu2—  Q)jk2—  R^2=  const.; 

ce  sont  des  ellipsoïdes  homothétiques  et  concentriques.  Pour  que 
l'ellipsoïde  donné  soit  une  figure  d'équilibre,  il  faut  qu'il  fasse 
partie  de  la  famille  (27),  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

(28)  a2(p_._w2)  =  &2(Q  —  to2)  =  c2R; 

ce  sont  des  équations  transcendantes  déterminant  les  rapports  de 
deux  des  axes  au  troisième.  En  leur  adjoignant  l'équation 

-  Tiabcp  =  M, 

qui  exprime  que  la  masse  totale  de  l'ellipsoïde  a  une  valeur  donnée 
M,  on  a  trois  équations  pour  calculer  les  axes  de  la  figure  d'équi- 
libre a,  Z>,  c  en  fonction  de  JVJ,  p  et  to. 

Il  s'agit  de  discuter  ces  équations.  Le  cadre  de  cet  Ouvrage  ne 
nous  permet  pas  d'entrer  daus  le  détail  de  la  discussion  que  l'on 
trouvera  exposée  dans  le  Traité  de  Mécanique  céleste  de  Tisse- 
rand, t.  TJ,  p.  ç)8.  Nous  nous  bornerons  à  indiquer  la  marche  et 
les  principaux  résultats  de  cette  discussion. 

Indications  sur  la  discussion.  —  On  tire,  des  deux  équations  (28),  les 

suivantes  : 

.       a2P  —  62Q 

u>2  = -= — -  , 

a2—  62 

a262(P  _  Q)  _+_  (a2_  &2)c2R  =  o. 

Dans  ces  deux  équations,  remplaçons  P,  Q,  R  par  leurs  valeurs,  nous 
avons 

i  w2         ,     r00  idi 

—  abc 


Jn      (a* 


(29)       / 

I        9_  fV  a*b* c2      ]       cTk 


=  o. 
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Le  premier  membre  de  la  deuxième  équation  est  un  produit  de  deux 
facteurs. 

En  égalant  à  zéro  le  premier  facteur  cC1 — b2,  on  obtient  les  ellipsoïdes 
de  révolution  précédemment  étudiés.  Pour  avoir  les  ellipsoïdes  à  trois  axes 
inégaux,  il  faut  égaler  l'autre  facteur  à  zéro. 

Pour  discuter  les  deux  équations  (29)  ainsi  obtenues,  il  est  commode 
de  faire 

, o    N  a2         \  b2 •       1 

(30)  —  =  -y  "7  =  7» 

c2         s  c2        t 

en  posant  \  =  c2x,  où  x  est  une  nouvelle  variable  d'intégration. 
On  a  alors,  en  faisant 

A  =  \/(i-i-  x)(i-+-  sx)(i-{-  tx), 
les  deux  équations 

.  „   .  to2  f  °°  x  dx 

(31)  rz~  ==«*  /      7- 


2.11  fp  Jft         (l-h  SX)  (l-{-  tx)  ùi 

dx  C  °°  x2  dx 


(3-,)  (l-M-t)    f     ~~-st    f 


A3 


—  o 


devant  déterminer  s  et  t  en  fonction  de  o>  et  p.  Une  fois  s  et  t  connus,  les 
axes  de  l'ellipsoïde  sont  déterminés  par  la  condition  que  la  masse  totale  M 

de  l'ellipsoïde  -T.abcp   a   une  valeur  donnée  M.  On  a  ainsi,  en  vertu   des 

relations  (3o), 

(33)        |tcc»p  =  Mv/Ï*,  ^ira3p  =  M^--,  |tc6»p  =  M^. 

On  voit  immédiatement  sur  l'équation  (32)  que  î+f<ij  sans  quoi  les 
deux  parties  du  premier  membre  seraient  négatives  et  leur  somme  ne 
pourrait  pas  être  nulle.  Gomme  s  et  t  sont  positifs,  on  a  donc 

s  <  1         et         t  <  i , 
et,  par  suite, 

a  >  c,         6  >  c; 

l'axe  autour  duquel  tourne  l'ellipsoïde  est  donc  le  plus  petit  des  axes. 

Voici  maintenant  comment  on  détermine  s  et  t  par  les  équations  (3i) 
et  (32). 

Tout   d'abord,    l'équation   (32)   établit    une    relation    entre   s   et  t  :    on 

démontre    que,   la  valeur   de  t  étant  choisie  arbitrairement   entre  o  et  1, 

cette  équation  donne  toujours  une  valeur  de  s  et  une  seule  comprise  entre 

ces  limites.  Quand   t  croît  de  o  à  1,  cette  valeur  de  s  décroît  de  1  à  o  :  il 

existe   donc  un  nombre  x  tel  que,  t  étant  pris  égal  à  t,    s   soit   aussi  égal 

à  t.  Ce  nombre  est 

t  =  0,3396. 
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Passons  maintenant  à  l'équation  (3i)  :  si  l'on  pose 


V  =  st   f     - 


cette  quantité  U  peut  être  regardée  comme  fonction  de  la  seule  variable 
indépendante  t,  la  variable  s  étant  liée  à  t  par  la  relation  (32). 

Gomme  s  et  t  sont  positifs,  cette  fonction  est  positive  :  elle  est  nulle 
pour  t  =  o,  et  elle  redevient  nulle  pour  t  =  i,  car  alors  s  =  o. 

Donc  t  variant  de  o  à  i,  cette  fonction  U  a  au  moins  un  maximum.  On 
démontre  que  ce  maximum  est  unique,  qu  il  a  lieu  pour  t  =  t  et  que  sa 
valeur  est  Ui=  0,187....  D'après  cela,  pour  qu'il  existe  des  valeurs  de  t 
vérifiant  l'équation  (3i),  il  faut  et  il  suffit  que 

<  0,187.... 


2u/> 


L'équation  (3i)  est  alors  vérifiée  par  deux,  valeurs  de  £,  l'une  t' <C  t,  et 
l'autre  *">  x  :  soient  s'  et  s"  les  valeurs  correspondantes  de  s.  Les  équa- 
tions (3i)  et  (32)  étant  symétriques  en  s  et  t,  si  s  =  s',  t  =  t'  constitue 
une  solution,  s  =  t\  t  ='s'  en  constituera  une  autre  :  on  a  donc 

s"=t',         f=s\ 

et  il   n'y   a   en   définitive   qu'un   ellipsoïde   répondant  à  la   question,   car 
échanger  s  et  t,  c'est  échanger  les  axes  a  et  b.  Dans  le  cas  de 

V-   =  O.I87.  ..  ,  S  —   t  =  T, 

2  7t/> 

l'ellipsoïde  de  Jacobi  est  de  révolution. 

En  particulier,  si  w  est  nul,  l'équation  (3i)  donne  st  =  o,  donc  une  des 
deux  quantités  s  ou  t  est  nulle  et  l'autre  égale  à  1.  Si  w  est  très  petit, 
une  de  ces  quantités,  t  par  exemple,  est  très  petite  et  l'autre  s  très  voi- 
sine de  1.  Les  formules  (33),  donnant  les  axes,  montrent  que  c  et  a  sont 
très  petits  et  ont  un  rapport  voisin  de  1,  b  très  grand. 

L'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  affecte  alors  la  forme  d'une  aiguille  très 
mince,  très  longue  et  à  peu  près  ronde  qui  tourne  autour  d'un  axe  per- 
pendiculaire à  sa  direction. 

Troisième  cas  :  Cylindre  elliptique  homo gène  et  indéfini. 
• —  Une  masse  fluide  homogène  tournant  avec  la  vitesse  w  autour 
de  O^  peut  encore  être  en  équilibre  relatif  sous  la  forme  d'un 
cylindre  elliptique  indéfini  dont  la  surface  a  pour  équation 

(34)  —  +  £--i  =  o. 

a1        b1 
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Ce  cas  peut  être  considéré  comme  limite  de  l'ellipsoïde  à  trois 
axes  inégaux  du  numéro  précédent,  quand  on  fait  croître  c  au 
delà  de  toute  limite,  ainsi  que  la  masse  totale  M.  En  effet,  l'équa- 
tion de  l'ellipsoïde  se  réduit  à  celle  du  cylindre  pour  c  —  ce.  Les 
valeurs  (26)   de  P  et  Q   deviennent   alors,   en    remarquant   que 

c 

-  tend  vers  1  quand  c  augmente  indéfiniment, 

\/c2—  X 

?=<mabf9    /  -3-      s   ^4«/p_— , 

J°      (o«+)l)»(ô«+]l)ï  r 


(35) 


a 


b' 


Q  =  zr.abfp    /  — 3 ~l=^f?W 

J°      (62-x-X)2(a2-H,X)^ 

enfin  R  devient  nul. 

Les  surfaces  de  niveau  (27)  deviennent 

(w2  —  P)^2+  O2—  Q)JK2=  const., 

et,  en  écrivant  que  la  surface  du  cylindre  (34)  est  une  des  surfaces 
de  niveau,  on  a  la  condition  unique 

(36)  «2(P  —  w2)  =  62(Q  —  w2), 

déterminant  le  rapport  des  axes  a  et  6. 

Discussion.  —  Si  l'on  remplace  P  et  Q  par  leurs  valeurs  (35),  on  a,  en 
résolvant  par  rapport  à  a>2  et  supprimant  le  facteur  a  —  b, 

w2  4  ab 


Ti/p         {a-i-b)*' 

cette   équation   du   deuxième   degré   en  -   donne   pour   ce   rapport   deux 

valeurs  réelles,  inverses  l'une  de  l'autre,  à  condition  que 

w2        1 
2Tc/p  =  2 

Ces  deux  racines  donnent  la  même  forme  de  cylindre,  car  le  cylindre 
elliptique  reste  le  même  quand  on  permute  a  et  b. 

Remarque.  —  La  condition  (36)  est  identiquement  satisfaite  par  a  =  &, 
quel  que  soit  to.  Il  semble  donc  que  le  cylindre  circulaire  indéfini  soit 
une  figure  d'équilibre  possible  pour  toutes  les  vitesses  angulaires  de 
rotation. 

Mais  il  est  facile  de  vérifier  que,  si  a>2  est  supérieur  à  iTzfp,  la  résul- 
tante de  la  force  attractive   et   de  la  force  centrifuge  qui  est,  en  un  point 
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de  la  surface  libre  du  cylindre,  normale  à  cette  surface,  est  dirigée  vers 
l'extérieur.  Les  molécules  de  la  surface  libre  seraient  donc  alors  projetées 
vers  l'extérieur,  si  une  pression  extérieure  suffisamment  grande  ne  les  en 
empêchait  pas.  Gela  résulte  de  ce  que,  en  appelant  a  le  rayon  de  la  surface 
cylindrique  de  révolution,  la  force  attractive  en  un  point  de  cette  surface 
est  dirigée  vers  l'axe  et  égale  à  infpa  et  la  force  centrifuge  est  dirigée 
vers  l'extérieur  et  égale  à  co2«  :  cette  dernière  l'emporte  donc,  dès  que  w2 
est  supérieur  à  infp.  Ce  fait  a  été  généralisé  par  M.  Poincaré,  comme 
nous  le  montrerons  dans  le  numéro  suivant. 

Résumé  des  trois  cas.  —  En  résumé,  on  peut  établir  le  Tableau 
ci-dessous  qui  donne  les  figures  ellipsoïdales  d'équilibre  relatif 
possibles,  suivant  les  diverses  valeurs  de  la  vitesse  w. 

Pour  une  masse  limitée  donnée  : 


0, 

,224< 

w-2 

ÏTzfp 

0. 

,t87< 

W2 

to2 

aucun  ellipsoïde,  de  révolution  ou  non 


<  0,224.  .  •       deux  ellipsoïdes  de  révolution, 

[  deux  ellipsoïdes  de  révolution  et  un  el- 

<  0,187.. .  r  . 

271/ p  (       lipsoide  a  trois  axes  inégaux. 

Pour  une  masse  illimitée  : 
o,5  < —  <  1 un  cylindre  circulaire  indéfini, 

27C/P 

to2 

<<o,5...       un  cylindre  circulaire  et  un  cylindre  elliptique. 


ITzfp 


641.  Théorème  de  M.  Poincaré.  —  Imaginons  une  masse  fluide  ho- 
mogène de  densité  p,  animée  d'une  rotation  uniforme  autour  de  Oz  et 
soumise  à  une  pression  extérieure  constante.  D'après  ce  qui  précède, 
aucune    des    figures    ellipsoïdales    d'équilibre   ne    peut    exister    pour    une 


(0 


masse  limitée,   si   ^—>  0,224   et,   pour  une    masse   illimitée   si   cette 

27T/p 

quantité  est  plus  grande  que  1. 

M.  Poincaré  a  établi  (Bulletin  astronomique,  t.  II,  p.  117)  que  l'équi- 
libre relatif  est  impossible  pour  une  masse  limitée,  quelle  que  soit  la 

.  ,2 
forme  que  l'on  donne  à  cette  masse,  dès  que  ^—  >>  1.   Pour  cela,  il 

montre  que,  l'équilibre  relatif  étant  supposé  établi,  la  résultante  des  forces 
d'attraction  et  de  la  force  centrifuge,  qui  doit  être,  en  chaque  point  de  la 
surface  libre,  normale  à  cette  surface,  serait,  en  certains  points  de  cette 
surface,  dirigée  non  vers  l'intérieur,  mais  vers  l'extérieur  de  la  masse 
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fluide,  de  sorte  que  le  fluide  y  serait  projeté  au  dehors,  à  moins  qu'une 
pression  normale  suffisante  ne  s'opposât  à  ce  mouvement. 

Le  théorème  subsiste  dans  le  cas  où  la  masse  est  soumise,  en  outre,  à 
des  attractions  newtoniennes  émanant  de  masses  extérieures  au  fluide  et 
entraînées  dans  le  mouvement  de  rotation. 

Imaginons  donc  une  masse  fluide  homogène  de  densité  p  tournant  autour 
de  O-s  et  ayant  une  certaine  figure  d'équilibre  relatif;  soient,  comme  pré- 
cédemment, Ox  et  Oy  deux  axes  entraînés  par  le  fluide.  Désignons  parW 

le  potentiel  \  —  de  la  masse  fluide  en  un  point  x,  y,  z  de  son  intérieur 

ou  de  sa  surface;  par  W  le  potentiel  des  masses  extérieures  au  fluide  au 
même  point.  La  force  newtonienne  appliquée  à  l'unité  de  masse  en  un 
point  intérieur  x,  y,  z  a.  pour  projections  sur  les  axes 

fàW    ,     fàW        fàW_     f  àW  '         dW        fàW. 

J  ~dx   mT~  ^    dx  '  à  y     *~       ày  '  dz        *    dz  '    . 

la  force  centrifuge  a  pour  projections 

(x>2x,     u>2y,     o. 


Si,  donc,  on  pose 


(0- 


U  =/W  +  /W'h (a?2-h72) 


la  force  rapportée  à  l'unité  de  masse,  agissant  en  un  point  du  fluide,  dé- 
rive de  la  fonction  U.  La  surface  libre  est  une  surface  de  niveau  U  =  const.; 
la  force  appliquée  à  l'unité  de  masse  placée  sur  la  surface  libre  S  est 
normale  à  cette  surface  et  a  pour  valeur  algébrique  estimée  suivant  la 

,  ,  .  d\J     ,,,.,,  •  •  ,  , 

normale  extérieure  -y—  t  la  dérivée  étant  prise  suivant  la  normale  exte- 
an 

rieure. 

Ceci  posé,  appliquons  à  la  fonction  U  la  formule  (4)  du  n°  538,  qui  est 
un  cas  particulier  de  la  formule  de  Green,  en  prenant  pour  volume  d'in- 
tégration le  volume  fluide  V  et  pour  surface  la  surface  libre  S.  Nous 
aurons 


ffl»-fl2*- 


V  *J    <^S 

Mais  on  a 

AW=— 47rp,  AW'=o, 

d'après  les  formules  de  Poisson  et  de  Laplace  (n°8  579-581),  et 

comme  on  le  vérifie  immédiatement. 
L'équation  précédente  devient  donc 


//jf(."?-4«/P>.*-/j££* 
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ou,  en  faisant  sortir  la  constante  2w2 — 4TC/p  du  signe  d'intégration  et 
remarquant  que  la  somme  des  éléments  a\  est  le  volume  V  du  fluide, 


T<».-»,r/p)  =  /jfS«fa. 


Si  o>2  était  supérieur  à  iitfp,  l'intégrale  du  deuxième  membre  serait 
positive,  donc  —p  serait  positif  en  certains  points  de  la  surface  S  et  la 
force  serait,  en  ces  points,  dirigée  vers  l'extérieur. 

642.  Indications  historiques  et  bibliographiques  ;  recherches  de 
M.  Poincaré.  —  Le  problème  de  la  recherche  des  figures  d'équilibre  pos- 
sibles pour  une  masse  fluide  homogène  dont  les  particules  s'attirent  sui- 
vant la  loi  de  Newton  et  qui  est  animée  d'une  rotation  uniforme,  a  donné 
lieu  à  d'importants  travaux  de  M.  Poincaré. 

L'ellipsoïde  de  Mac-Laurin  et  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  de  Jacobi 
furent  longtemps  les  seules  solutions  connues;  mais  les  conditions  de  sta- 
bilité de  l'équilibre  n'avaient  pas  été  étudiées.  M.  Mathiessen  et  Sir  W. 
Thomson  (*)  démontrèrent  l'existence  de  figures  annulaires  d'équilibre, 
mais  leur  démonstration  n'est  pas  parfaitement  rigoureuse  :  M.  Mathiessen 
supposait,  a  priori,  que  la  section  de  l'anneau  différait  peu  d'une  ellipse; 
M.  Poincaré  a  montré  {Comptes  rendus,  26  avril  1886)  que  cette  hypo- 
thèse est  légitime  seulement  quand  la  section  de  l'anneau  est  très  petite. 
Il  a  fait  une  étude  approfondie  de  ces  figures  et  montré,  en  employant 
une  méthode  indiquée  par  Mme  Kowaleski  dans  son  Mémoire  :  Sur  l'an- 
neau de  Saturne  (Astronomische  Nachrichten,  t.  CXf  ;  i885),  comment 
on  peut  en  déterminer  les  principaux  éléments  avec  une  approximation 
indéfinie;  ces  figures  sont  d'ailleurs  instables  (voyez  Bulletin  astrono- 
mique, t.  II,  mars  et  septembre  i885). 

Dans  un  autre  Mémoire  (Acta  mathematica,  t.  VII;  i885),  M.  Poincaré 
a  montré  que  les  diverses  figures  d'équilibre  possible  forment  des  séries 
linéaires  :  dans  une  même  série,  ces  figures  dépendent  d'un  paramètre  va- 
riable. Telles  sont  la  série  des  ellipsoïdes  de  révolution  et  celle  des  ellip- 
soïdes de  Jacobi.  Il  peut  arriver  qu'une  même  figure  appartienne  à  la  fois 
à  deux  séries  différentes  :  c'est  ce  que  M.  Poincaré  appelle  une  figure  de 
bifurcation. 

M.  Poincaré  trouve  ainsi  d'autres  formes  d'équilibre  que  les  ellipsoïdes 
et  les  anneaux;  ces  figures  nouvelles  sont  en  nombre  infini,  elles  sont 
convexes  et  ont  toutes  au  moins  un  plan  de  symétrie. 

M.  Poincaré  étudie  ensuite  la  stabilité  de  l'équilibre  et  il  trouve,  en 
particulier,  le  résultat  suivant  :  si,  en  suivant  une  série  de  figures  d'équi- 
libre, on  ne  rencontre  que  des  figures  stables  jusqu'à  la  figure  de  bifur- 


(l  )   Treatise  on  natural  Philosophy,  t.  II,  p.  829. 
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cation,  on  n'y  trouvera  plus  ensuite  que  des  figures  instables;  les  figures 
stables  appartiendront  à  l'autre  série. 

(Voyez,  pour  des  indications  plus  détaillées,  la  Notice  sur  les  travaux 
scientifiques,  de  M.  Poincaré;  Gauthier-Villars,  1886,  et  le  Tome  II  de  la 
Mécanique  céleste,  de  Tisserand.) 

Signalons  enfin  un  Travail  de  M.  Duhem  :  Sur  la  stabilité  de  l'équi- 
libre d'une  masse  fluide  dont  les  éléments  sont  soumis  à  leurs  actions 
mutuelles  (Journal  de  Mathématiques,  5e  série,  t.  III;  1897). 


III.  -  ETUDE  PARTICULIERE  DE  L'EQUILIBRE 
DES  FLUIDES  PESANTS. 

Dans  ce  paragraphe  et  dans  le  suivant,  nous  nous  occuperons  de 
l'équilibre  isotherme  des  fluides  pesants,  pris  dans  une  étendue 
assez  petite  pour  que  l'intensité  de  la  pesanteur  puisse  être  regar- 
dée comme  constante  et  la  direction  de  la  verticale  comme  inva- 
riable dans  toute  la  masse. 

Dans  cette  hypothèse,  en  prenant  un  axe  vertical  O  z  dirigé  vers 
le  bas,  l'équation  unique  d'équilibre  est 

dp  =  pg-  dz, 
où  g  est  constant. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  des  pressions  exercées  par  un 

gaz  ou  un  liquide  sur  les  corps  solides  en  contact  avec  lui,  puis  de 

l'équilibre  des  corps  flottants. 

643.  Gaz  en  équilibre  isotherme.  —  Supposons  un  gaz  à  tem- 
pérature constante,  placé  dans  une  enveloppe  assez  petite  pour 
que  p  soit  sensiblement  constant.  En  appelant  p0  Ja  pression  à 
l'origine,  supposée  située  dans  la  masse  gazeuse,  on  aura 

P  =Po+p£-- 

Comme  p  est  ordinairement  très  petit,  nous  nous  placerons  dans 

le  cas,  presque  toujours  réalisé  dans  la  pratique,  où  la  pression  p0 

est  assez  grande  pour  que  le  terme  ogz  soit  négligeable  devant  p0. 

C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  une  chaudière  à  vapeur. 

On  a  alors 

P  =Po', 

la  pression  peut  être  regardée  comme  constante  dans  toute  l'éten- 
due de  la  masse. 
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Pressions  du  gaz  sur  une  surface  fermée.  —  Si  l'on  plonge 
un  corps  solide  dans  le  gaz,  chaque  élément  superficiel  d<j  sup- 
porte une  pression  normale  p0  d?  :  d'après  le  principe  d'Archi- 
mède,  la  résultante  de  ces  pressions  est  égale  et  opposée  au  poids 
du  fluide  déplacé,  mais  comme  nous  négligeons  pgz,  ce  poids  est 
nul,  et  les  pressions  normales  pQdi  se  font  équilibre. 

Le  même  fait  a  lieu  pour  l'ensemble  des  pressions  exercées  par 
le  gaz  sur  l'enveloppe  fermée  qui  le  contient 

Pression  du  gaz  sur  une  paroi  plane.  —  Soit  une  paroi  plane 
sur  laquelle  nous  considérons  une  aire  déterminée  S. 

Les  pressions  p$d<i  s'exerçant  sur  les  éléments  d?  de  S  étant 
normales  à  la  paroi  sont  des  forces  parallèles,  de  même  sens,  pro- 
portionnelles aux  éléments  superficiels.  Elles  ont  donc  une  résul- 
tante unique  normale  à  la  paroi,  égale  à  la  somme  />0S  des  compo- 
santes et  appliquée  au  centre  de  gravité  de  l'aire  S. 

Pressions  du  gaz  sur  une  paroi  courbe.  t —  Soit  C  une  portion 
de  paroi  courbe  :  sur  chaque  élément  d?  de  C  s'exerce  une  pres- 
sion normale  p0d<j;  ces  forces  élémentaires  appliquées  au  corps 
solide  G  se  réduisent  en  général  à  une  force  et  à  un  couple. 

On  calculera  facilement,  par  des  intégrales  doubles  étendues  à 
l'aire  courbe  C,  les  sommes  des  projections  des  pressions  élémen- 
taires sur  les  trois  axes  de  coordonnées  et  les  sommes  de  leurs 
moments  par  rapport  aux  trois  axes.  Nous  nous  bornerons  à 
donner  une  méthode  géométrique  que  nous  empruntons  à  l'Ou- 
vrage de  M.  Poincaré,  Cinématique  et  Mécanismes,  ...,  cours 
professé  à  la  Faculté  des  Sciences  (Carré  et  Naud  ;  1899). 

Projections.  —  Pour  calculer  la  somme  X  des  projections  des 
pressions  sur  une  droite  D  {fig.  3oy),  construisons  une  surface 

Fig.  3oq. 


t 

cylindrique  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  D  et  passant  par  le 

contour  de  la  surface  courbe  C  :  puis  menons  une  section  droite 

AB  de  ce  cylindre,  et  appelons  S  l'aire  de  cette  section.  La  surface 

III.  12 
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C,  la  surface  cylindrique  et  la  section  droite  AB  forment  une  sur- 
face fermée.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  pressions  sur  les 
divers  éléments  de  cette  surface  se  font  équilibre  :  la  somme  de 
leurs  projections  sur  la  droite  D  est  donc  nulle.  Or  cette  somme 
se  compose  :  i°  de  la  somme  X  des  projections  des  pressions 
appliquées  à  Cj  2°  de  la  somme  des  projections  des  pressions 
appliquées  à  la  surface  cylindrique,  somme  qui  est  évidemment 
uulle;  3°  de  la  somme  des  projections  des  pressions  appliquées  à 
la  section  droite,  somme  qui  est  égale  à  — /?0S. 

On  a  donc 

X  —  pQ  S  —  o  ; 

on  en  conclut  que  la  somme  des  projections,  sur  un  axe  D,  des 
pressions  élémentaires  qui  s'exercent  sur  une  surface  C  est 
égale  à  p0  multiplié  par  la  projection  orthogonale  de  G  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  D. 

Moments.  —  Calculons  maintenant  la  somme  M  des  moments 
des  mêmes  pressions  par  rapport  à  un  axe  A.  Pour  cela,  construi- 
sons la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  rotation  du  contour 
de  C  autour  de  A;  puis  coupons  cette  surface  analogue  à  un  tore 
par  un  plan  passant  par  A  de  façon  à  obtenir  une  section  méri- 
dienne AB  d'aire  S  (fig.  3io). 

Fig.  3io. 


Nous  aurons  ainsi  une  surface  limitée  par  C,  par  la  surface  de 
révolution  et  par  la  section  méridienne  S.  Les  pressions  appliquées 
aux  éléments  de  cette  surface  se  faisant  équilibre,  la  somme  de 
leurs  moments  par  rapport  à  A  est  nulle.  Cette  somme  se  compose  : 
i°  de  la  somme  des  moments  cherchée  M;  2°  de  la  somme  des 
moments  des  pressions  appliquées  à  la  surface  de  révolution, 
somme  qui  est  nulle,  car  les  normales  à  cette  surface  rencontrent 
l'axe  A;  3°  de  la  somme  des  moments  des  pressions  appliquées  à 
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la  paroi  plane  S;  comme  ces  pressions  ont  une  résultante  p0S 
appliquée  au  centre  de  gravité  G  de  S,  la  somme  de  leurs  mo- 
ments par  rapport  à  A  est 

— /?0S.GP, 

GP  étant  la  distance  du  centre  G  à  l'axe;  le  signe  —  provient  de 
ce  que  les  pressions  sur  S  tendent  à  faire  tourner  le  corps  autour 
de  A  en  sens  contraire  des  pressions  sur  G. 
On  a  donc 

M— />0S.GP  =o. 

Remarque.  —  D'après  le  théorème  de  Guldin,  le  volume  V  de 
la  surface  de  révolution  engendrée  par  une  rotation  complète  de  C 
ou  de  S  autour  de  A  est 

V=  SiTiGP; 
on  a  donc 

PoV 


M  = 


271 


La  somme  des  moments  des  pressions  appliquées  à  une  sur- 
face courbe  G  par  rapport  à  un  axe,  est  égale  au  produit  de 

—  par  le  volume  de  révolution  engendré  par  la  rotation  de  G 
2  7T r  ô  r 

autour  de  V axe. 

644.  Liquide  pesant  en  équilibre  isotherme.  Plan  de  charge. 
Pressions  sur  une  paroi  plane.  —  Soit  maintenant  un  liquide 
pesant  incompressible  et  à  une  température  constante  :  la  densité 
0  est  alors  constante,  et  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  liquide 
est 

Si  l'on  prend  un  axe  O^  vertical  descendant,  l'équation  d'équi- 
libre est 

dp  =  w  dz, 

d'où 

(l)  p—  p0=  Tz(z  —  80), 

p0  désignant  la  pression  à  la  hauteur  z0. 

Le  liquide  étant  supposé  en  contact  avec  l'air  au  repos,  la  sur- 
face libre  est  horizontale.    Supposons  que  z0   soit  le  z  de  cette 
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surface  libre;  alors  pQ  est  la  pression  sur  la  surface  libre,  c'est- 
à-dire  la  pression  atmosphérique. 

La  formule  (1)  donne/?  en  un  point  quelconque. 

Plan  de  charge.  —  Nous  pouvons  écrire 

p  =T3\Z  —  Zq-\ 

\  ™ 

expression  de  la  forme 

(l)  p  =  TB(z  —  Zi), 


OU 


Po 

z\  —  -Sq  —    

73J 


Le  plan  z  =  z{  est  le  plan  de  charge  :  ce  plan  est  situé  à  une 
hauteur  —  au-dessus  de  la  surface  libre. 


m 


D'après  la  formule  (2),  la  pression  dans  le  liquide  est  la  même 
que  si  l'atmosphère  était  supprimée  et  le  niveau  du  liquide  remonté 
jusqu'au  plan  de  charge.  On  peut  aussi  énoncer  ce  fait  de  la  façon 
suivante  qui  le  rend  intuitif  :  rien  ne  serait  changé  à  l'état  du 
liquide,  si  l'on  supprimait  l'atmosphère  et  si  l'on  ajoutait,  au- 
dessus  de  la  surface  libre  S0  du  liquide,  une  couche  du  même 
liquide  dont  la  pression  sur  S0  fût  égale  à  ce  qu'était  la  pression 
atmosphérique;  par  cette  opération,  le  niveau  du  liquide  serait 
porté  jusqu'au  plan  de  charge. 

Prenons  le  plan  de  charge  comme  plan  des  xy  :  alors 


Si  =  o, 


et  la  pression  en  un  point  quelconque  M  est  donnée  par 

p  =  T3Z. 

Pressions  sur  une  surface  fermée.  —  Si  l'on  plonge  dans  le 
liquide  un  corps  solide,  d'après  le  principe  d'Archimède,  les  pres- 
sions sur  la  surface  ont  une  résultante  unique  égale  et  directe- 
ment opposée  au  poids  du  liquide  déplacé. 

Inversement,  si  l'on  imagine  dans  le  liquide  une  surface  fermée 
creuse  remplie  par  le  liquide,  les  pressions  du  liquide  contenu 
dans  cette  surface  sur  les  éléments  de  la  surface  ont  une  résultante 
unique  égale  au  poids  du  liquide  intérieur. 
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Pression  sur  une  paroi  plane.  —  Supposons  que  le  vase  con- 
tenant le  liquide  ait  une  paroi  plane,  et  considérons  une  portion 
déterminée  S  de  cette  paroi  limitée  par  une  courbe  donnée.  Les 
pressions  exercées  par  le  liquide   sur   les  divers  éléments  d<r  de 


l'aire  S  sont  des  forces  p  d<r  normales  à  la  paroi  et,  par  suite, 
parallèles  et  de  même  sens.  Elles  ont  donc  une  résultante  unique 
P  également  normale  â  la  paroi  et  égale  à  leur  somme 


P  =  /    /   p  d<7  =  w  !    !  z  d<j. 


Pour  interpréter  géométriquement  cette  formule,  appelons  G 
le  centre  de  gravité  de  l'aire  S  supposée  homogène  et  Ç  la  distance 
de  ce  point  au  plan  de  charge  ;  on  a 


si 


dv  =  ÇS, 


P  =stÇS. 


Donc,  la  pression  totale  P  sur  l'aire  plane  S  est  une  force  P 
normale  à  l'aire,  dont  l'intensité  est  égale  au  poids  d'un  cylindre 
du  liquide  ayant  pour  base  l'aire  S  et  pour  hauteur  la  distance 
GG'^  Ç  du  centre  de  gravité  de  l'aire  S  au  plan  de  charge. 

Comme  mÇ  est  la  pression  au  centre  de  gravité  de  l'aire  S,  on 
peut  dire  aussi  que  la  pression  totale,  sur  la  paroi  plane,  est 
égale  à  V aire  de  la  paroi  multipliée  par  la  valeur  de  la  pres- 
sion pG  en  son  centre  de  gravité  : 

P=/>gS. 

Centre  de  pression.  —  Cette  pression  totale  P  est  appliquée  en 
un  point  C  appelé  centre  de  pression  que  l'on  détermine  immé- 
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diatement  d'après  les  formules  donnant  le  centre  d'un  système  de 
forces  parallèles. 

Supposons  l'axe  Ox  à  l'intersection  du  plan  de  la  paroi 
(fig.  3 t  i)  et  du  plan  de  charge;  puis  menons,  dans  le  plan  de  la 
paroi,  un  deuxième  axe  Oy'  perpendiculaire  à  Ox;  l'angle  a  du 
plan  de  la  paroi  xOy'  avec  le  plan   de  charge  xOy  est  l'angle 

yoy. 

Soient  x  et  y'  les  coordonnées  d'un  élément  superficiel  d<7  de 

Faire  S  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy'  ;  la  distance  s  de  cet  élément 

au  plan  de  charge  est 

z  ■=  y'  sina, 

et  la  pression  sur  cet  élément 

p  =  mz  =  rny'  sina. 

Appelons  x{  ely\  les  coordonnées  du  centre  de  pression  G  par 
rapport  aux  axes  Ox  et  Oy' ;  on  a,  en  écrivant  que  le  moment  de 
la  résultante  P  par  rapport  à  chacun  des  deux  axes  Ox  et  Oy'  est 
égal  à  la  somme  des  moments  des  composantes/?  de, 

Pa?j  =  /    /  px  da  =  /    /  rzxy'  sina  da, 

Vy\  =  /  j  py'  d<J=lj  Txy*  sin  a  d<s, 

les  intégrales  étant  étendues   à  l'aire   S;    remplaçons    P   par    sa 
valeur 

P  =  I    I  p  d<s  =   I    I  wy'  sin  a  de  ; 

nous  aurons,  en  remarquant  que  m  et  sina  sont  des  facteurs  con- 
stants, 

ff*y  d*  ffy'*  da 

(G)  xi=  '—7^7* '      y\  =  e 


ffy*  ffy 


da 


Ces  formules  déterminent  les  coordonnées  du  centre  de  pres- 
sion G  ;  elles  peuvent  être  résumées  ainsi  : 

Le  centre  de  pression  est  le  point  où  se  trouverait  le  centre 
de  gravité  de  V aire  S,   si  la  densité  superficielle  en  chaque 
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point  de  cette  aire  était  proportionnelle  à  la  distance  du  point 
à  la  droite  a" intersection  de  la  paroi  et  du  plan  de  charge. 

En  effet,  la  droite  d'intersection  du  plan  de  la  paroi  et  du  plan 
de  charge  est  Ox;  la  distance  d'un  élément  do-  de  l'aire  à  cet  axe 
est  y'  :  si  la  densité  de  l'élément  di  était  égale  à  y',  la  masse  dm 
de  cet  élément  serait  y'  do-  et  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
de  l'aire  S  seraient  précisément  x  K  et  y\ . 

Rapprochement  avec  le  centre  de  percussion.  —  Le  centre  de 
pression  de  l'aire  S  coïncide  avec  le  centre  de  percussion  de  cette 
même  aire  par  rapport  à  la  droite  d'intersection  du  plan  de  la 
paroi  avec  le  plan  de  charge.  Gela  résulte  de  la  détermination  du 
centre  de  percussion  d'une  aire  plane,  telle  que  nous  l'avons 
donnée  (n°  512). 

Représentation  géométrique.  —  Prenons  comme  plan  de  la 
fig.  3i2  un  plan  perpendiculaire  à  la  paroi  et  au  plan  de  charge  : 

Fi  g.   012. 
N  b       w.tm  a  D  IN 


V4r~ 


- — X  \        X  ! 


soient  NN  la  trace  du  plan  de  charge  et  BD  celle  de  la  paroi.  En 
chaque  point  M  de  la  portion  considérée  S  de  paroi  plane, 
élevons  à  la  paroi  une  perpendiculaire  Mmr  égale  à  la  distance  Mm 
du  point  au  plan  de  charge.  Le  lieu  des  points  m!  est  un  plan,  en 
sorte  que,  si  le  point  M  décrit  la  portion  S  de  paroi,  la  droite  Mmf 
engendre  un  cylindre  tronqué  AB  b'af  dont  la  surface  pressée  S 
constitue  la  section  droite  de  base  AB.  La  pression  sur  un  élément 
de  de  paroi  placé  en  M  est  égale  à  mMni'.d<r;  si  donc  on  plaçait 
verticalement  le  cylindre  tronqué  que  nous  venons  de  construire, 
rempli  de  liquide,  la  pression  sur  chaque  élément  d<7  serait  préci- 
sément le  poids  de  la  colonne  verticale  de  base  do-  du  cylindre 
tronqué.  La  pression  totale  est  donc  le  poids  de  ce  cylindre  liquide 
ABb'a\  et  son  point  d'application  C  est  la  projection  du  centre 
de  gravité  G'  du  cylindre  tronqué  sur  la  paroi. 
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Exemples  :  i°  Pression  sur  le  fond  d'un  vase.  —  La  pression  sur  le 
fond  horizontal  d'un  vase  est  égale  au  poids  d'une  colonne  cylindrique  de 
liquide  ayant  ce  fond  comme  base  et,  comme  hauteur,  la  hauteur  même 
du  liquide.  Cette  pression  est  donc,  en  général,  différente  du  poids  du 
liquide  :  elle  peut  être,  par  exemple,  de  beaucoup  supérieure  au  poids  si 
le  vase  va  en  se  rétrécissant  à  partir  du  fond.  Néanmoins,  si  l'on  pèse  un 
vase  vide,  puis  le  même  vase  plein,  l'augmentation  de  poids  est  évidemment 
le  poids  du  liquide  :  cela  tient  à  ce  que  l'ensemble  des  pressions  exercées 
par  le  liquide  sur  toutes  les  parois  du  vase  est  équivalent  à  son  poids 
(n°635). 

2°  Pression  sur  une  portion  circulaire  de  paroi.  —  a.  La  pression  totale 
est  égale  au  poids  d'un  cylindre  de  liquide  ayant  pour  base  le  cercle  et 
pour  hauteur  la  distance  de  son  centre  au  plan  de  charge. 

b.  Le  point  d'application  G  de  la  pression  est  sur  le  diamètre  perpendi- 
culaire à  la  trace  du  plan  de  charge,  au  delà  du  centre  et  à  une  distance 
du  centre  égale  à  une  troisième  proportionnelle  entre  la  moitié  du  rayon 
et  la  distance  du  centre  à  cette  trace. 

645.  Pressions  sur  une  paroi  courbe.  —  Soit  une  portion  de 
paroi  courbe  G  :  sur  un  élément  di  de  cette  paroi  s'exerce  une 
pression  normale  p  di  :  ces  pressions  constituent  un  ensemble 
de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  :  elles  se  réduisent  en 
général  à  une  force  et  à  un  couple;  ce  n'est  qu'exceplionnelle- 
ment  qu'elles  se  réduisent  à  une  force  unique.  Ce  dernier  cas  se 
présente  toutes  les  fois  que  la  paroi  est  une  portion  de  surface 
sphérique,  car  les  pressions  normales  p  di  concourent  alors  au 
centre  de  la  sphère  et  se  composent  en  une  résultante  unique. 

Pour  évaluer  la  somme  des  projections  et  la  somme  des  moments 
de  ces  pressions  par  rapport  à  un  axe,  on  peut  suivre  une  méthode 
géométrique  analogue  à  celle  qui  a  été  suivie  pour  les  gaz. 

Somme  des  projections  des  pressions  sur  un  axe  vertical.  — 
Soit  C  une  portion  de  paroi  courbe,  construisons  la  surface  cylin- 
drique verticale  ayant  pour  directrice  le  contour  de  G  et  limitée 
en  AB  au  plan  de  charge  (ftg.  3 1 3).  Nous  avons  ainsi  une  surface 
fermée  de  volume  V  remplie  de  liquide.  Les  pressions  appliquées 
aux  parois  de  cette  surface  fermée  ont  une  résultante  unique 
égale  au  poids  mV  du  liquide  contenu  dans  la  surface.  La  somme 
de  leurs  projections  sur  la  verticale  descendante  est  donc  m  V.  Or, 
cette  somme  se  compose  :  i°  de  la  somme  cherchée  Z  des  projec- 
tions des  pressions  appliquées  à  G  ;  i°  de  la  somme  des  projections 
des  pressions  appliquées  à  la  surface  cylindrique  qui  est  nulle,  car 
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ces  pressions  sont  normales  aux  génératrices;  3°  de  la  somme  des 
pressions  appliquées  aux  éléments  de  AB  qui  est  nulle,  car  toutes 
ces  pressions  sont  nulles. 


Donc 


Fi  g.  3i3. 


S 

A 

<~          > 

B 

V 

-* 

z 

/' 


Z  =  w\. 


Somme  des  projections  des  pressions  sur  un  axe  hori- 
zontal D.  —  Si  l'on  construit  une  surface  cylindrique  horizontale 
ayant  pour  directrice  le  contour  de  G  et  fermée  par  une  section 
droite  AB  d'aire  S  (fig.  3og),  la  résultante  de  toutes  les  pres- 
sions exercées  par  le  liquide  sur  les  parois  du  volume  ainsi  limité 
est  égale  au  poids  du  liquide  intérieur  à  ce  volume.  La  somme  des 
projections  de  toutes  ces  pressions  sur  un  axe  horizontal  D  est 
donc  nulle.  Gomme  les  pressions  sur  la  surface  cylindrique  ont  des 
projections  nulles,  on  voit  que  la  somme  des  projections  des  pres- 
sions appliquées  à  la  paroi  courbe  G  est  égale,  en  valeur  absolue, 
à  la  pression  totale  sur  la  paroi  plane  AB.  On  a  donc,  en  appe- 
lant X  la  somme  des  projections  des  pressions  appliquées  à  G, 

X  — /?gS  =  o, 

pG  étant  la  valeur  de  la  pression  au  centre  de  gravité  de  l'aire 
plane  S. 

Somme  des  moments  des  pressions  par  rapport  à  un  axe  ver- 
tical A.  —  Construisons  la  surface  de  révolution  obtenue  en  fai- 
sant tourner  l'aire  courbe  G  autour  de  A  et  menons  en  AB  une 
section  plane  méridienne  {fig.  3io).  Appelons  M  la  somme  des 
moments  des  pressions  appliquées  à  C  et  p.  la  somme  des 
moments  des  pressions  appliquées  à  la  surface  plane  AB,  par  rap- 
port à  A. 

Si  l'on  considère  le  volume  liquide  limité  par  G,  par  la  surface 
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de  révolution  et  par  la  section  méridienne  AB,  les  pressions 
exercées  par  le  liquide  intérieur  sur  la  surface  limite  ont  une 
résultante  égale  au  poids  de  ce  liquide.  La  somme  des  moments 
de  ces  pressions  par  rapport  à  A  est  donc  égale  au  moment  du 
poids  qui  est  nul,  car  A  est  vertical.  D'autre  part,  les  pressions, 
appliquées  aux  éléments  de  la  surface  de  révolution,  ont  des 
moments  nuls,  car  elles  rencontrent  A;  on  a  donc 

M  —  (x  —  o. 

On  est  ainsi  ramené  à  calculer  jj.,  c'est-à-dire  à  résoudre  le 
problème  des  pressions  pour  une  paroi  plane  AB. 

646.  Remarque  sur  la  pression  atmosphérique.  —  Il  peut 
arriver  que  l'on  ait  à  évaluer  les  pressions  totales  sur  une  paroi 
qui,  par  une  de  ses  faces,  est  en  contact  avec  un  liquide  pesant 
avant  une  surface  libre  S0  et,  par  l'autre  face,  avec  l'atmosphère. 
Dans  ce  cas,  un  élément  de  de  paroi  situé  à  une  distance  z  ■ —  z0 
au-dessous  du  plan  S0  de  la  surface  libre  subit,  sur  la  face  en  con- 
tact avec  le  liquide,  une  pression  normale 

[rs(z  —  z0)  ^Po]  d<s. 

p0  désignant  la  pression  atmosphérique,  et  sur  l'autre  face  la  pres- 
sion p0  d<7  en  sens  contraire.  La  résultante  de  ces  pressions  est 
donc  la  force  normale  xn(z  —  z0)  di^  c'est-à-dire  la  même  que  si 
l'atmosphère  n'existait  pas. 

647.  Exercice  :  Toile  rectangulaire  soumise  à  la  pression  d'un 
liquide  pesant.  —  Imaginons  un  vase  ayant  la  forme  d'un  parallélépipède 
rectangle  à  arêtes  verticales,  dont  le  fond  est  remplacé  par  une  toile  rec- 
tangulaire, imperméable,  parfaitement  flexible  et  inextensible,  attachée 
par  ses  bords  opposés  aux  droites  AB,  CD  :  les  faces  AA'D'D  et  BB'G'G 
sont  supposées  prolongées  de  façon  à  constituer  finalement  un  vase  clos 
{Jig-  3  [4,  !)•  On  demande  quelle  forme  d'équilibre  prendra  la  toile,  quand 
le  vase  contiendra  un  liquide  pesant  en  équilibre. 

On  peut  regarder  comme  évident  que  la  toile  prend  la  forme  d'un 
cylindre  horizontal  dont  la  section  droite  a  une  forme  indépendante  de  la 
longueur  AB  de  la  toile. 

Pour  avoir  la  forme  de  cette  section  droite,  il  suffit  de  chercher  la 
figure  d'équilibre  d'une  bande  EF  de  toile  comprise  entre  deux  sections 
droites  infiniment  voisines  dont  la  distance  est  s;  nous  assimilerons  une 
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bande  de  ce  genre  à  un  fil  flexible  et  inextensible  attaché  à  ses  deux  extré- 
mités E  et  F.  Prenons  comme  plan  de  la  figure  (fig.  3 14 ,  H)  le  plan  de  la 
bande  EF,  comme  axe  Ox  le  niveau  du  liquide,  comme  axe  Oy  une  ver- 

Fig.  3i4- 
rv  C  o  x 


A' 


A 

'       1 

Dxj- r^V 

\y  \V< 

II 


ticale  descendante.  Soit  ds  un  élément  de  longueur  de  la  section  droite; 
l'élément  de  bande  qui  se  projette  en  ds  a  pour  surface  d  1  —  s  ds.  La  pres- 
sion atmosphérique  s'exerçant  sur  la  surface  libre  du  liquide  et  sur  la 
face  extérieure  de  l'élément  d<j  n'a  point  d'effet  :  tout  se  passe  comme  si 
l'atmosphère  était  supprimée  :  la  pression  résultante  sur  l'élément  da  placé 
au  point  M  de  coordonnées  x  et  y,  est  alors  normale  à  cet  élément  et 
égale  à  myda  ou  wzyds,  m  désignant  le  poids  de  l'unité  de  volume  du 
liquide. 

D'après  les  équations  intrinsèques  de  l'équilibre  d'un  fil,  la  tension  T 
est  constante,  car  la  force  est  normale;  on  a  de  plus 

T 

—    —   7TT£  V, 
P  J 

p  étant  le  rayon  de  courbure  en  M.  On  a  donc,  tout  le  long  de  la  courbe 
cherchée, 

PJ=  «2, 

a  désignant  une  constante  linéaire.  Cette  dernière  relation  est  l'équation 
différentielle  de  la  courbe  cherchée  :  son  intégration  se  ramène  à  des  qua- 
dratures. 

La  courbe  que  nous  venons  de  trouver  est  identique  à  la  courbe  élas- 
tique plane,  c'est-à-dire  à  la  figure  d'équilibre  d'une  lame  élastique 
homogène,  dont  la  fibre  moyenne  est  rectiligne  ou  circulaire  à  l'état 
naturel  et  que  l'on  courbe  en  faisant  agir  sur  ses  extrémités  des  forces  et 
des  couples.  On  trouvera  une  discussion  des  formes  de  cette  courbe  dans 
les  Principes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  par  MM.  Appell  et 
Lacour  (Gauthier-Villars,  1895). 
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IV.        ÉQUILIBRE  DES  CORPS  FLOTTANTS. 

648.  Indications  historiques  et  bibliographiques.  —  Archimède 
est  le  premier  qui  se  soit  occupé  de  la  théorie  des  corps  flottants  : 
il  donne  des  exemples  d'équilibre  de  corps  sphériques,  cylindri- 
ques, paraboliques.  Dix-neuf  siècles  se  passèrent  avant  qu'on  revînt 
aux  questions  traitées  par  Archimède.  Deux  géomètres  s'en  occu- 
pèrent, pour  ainsi  dire,  en  même  temps  :  Bouguer,  dans  le  voyage 
qu'il  fit  avec  La  Condamine  pour  mesurer  sous  l'équateur  un  arc  du 
méridien,  employait  ses  loisirs  à  composer  le  Traité  du  Navire, 
tandis  qu'Euler,  à  Saint-Pétersbourg,  écrivait  son  Livre  intitulé  : 
Scientia  Navalis.  Vint  ensuite  Dupin  qui,  en  introduisant  les 
surfaces  des  flottaisons  isocarènes  et  des  centres  de  carène,  donna 
les  principes  des  méthodes  générales  encore  employées  aujour- 
d'hui :  le  Mémoire  de  Dupin  se  trouve  reproduit,  avec  le  Rapport 
de  Garnot  (1),  dans  les  Applications  de  Géométrie  et  de  Méca- 
nique, par  Charles  Dupin  (Paris,  Bachelier,  1822). 

La  partie  la  plus  délicate  de  la  théorie  est  l'étude  de  la  stabilité 
des  positions  d'équilibre  :  les  positions  d'équilibre  instable  ont  une 
existence  purement  théorique,  et,  en  réalité,  un  corps  ne  peut 
flotter  que  dans  une  position  d'équilibre  stable.  Pour  qu'une  posi- 
tion soit  stable  il  faut  qu'en  écartant  très  peu,  dune  manière  quel- 
conque, le  flotteur  et  le  liquide  de  la  position  considérée  et  impri- 
mant au  système  de  petites  vitesses  initiales,  on  obtienne  un 
mouvement  dans  lequel  le  système  reste  voisin  de  la  position 
d'équilibre  {Voyez  IIe  Volume,  Ghap.  XXIV,  §  III). 

Bouguer  est  le  premier  qui  étudia  cette  question;  mais  il  ne 
considéra  que  des  déplacements  particuliers  du  flotteur  en  suppo- 
sant que  le  volume  immergé  restait  invariable.  Duhamel  {-) 
montra  l'insuffisance  des  raisonnements  de  Bouguer  :  il  tenta  de  les 
compléter  en  étudiant  les  petits  mouvements  du  système  dans  le 


(  ')  Rapport  de  Garnot  à  la  première  classe  de  l'Institut  de  France  sur  un  Mé- 
moire de  Dupin  :  De  la  stabilité  des  corps  flottants  (  3o  août  1814  )• 

(2)  Duhamel,  Note  sur  divers  principes  de  Mécanique  :  observations  sur  la 
stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants  [Journal  de  V École  Polytechnique, 
XXIVe  Cahier,  i835)  et  Traité  de  Mécanique,  t.  II,  2e  édition,  p.  379. 
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voisinage  d'une  position  d'équilibre  ;  mais  il  fît  lui-même  des  hypo- 
thèses arbitraires,  en  admettant  que,  dans  ces  petits  mouvements, 
les  pressions  peuvent  être  déterminées  d'après  les  règles  de  l'hy- 
drostatique :  néanmoins  les  conditions  qu'il  trouva  pour  la  stabi- 
lité sont  exactes.  Les  hypothèses  faites  par  Duhamel  furent  criti- 
quées par  Clebsch  (1  ),  qui  fît  voir  que  certains  termes  négligés  par 
Duhamel  étaient  de  même  ordre  de  grandeur  que  les  termes  con- 
servés :  il  ne  donna  d'ailleurs  pas,  sous  une  forme  simple,  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  de  l'équilibre. 

La  première  théorie  rigoureuse  de  la  stabilité  des  corps  flot- 
tants a  été  donnée  par  M.  Guyou  ( 2),  suivant  une  idée  émise  par 
Bravais  dans  sa  thèse  soutenue  à  Lyon  en  i83^.  Celte  théorie, 
fondée  sur  le  théorème  de  Lejeune-Dirichlet  (IIe  Volume, 
Ghap.  XXIV),  est  appuyée  de  démonstrations  géométriques 
très  simples  et  très  élégantes  que  nous  reproduisons  plus  loin. 
M.  Duhem  (3)  a  fait  à  cette  théorie  une  objection  qu'il  a  ensuite 
reconnue  mal  fondée  (4). 

On  trouvera  dans  le  premier  Mémoire  de  M.  Duhem  un  histo- 
rique de  la  question  plus  détaillé  que  nous  ne  pouvons  le  donner 
ici,  suivi  d'une  solution  analytique.  Pour  les  travaux  anglais  nous 
renverrons  au  Treatise  on  hydrostatics  de  M.  Greenhill  (i8g4). 

Une  question  du  même  genre,  mais  plus  complexe  encore,  a  fait 
l'objet  de  quelques  travaux  récents  :  c'est  l'équilibre  d'un  navire 
avec  un  chargement  liquide.  Cette  question  a  été  étudiée  par 
M.  Guyou  (/oc.  cit.),  par  M.  Duhem  dans  divers  Mémoires  dont 
on  trouvera  une  énumération  détaillée  daus  le  Tome  CXXIX  des 
Comptes  rendus  (p.  879;  1899),  par  M.  Greenhill  (loc.  cit., 
p.  174)  et  Par  M.  Appell  (  Comptes  rendus,  16  et  23  octobre  1899  ; 
Journal  de  U Ecole  Polytechnique,  1900).     ' 


(!)  Clebsch,  Ueber  das  Gleichgewicht  schwimmender  Korper  (Journal  de 
Crelle,  t.  57,  1860). 

(  2)  Guyou,  Théorie  nouvelle  de  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants 
{Revue  maritime,  mars  1879)  et  Théorie  du  Navire  (Berger-Levrault,  ire  édi- 
tion, 1887;  2e  édition,  1894). 

(3)  Duhem,  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants  (Journal  de 
Mathématiques,  5e  série,  t.  I;  1895). 

(4)  Duhem  (fbid.,  5e  série,  t.  II;  1896). 
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649.  Conditions  nécessaires  à  l'équilibre  d'un  corps  flottant.  — 
Un  solide  pesant  plongé  dans  un  liquide  en  repos  est  soumis  : 
i°  à  son  poids  P  appliqué  en  son  centre  de  gravité  G;  2°  à  la 
poussée  R  égale  au  poids  du  liquide  déplacé  et  appliquée  au 
centre  G  du  volume  immergé  {fig-  3 1 5 ) . 

Dans  cet  énoncé,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  nous  appelons 
centre  d'un  volume  ou  centre  d'une  surface  le  centre  de  gravité 
du  volume  ou  de  la  surface  regardés  comme  homogènes. 

Fig.  3i5. 


Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  forces 
soient  égales  et  directement  opposées.  Donc  :  i°  la  droite  GG  doit 
être  verticale  ;  i°  on  doit  avoir 

P  =  tttV, 

en  appelant  m  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  liquide  et  V  le  vo- 
lume immergé. 

650.  Définitions.  Flotteurs.  —  Nous  appellerons  flotteur  un 
solide  pesant  fermé  de  toutes  parts  et  dont  le  poids  total  est  infé- 
rieur au  poids  d'un  égal  volume  d'eau.  Il  peut  arriver  que  les 
flotteurs  soient  des  solides  creux  ouverts  à  leur  partie  supérieure, 
c'est  le  cas  des  navires;  mais  lorsque  l'on  convient  de  n'envisager 
que  les  inclinaisons  telles  que  le  liquide  ne  peut  pas  embarquer, 
on  peut  évidemment  les  supposer  clos. 

Axes  d'orientation.  —  Pour  préciser  la  manière  dont  le  flot- 
teur est  orienté  dans  l'espace,  prenons  un  point  du  flotteur,  son 
centre  de  gravité  G  par  exemple  {fig*  3 1 5),  et  menons  par  ce  point 
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des  demi-droites  telles  que  GA,  GB,  . . .  dans  toutes  les  directions  : 
nous  appellerons  ces  demi-droites  axes  dy  orientation.  Nous  di- 
rons alors  que  le  flotteur  est  orienté  suivant  un  de  ces  axes,  GA 
par  exemple,  quand  cet  axe  GA  est  vertical  et  dirigé  vers  le  bas. 
Pour  le  problème  qui  nous  occupe,  toutes  les  positions  du  flotteur 
obtenues  en  le  faisant  tourner  ensuite  autour  de  la  verticale  GA 
doivent  être  regardées  comme  équivalentes. 

Flottaison.  —  On  appelle  plan  de  flottaison  un  plan  FL  qui 
détache  un  volume  V,  tel  que  le  poids  d'un  volume  V  de  liquide 
soit  égal  au  poids  total  P  du  flotteur, 

P 


P  =  TOV,         V 


m 


La  section  du  flotteur  par  un  plan  de  flottaison  est  une  aire 
plane  qu'on  appelle  flottaison.  A  chaque  axe  d'orientation,  tel 
que  GA,  correspond  un  plan  de  flottaison  et  un  seul.  En  effet, 
après  avoir  orienté  le  flotteur  suivant  GA  (fig.  3 1 5),  faisons-le 
descendre  progressivement  dans  le  liquide  en  repos  :  il  existera 
une  position  et  une  seule  où  le  volume  immergé  sera  égal  à  V  :  la 
surface  libre  du  liquide  donne  alors  le  plan  de  flottaison  cherché  : 
ce  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  GA.  La  ligne  limitant,  sur  la 
surface  du  flotteur,  la  partie  mouillée  est  le  contour  de  la  flot- 
taison correspondante. 

Carène.  —  Le  volume  détaché  par  la  flottaison  est  appelé  ca- 
rène. Si  l'on  considère  toutes  les  flottaisons  détachant  dans  un 
flotteur  donné  des  carènes  de  même  volume  V,  ces  flottaisons  sont 
dites  isocarènes. 

Centre  de  carène.  —  Le  centre  de  volume  d'une  carène  se 
nomme  centre  de  carène. 

Surface  des  flottaisons  isocarènes  ou  surface  (F).  —  Etant 
donnéun  flotteur,  considérons  l'enveloppe  des  plans  de  flottaison 
isocarènes  :  cette  enveloppe  est  une  surface  fermée  (F)  que  chaque 
plan  de  flottaison  touche  en  un  point  et  qu'on  appelle  surface  de 
flottaison.  Cette  surface  affecte,  en  général,  des  formes  compli- 
quées; mais,  dans  tous  les  cas,  on  peut  lui  mener  deux  plans  tan- 
gents, et  seulement  deux,  parallèles  à  un  plan  donné.  En  effet, 
abaissons  du  centre  de  gravité  G  une  perpendiculaire  sur  la  di- 
rection du  plan  donné,  et  prenons  sur  cette  perpendiculaire  deux 
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demi-droites  GA  et  GA;  dirigées  en  sens  contraires.  A  chacun  des 
axes  d'orientation  GA  et  GA'  répond  un  plan  de  flottaison,  et  un 
seul,  qui  est  perpendiculaire  à  l'axe  correspondant.  On  a  donc 
bien  deux  flottaisons  isocarènes  parallèles,  donnant  deux  plans 
tangents  à  la  surface  (F).  Mais  il  ne  faudrait  pas  conclure  de 
cette  propriété  que  la  surface  de  flottaison  prise  dans  son  ensemble 
est  convexe,  pas  plus  qu'on  ne  pourrait  affirmer  qu'une  courbe 
plane  fermée  à  laquelle  on  peut  mener  deux,  et  seulement  deux, 
tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée  est  convexe;  la  déve- 
loppée de  l'ellipse  en  est  une  preuve.  Dans  le  voisinage  d'un  de 
ses  points,  la  surface  (F)  peut,  suivant  les  cas,  être  d'un  même 
côté  du  plan  tangent  ou  traverser  ce  plan. 

L'indicatrice  des  courbures  en  un  point  de  (F)  est  donc  tantôt 
une  ellipse  et  tantôt  une  hyperbole. 

Surface  des  centres  de  carène  ou  surface  (G).  —  A  chaque 
flottaison  isocarène  correspond  un  centre  de  carène;  le  lieu  géo- 
métrique de  ces  centres  est  une  surface  fermée  appelée  surface 
des  centres  de  carène  ou,  par  abréviation,  surface  (G).  Gette 
surface  est  convexe  en  chacun  de  ses  points  :  l'indicatrice  des 
courbures  en  chaque  point  est  une  ellipse. 

Les  deux  surfaces  (F)  et  (G)  sont  définies  dès  qu'on  connaît  le 
volume  V  de  la  carène  et  la  surface  limitant  le  flotteur. 

651.  Théorèmes  de  Dupin.  —  Premier  théorème  :  Le  point 
de  contact  de  chaque  plan  de  flottaison  FL  avec  la  surface- 
enveloppe  (F)  est  au  centre  de  la  flottaison  correspondante . 

Pour  le  démontrer,  nous  nous  appuierons  sur  le  théorème  de 
Géométrie  suivant  : 

Si  Von  considère  un  plan  tangent  à  une  suif  ace,  le  point 
de  contact  se  trouve  sur  la  droite  d}  intersection  de  ce  plan 
avec  un  plan  tangent  quelconque  infiniment  voisin. 

Soient  (fig.  3 1 6)  deux  flottaisons  infiniment  voisines  FL  et 
F'L'  dont  les  plans  font  entre  eux  un  angle  6;  prenons  un  sys- 
tème d'axes  rectangulaires  formé  par  l'intersection  OX  des  deux 
plans,  la  perpendiculaire  OY  dans  le  plan  FL,  enfin  la  perpendi- 
culaire OZ  à  ce  plan  vers   le  bas.   Les  deux  flottaisons  étant  iso- 
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carènes,  les  volumes  des  onglets  LOXL'  et  FOXF'  sont  égaux. 
Soient  deun  élément  du  plan  des  XY  placé  en  <?,  X  et  Y  ses  coor- 


données et  soit  Z  la  cote  correspondante  ee'  du  plan  F'h'  ;  on  a 

évidemment 

Z  =  Y  tang-0, 

Pour  l'onglet  de  gauche  FXF',  Z  est  positif  et  le  volume  de  cet 
onglet  est 

ffZ(h' 

l'intégrale  étant  étendue  aux  éléments  di  placés  à  gauche  de  OX; 
pour  l'onglet  de  droite  LXL',  Z  est  négatif  et  le  volume  de  cet 
onglet  est 

-ffzd°' 

l'intégrale  étant  étendue  aux  éléments  d?  à  droite  de  OX. 

Ces  deux  intégrales  étant  égales,  leur  différence  est  nulle,  et 
l'on  a 


ff 


Z  cli  =  o. 


cette  dernière  intégrale  étant  étendue  à  toute  la  flottaison  FL. 
Remplaçant  Z  par  YtangO  et  supprimant  le  facteur  constant  tang  0, 
on  a  finalement 


J    JfL 
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l'intégrale  étant  étendue  à  toute  la  flottaison.  Mais  cette  équation 
signifie  que  le  centre  de  la  flottaison  FL  est  sur  OX,  c'est-à-dire 
sur  l'intersection  de  cette  flottaison  avec  une  flottaison  quelconque 
infiniment  voisine. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerons  par  O  le  centre  de  la  flot- 
taison FL,  point  de  contact  de  la  flottaison  avec  la  surface  (F). 
La  droite  OX,  intersection  des  deux  plans  infiniment  voisins  FL 
et  F'L',  est  Yaxe  d1  inclinaison  dans  le  passage  de  la  flottaison  FL 
à  F'L'.  Voici  la  raison  de  cette  dénomination  : 

On  peut  se  représenter  physiquement  la  fig.  3 1 6  de  la  façon 
suivante  :  Supposons  d'abord  le  flotteur  immergé  dans  l'eau  jus- 
qu'à la  flottaison  FL,  puis  écartons-le  infiniment  peu  de  cette 
position,  en  l'inclinant,  de  façon  que  le  volume  immergée  reste 
le  même;  le  plan  de  la  surface  libre  prendra,  par  rapport  au  corps, 
une  nouvelle  position  F'L'.  Pour  obtenir  la  nouvelle  position  du 
corps,  il  suffirait  d'incliner  la  figure  de  façon  que  le  plan  F'!/ 
devînt  horizontal. 

Dans  ces  deux  positions  succcessives  du  corps,  l'axe  OX  reste 
horizontal;  on  peut  donc  imaginer  que  l'on  passe  de  la  première 
position  à  la  seconde  en  faisant  tourner  le  corps  d'un  angle  infi- 
niment petit  9  autour  de  l'axe  OX.  A  chaque  position  du  corps 
infiniment  voisine  de  la  première,  sous  la  condition  que  le  vo- 
lume immergé  V  reste  le  même,  correspond  ainsi  un  axe  d'incli- 
naison OX  passant  par  le  centre  O  de  la  flottaison  FL. 

Pratiquement,  on  peut  incliner  un  flotteur,  un  navire  par 
exemple,  de  façon  à  lui  faire  prendre  des  positions  dans  lesquelles 
la  carène  conserve  toujours  le  même  volume.  Il  suffît  pour  cela  de 
modifier  la  distribution  intérieure  du  chargement;  le  navire  prend 
alors  diverses  positions  d'équilibre  qu'on  peut  faire  varier  d'une 
manière  continue,  mais  comme  son  poids  n'a  pas  changé,  le  vo- 
lume immergé  est  toujours  le  même. 

652.  Deuxième  théorème.  — ■  Le  plan  tangent  en  un  point  G 
de  la  surface  des  centres  de  carène  est  parallèle  au  plan  de 
flottaison  correspondant  FL. 

Soient  G  le  centre  de  la  carène  détachée  par  FL,  Cf  le  centre  de 
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la  carène  détachée  par  F'L'  (fig*  3i6).  Ces  deux  carènes  ont  une 
partie  commune  située  au-dessous  de  F'XL  dont  nous  appellerons 
le  centre  A  et  le  volume  a.  Les  deux  onglets  LXL',  FXF'  sont  équi- 
valents; nous  appellerons  leurs  centres  respectifs  B  et  B'  et  leur 
volume  commun  b. 

Cela  posé,  le  point  C  est  le  centre   de  l'ensemble  des  volumes 
a  et  b  ayant  leurs  centres  respectifs  en  A  et  B;  on  a  donc 

CA        b 
CB  ~  a' 


De  même,  C  est  le  centre  des  volumes  a  et  b  ayant  leurs  centres 

C'A        b 
C'Ef'  ~  a 


en  A  et  B;;  d'où 


Les  points  C  et  C!  divisant  AB  et  AB'  dans  le  même  rapport,  la 
droite  CC  est  parallèle, à  BB'  et  dirigée  dans  le  même  sens  que 
BB'. 

Si  la  flottaison  F'L'  se  rapproche  indéfiniment  de  FL,  les  points 
B  et  B'  qui  sont  compris  entre  les  deux  flottaisons  tendent  à  se 
placer  dans  le  plan  FL;  le  point  C  tend  vers  C  et  la  droite  CC/ 
parallèle  à  BB'  tend  vers  une  position  limite  parallèle  au  plan  FL. 

Cette  position  limite  est  tangente  à  la  surface  des  centres  de 
carène  en  C  :  ainsi  les  tangentes  à  la  surface  (C)  en  un  point  C 
sont  parallèles  au  plan  de  flottaison  correspondant  FL.  Ce  qui 
démontre  le  théorème. 

Remarque.  — ■  La  surface  (C)  est  convexe  en  chacun  de  ses 
points  :  cela  veut  dire  que,  dans  le  voisinage  d'un  de  ses  points  C, 
elle  est  d'un  même  côté  du  plan  tangent  en  C.  En  effet,  le  plan 
tangent  en  C,  CH  (ftg.  3i6),  est  parallèle  à  FL;  la  droite  BB'  va 
d'un  point  B  situé  au-dessous  de  FL  à  un  point  B'  situé  au-dessus. 
La  droite  CC  de  même  sens  que  BB1  est  donc  au-dessus  du  plan 
tangent  CH,  et  le  point  C'  est  toujours  au-dessus  de  ce  plan  tan- 
gent, quelle  que  soit  la  flottaison  F' \J  voisine  de  FL.  L'indicatrice 
des  courbures  en  C  est  donc  toujours  une  ellipse. 

653.  Définition  des  métacentres.  —  Considérons  comme  pré- 
cédemment la  flottaison  dans  deux  positions  infiniment  voisines, 
l'axe  d'inclinaison  pour  passer  de  la  première  à  la  deuxième  étant 
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OX  (fig>  3 16).  Menons  les  normales  GN  et  C'N'  à  la  surface  (C) 
aux  deux  centres  de  carène  C  et  C  correspondant  à  ces  deux 
positions.  Traçons  la  perpendiculaire  commune  u.u/  à  ces  deux, 
normales;  le  point  jj.  est  le  métacentre  correspondant  à  l'axe 
d'inclinaison  OX. 

On  peut  remarquer  que  pyJ  est  parallèle  à  OX,  car  les  deux 
normales  CN  et  C'N'  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
deux  plans  de  flottaison  FL  et  F'L/. 

654.  Troisième  théorème.   —  Le  métacentre  a  est  situé  en 

1 

général  entre  les  deux  centres  de  courbure  principaux  M  et  m 
de  la  surface  (G)  relatifs  au  point  G  :  il  coïncide  avec  l'un 
d'eux  M  ou  m  quand  Vaxe  d' inclinaison  est  parallèle  à  une 
des  directions  principales  de  la  surface  (G)  au  point  G. 

Ce  théorème  exprime  une  propriété  générale  des  surfaces 
courbes.  La  surface  (G)  étant  convexe  au  point  G,  prenons  ce 
point  comme  origine  d'un  système  d'axes  (fi g-  3 17),  comme  axe 

Fig.  3i7. 


des  z  la  normale  GN  du  côté  où  se  trouve  la  surface,  comme  axes 
des  x  et  des  y  les  directions  principales  en  C. 

Appelons,  suivant  l'usage,  /?,  g,  /*,  s,  t  les  dérivées  partielles 
premières  et  deuxièmes  du  z  d'un  point  de  la  surface  par  rapport 
à  x  et  y  et  affectons  de  l'indice  o  les  valeurs  de  ces  quantités  à 
l'origine  G. 

D'après  le  choix  des  axes,  p0,   q0,  s0  sont  nuls,  et  l'on  a,  en 


CHAPITRE    XXXI.    —    HYDROSTATIQUE.  197 

développant  z  par  la  formule  de  Mac-Laurin,  pour  de  petites  va- 
leurs de  x  et  y, 

(1)  *  =  l(ro3*+*or2)-t----> 

où  rQ  et  t0  sont  positifs,  les  rayons  de  courbure  principaux  en  C, 
CM  et  Cm  ayant  pour  valeurs  —  et  —  •  Les  équations  de  la  normale 
C'N'au  point  O (x,  y,  z)  sont 

(G'N')  ~X       Y"r    -  Z" 


p  q  —  i 

La  perpendiculaire  u[jt/  a  pour  projection  sur  le  plan  des  xy  la 
perpendiculaire  Gv  à  la  projection  de  G'N'  sur  ce  même  plan.  Le 
plan  Zu.uJ  a  donc  pour  équation 

(Gv)  pX-hqY=o. 

En  associant  cette  équation  aux  équations  de  G'N1,  on  en  déduit 
les  coordonnées  du  point  [/.'.  Cherchons  en  particulier  le  Z  de  ce 
point  qui  est  le  même  que  celui  de  u,.  Nous  avons,  en  tirant  X 
et  Y  des  équations  (G'N')  pour  les  porter  dans  l'équation  (Gv), 

7  _ ._,_  Px^-qy 

ou,  d'après  les  valeurs  de  p  et  q  tirées  de  (i), 

Quand  G'  tend  vers  G,  x,  y,  z  tendent  vers  zéro  et  le  rapport 
—  tend  vers  une  limite  tanga,  a  étant  l'angle  que  fait  avec  Ox  la 

Ou 

direction  limite  de  GC,  c'est-à-dire  la  tangente  en  G  à  la  courbe 
suivant  laquelle  G'  tend  vers  G. 

On  a  ainsi 

7*0+  £0  tang2a 


li  m  Z  =  G  fi. 


rj-+-  t\  tangua 


La  valeur  limite  de   Gu.  est  donc  comprise  entre  —  et  —■>  c'est- 
à-dire  entre  CM  et  Cm;   elle   est  égale  à  l'une  de  ces  quantités 
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quand  a  est  égal  àooiù-j  c'est-à-dire  quand  la  direction   limite 

de  CC  est  une  direction  principale  de  la  surface  en  G. 

Les  centres  de  courbure  M  et  m  correspondant  au  maximum  et 
au  minimum  de  G  ut.  s'appellent  le  grand  et  le  petit  métacentres 
relatifs  au  point  G. 

Remarque.  —  La  direction  limite  de  CC,  de  coefficient  angu- 
laire tanga,  et  la  direction  limite  de  la  perpendiculaire  commune 
[*[//  ou  de  sa  parallèle  OX  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  co- 
nique indicatrice  des  courbures  de  la  surface  (G)  au  point  G. 

En  effet,  la  conique  indicatrice  des  courbures  est  actuellement 
l'ellipse 

L'équation  de  la  droite  Gv  parallèle  à  piu/  est 

pX  -f-  q  Y  =  o, 
ou,  d'après  les  valeurs  de p  et  q, 

(r0x-{-.  .  .)X-t-(*o.p-H.-  -)Y  =  °> 

Quand  x  et  y  tendent  vers  zéro,   de    façon  que  —  tende  vers 

ce 

tanga,  cette  équation  devient 

r0X  -+-  t0Y  tanga  =  o, 

ce  qui  est  l'équation  du  diamètre  conjugué  de  la  direction  de  coef- 
ficient angulaire  tanga  dans  l'indicatrice. 

Ce  fait  résulte  aussi  géométriquement  de  ce  que  p.p/  est  parallèle 
à  l'intersection  des  plans  tangents  en  G  et  C;  (théorème  des  tan- 
gentes conjuguées). 

655.  Quatrième  théorème.  —  Soit  I  le  moment  d'inertie  de 
V aire  de  la  flottaison  par  rapport  à  un  axe  d  inclinaison  OX, 
le  métacentre  correspondant  pi  est  à  une  distance  de  G 

Considérons,  comme  plus  haut,  un  plan  de  flottaison  horizon- 
tale FL  et  un  plan  infiniment  voisin  F'L;  faisant  avec  lui  l'angle  0 
et  le  coupant  suivant  l'axe  d'inclinaison  OX. 
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Pour  simplifier,  nous  représenterons  seulement  (fig.  3i8)  la 
projection  de  la  figure  de  l'espace  sur  le  plan  mené  par  la  normale 
CN  parallèlement  à  la  normale  infiniment  voisine   ON7.   On  peut 


Fig.  3 18. 
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déterminer  ce  plan  de   projection  en  menant  par  le  métacentre   y. 
{fig.  317)  la  droite  ^n'  parallèle  à  ON';  le  plan  n'tuN  est  le  plan 
demandé  parallèle  aux  deux  normales;  il  est  perpendiculaire  à  jjip.' 
et,  par  suite,  à  l'axe  d'inclinaison  OX.  L'angle  Nfji/z'  est  égal  à  0. 
Nous  appellerons  c'  la  projection  de   O  sur  ce  plan;  la  droite  c'  n 
est  alors  la  projection  de  la  normale  ON7. 

Prenons,  comme  précédemment  (n°  651),  pour  axe  OY  une 
perpendiculaire  à  OX  dans  le  plan  FL  et  pour  axe  OZ  une  verti- 
cale descendante;  l'axe  OX  perpendiculaire  au  plan  de  projection 
sera  représenté  (fig.  3 1 8)  par  un  point. 

Appelons  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  e'  ou  f  du  plan 

de  la  flottaison   F' L'  par  rapport  à  ces  axes,  en  remarquant  que 

l'on  a 

Z  =  Y  tango. 

Soit  d<7  un  élément  d'aire  de  la  flottaison  FL  placé  en  e  ou  y,  le 
moment  d'inertie  de  la  flottaison  par  rapport  à  l'axe  OX  est 


!//>*' 


l'intégrale  étant  étendue  à  toute  la  flottaison. 

Gela  posé,  appliquons  à  tous  les  éléments  de  la  première  carène, 
limitée  par  le  plan  horizontal  FL,  des  forces  fictives  verticales 
ascendantes  égales  à  ces  éléments  :  ces  forces  ont  une  résultante 
GV  égale  à  leur  somme  V  appliquée  au  centre  de  carène  G  et 
dirigée  suivant  GN.  Appliquons  de  même  aux  éléments  de  volume 
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de  la  deuxième  carène  des  forces  fîcllves  verticales  descendantes 
égales  à  ces  éléments  :  ces  forces  ont  une  résultante  unique  C'V 
égale  à  leur  somme  V  et  dirigée  verticalement  vers  le  bas.  L'en- 
semble de  toutes  ces  forces  fictives  appliquées  aux  éléments  de 
volume  des  deux  carènes  est  donc  équivalent  au  couple  CV,  C'V' 
dont  le  bras  de  levier  est  CD,  distance  de  G'  à  la  normale  GN. 
Mais,  d'autre  part,  les  forces  fictives  appliquées  aux  éléments  de 
volume  communs  aux  deux  carènes  se  détruisent  deux  à  deux, 
puisque  à  chacun  de  ces  éléments  sont  appliquées  deux  forces 
égales  et  opposées;  il  ne  reste  donc  que  les  forces  fictives  appli- 
quées aux  éléments  des  deux  onglets  FXF'etLXL'.  A  un  cylindre 
élémentaire  ed  de  base  d<s  et  de  hauteur  Z  du  premier  onglet  est 
appliquée  une  force  verticale  ascendante  égale  au  volume  Z  di  de 
ce  cylindre;  le  moment  de  cette  force  par  rapport  à  OX  est  YZt/o-; 
de  même,  à  un  cylindre  élémentaire  ff  du  deuxième  onglet  ayant 
pour  base  dv  est  appliquée  une  force  verticale  descendante  égale 
au  volume  de  ce  cylindre  :  le  moment  de  celte  force  par  rapport 
à  OX  est  encore  YTjda-. 

Les  forces  appliquées  aux  éléments  des  deux  onglets  étant  équi- 
valentes au  couple  CV,  C'Y7  la  somme  de  leurs  moments 


/s 


YZdc 


par  rapport  à  OX  est  égale  à  la  projection  de  Taxe  du  couple  sur 
OX,  ou  encore  du  moment  de  la  projection  du  couple  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  OX,   c'est-à-dire  précisément  sur  le  plan  de  la 

Jig.SiS. 

Les  forces  V  et  V  se  projettent  en  vraie  grandeur  sur  ce  plan, 
le  point  C'  se  projette  en  d  et  le  bras  de  levier  CD  en  c'D.  Le 
moment  du  couple  projeté  est  donc  V.c'D,  et  l'on  a 


// 


YZ  da^Vc'D. 


Mais  comme  chaque  ordonnée  Z,  telle  que  ed  ou  ff ,  est  égale 
à  Y  tangB,  on  a 

tangO  f~fc*da  =  V  cU, 


d'où 


I        ,.       c  L) 
li  m 


V  tangO 
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D'ailleurs  le  triangle  pDc',  dans  lequel  l'angle  en  p.  est  égal  à  8, 

donne 

713 


tan  g  6 


D;,; 


le  point  D  étant  infiniment  voisin  de  C,  la  limite  de  D[x  est  égale 
à  celle  de  G u  et  l'on  a  finalement 

G>u  =  y' 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Quand  l'axe  d'inclinaison  varie  en  tournant  autour  du  point  O, 
centre  de  la  flottaison,  I  varie,  le  point  u.  change  de  position  sur 
la  normale  CN. 

D'après  ce  qui  précède,  ce  point  est  constamment  compris  entre 
le  grand  et  le  petit  métacentre  M  et  ru  et  se  confond  avec  l'un 
d'eux  quand  la  direction  limite  de  CG'  coïncide  avec  une  direction 
principale  de  la  surface  (G)  au  point  G,  c'est-à-dire  avec  un  des 
axes  de  l'ellipse  indicatrice  des  courbures  en  G.  On  en  conclut 
aisément  que  ce  fait  a  lieu  au  moment  où  l'axe  d'inclinaison  lui- 
même  est  parallèle  à  une  des  directions  principales  relatives  au 
point  C.  En  effet,  nous  avons  vu  plus  haut  que  la  direction  li- 
mite CC'  et  l'axe  d'inclinaison  OX  sont  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués  de  laconique  indicatrice  en  C.  Si  donc  CC' coïncide 
avec  une  direction  principale  en  C,  l'axe  d'inclinaison  est  parallèle 
à  l'autre  et  réciproquement. 

Pour  représenter  la  variation  du  moment  d'inertie  I  de  l'aire  de 
la  flottaison  par  rapport  à  des  axes  OX  situés  dans  son  plan  et  pas- 
sant par  son  centre  O,  il  suffît  de  considérer  l'ellipsoïde  d'inertie 
de  l'aire  de  la  flottaison  relatif  au  point  O  (Ghap.  XVII);  cet 
ellipsoïde  a  évidemment  pour  plan  de  symétrie  le  plan  de  la  flot- 
taison qu'il  coupe  suivant  une  ellipse  qu'on  peut  appeler  Vellipse 
centrale  d'inertie  de  la  flottaison.  Les  directions  de  l'axe  d'in- 
clinaison, qui  donnent  les  moments  d'inertie  maximum  et  mini- 
mum, correspondent  alors  au  petit  et  au  grand  axe  de  cette  ellipse. 
Soit  T0  le  minimum  de  I,  le  petit  métacentre  m  est  à  une  hauteur 
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Les  directions  principales  de  la  surface  (G)  en  C  sont  parallèles 
aux  axes  de  l'ellipse  centrale  d'inertie  de  la  flottaison. 

La  seule  connaissance  de  la  flottaison  permet  donc  de  déter- 
miner M,  m  et  les  directions  principales  de  la  surface  (G)  en  G. 

656.  Positions  d'équilibre  du  flotteur.  —  Dans  l'équilibre,  la 
partie  immergée  est  une  carène  de  volume 

m 

la  surface  de  flottaison  est  donc  tangente  à  la  surface  libre  du  li- 
quide FL  supposée  prolongée  dans  le  flotteur  (fig.  3 1  5).  En  outre, 
la  droite  GC  est  verticale,  c'est-à-dire  perpendiculaire  à  FL  :  elle 
est  donc  normale  en  G  à  la  surface  des  centres  de  carène,  puisque 
le  plan  tangent  en  G  à  cette  surface  est  parallèle  à  FL. 

Donc  le  centre  de  carène  correspondant  à  une  position  d'équi- 
libre est  le  pied  d'une  normale  menée  du  centre  de  gravité  G  à  la 
surface  des  centres  de  carène. 

Réciproquement,  à  chaque  normale  GG  menée  de  G  à  la  sur- 
face (G)  correspondra  une  position  d'équilibre  obtenue  en  immer- 
geant la  carène  dont  le  centre  est  au  pied  G  de  la  normale  consi- 
dérée. Dans  cette  position,  le  centre  de  gravité  peut  se  trouver  soit 
au-dessus,  soit  au-dessous  de  G. 

Parmi  les  positions  ainsi  obtenues,  les  unes  sont  stables,  les 
autres  instables.  Les  positions  d'équilibre  instables  ne  peuvent 
pas  être  réalisées  :  le  flotteur,  placé  dans  une  position  instable, 
chavire  au  bout  d'un  temps  très  court.  Les  seules  positions  dans 
lesquelles  il  puisse  réellement  flotter  sont  les  positions  stables. 

657.  Premier  aperçu  sur  la  stabilité.  —  Imaginons  que  le  corps 
soit  en  équilibre  dans  une  certaine  position,  le  plan  de  flottaison 
étant  FL  :  la  droite  GG  est  alors  perpendiculaire  à  FL  et  normale 
en  G  à  la  surface  (G). 

Ecartons  le  corps  infiniment  peu  de  cette  position  d'équilibre  de 
telle  façon  que  la  carène  conserve  le  même  volume  V,  et  soient 
OX  l'axe  d'inclinaison  correspondant;  F'L'  la  nouvelle  position 
de  la  surface  libre  par  rapport  au  corps  ;  G  le  nouveau  centre  de 
carène. 
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Nous  représentons  encore  dans  la  fig.  3ig  la  projection  de  la 
figure  de  l'espace  sur  le  plan  mené  par  GN  perpendiculairement  à 

Fig.  3i9. 


Taxe  d'inclinaison.  Le  point  C  se  projette  en  c'et  la  normale  C'N' 
en  c'  n'  ;  le  métacentre  \k  est  à  l'intersection  de  CN  et  c' n' .  Dans 
cette  nouvelle  position,  le  corps  est  sollicité  par  son  poids  P  ap- 
pliqué en  G  et  par  la  poussée  R  égale  et  opposée  à  P  appliquée 
en  G':  ces  deux  forces  sont  d'ailleurs  perpendiculaires  à  ¥'U.  On 
voit  dès  lors  que,  si,  comme  dans  la  figure,  G  était  au-dessus  de  [/., 
le  couple  P,  R  tendrait  à  écarter  le  corps  encore  davantage  de  sa 
position  d'équilibre.  Pour  que  l'équilibre  soit  stable,  il  faut  donc 
que  G  soit  au-dessous  de  ji.;  et  comme  ce  fait  doit  avoir  lieu  pour 
toutes  les  directions  de  Vaxe  d 'inclinaison,  il  faut  que  G  soit 
au-dessous  du  petit  métacentre  m.  On  a  ainsi  une  condition  né- 
cessaire de  la  stabilité.  Mais  notre  raisonnement  ne  permet  pas  de 
voir  si  elle  est  suffisante,  car  il  faut,  pour  cela,  voir  ce  qui  se  passe 
quand  on  écarte  le  système  entier,  corps  et  liquide,  de  la  position 
d'équilibre  d'une  façon  quelconque. 

Nous  montrons  plus  loin,  d'après  M.  Guyou,  comme  applica- 
tion du  théorème  de  Dirichlet  démontré  dans  le  deuxième  Volume, 
que  la  condition  trouvée  comme  nécessaire  est  suffisante  pour  la 
stabilité. 


608.  Stabilité  de  l'équilibre.  Méthode .  —  Nous  avons  vu 
(Gliap.  XXIV)  que  lorsqu'un  système  pesant  quelconque  est  en 
équilibre,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  la  stabilité  de 
l'équilibre  est  que  le  centre  de  gravité  du  système  soit,  dans  la 
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position  considérée,  le  plus  bas  possible,  c'est-à-dire  plus  bas  que 
dans  toutes  les  positions  infiniment  voisines. 

On  peut  ramener  lélude  des  positions  d'équilibre  d'un  flotteur 
à  l'étude  des  positions  d'équilibre  d'un  corps  pesant  limité  par 
une  surface  courbe  par  laquelle  il  est  assujetti  à  rester  en  contact 
avec  un  plan  horizontal  fixe. 

Pour  cela,  on  établit  que  l'orientation  du  flotteur  dans  les 
positions  d'équilibre  et  la  nature  de  ces  positions  [stabilité  ou 
instabilité)  sont  les  mêmes  que  si  le  flotteur  reposait  sur  un 
plan  horizontal  fixe  par  la  surface  des  centres  de  carène. 

C'est  ce  que  nous  allons  montrer,  en  établissant  d'abord  les 
conditions  d'équilibre  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  horizontal. 

659.  Équilibre  d'un  solide  pesant  sur  un  plan  horizontal.  — 
Soit  un  solide  pesant  invariablement  lié  à  une  surface  (G),  con- 
vexe en  tous  ses  points,  et  posée  sur  un  plan  horizontal  fixe 
(fig.  320,  I  et  II). 

Soient  G  le  centre  de  gravité  du  corps,  GH  sa  distance  au  plan 
fixe  :  les  positions  d'équilibre  stable  du  corps  s'obtiennent  en  dé- 
terminant les  positions  dans  lesquelles  GH  est  minimum  ;  dans 


cet  énoncé,  le  segment  GH  doit  être  regardé  f  comme  positif  ou 
comme  négatif  suivant  que  le  point  G  est  au-dessus  ou  au-dessous 
du  plan  horizontal;  le  centre  de  gravité  peut  passer  au-dessous  du 
plan  s'il  est  à  l'extérieur  de  la  surface  (C)  comme  dans  la  fig.  320, 

II.  Si,  dans  une  certaine  position,  GH  est  un  maximum,  c'est 
encore  une  position  d'équilibre,  mais  instable. 

Soit  C  le  point  de  contact  du  corps  avec  le  plan  horizontal; 
nous  allons  démontrer  que  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
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sautes  pour  qu'une  position  du  corps  soit  une  position  d'équilibre 
stable  sont  les  suivantes  : 

i°  Le  centre  de  gravité  doit  se  trouver  sur  la  normale  en  G 

{fig.   32l). 

2°  Il  doit  être  placé  au-dessous  des  deux  centres  de  courbure 
principaux  de  la  surface  relatifs  au  point  G. 

La  première  condition  est  évidente,  car,  pour  qu'il  y  ait  équi- 
libre, il  faut  que  le  poids  du  corps  appliqué  en  G  soit  détruit  par 
la  réaction  du  plan  appliquée  en  G  :  le  poids  doit  donc  passer 
par  C;  la  droite  GG  doit  être  normale  au  plan. 

Cette  première  condition  étant  remplie,  pour  que  l'équilibre 
soit  stable,  il  faut  et  il  suffît  que,  dans  la  position  considérée  du 
corps,  la  distance  du  point  G  au  plan  horizontal  fixe  soit  plus 
petite  que  dans  toute  position  infiniment  voisine.  Au  lieu  de 
laisser  le  plan  tangent  fixe  et  de  déplacer  le  corps,  il  est  plus 
commode  de  regarder  le  corps  comme  fixe  dans  la  position  d'équi- 
libre et  de  déplacer  le  plan   tangent.  Il  faut  et  il  suffit,  pour  la 

stabilité,  que  la  distance  GG  du  point  G  au  plan   tangent  en  G 

Fig.  32i. 


soit  plus  petite  que  la  distance  GH  du  point  G  aux  plans  tangents 
en  des  points  G' infininiment  voisins  de  C.  Prenons  comme  ori- 
gine le  point  C,  comme  plan  des  xy  le  plan  tangent  en  G,  comme 
axes  des  x  et  des  y  les  directions  principales  de  la  surface  en  G, 
comme  axe  des  z  la  normale  Cz  du  côté  où  se  trouve  la  surface. 
Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  G;  de  la  surface,  voisin 
de  C;  en  employant  les  mêmes  notations  que  plus  haut  (n°  6o4), 
on  a 


(0 


z  =  -(r0^2+  t0yî)-i-...  ; 
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les  ordonnées  des  deux  centres  de  courbure  principaux  M  et  m 

(grand  et  petit  metacentre)  sont  —  et  -• 

Cela  posé,  appelons  Ç  le  z  du  centre  de  gravité  G  qui,  par  hypo- 
thèse, est  sur  Cz  ;  l'équation  du  plan  tangent  en  C  est 

Z  —  z  —  /?(X.  —  x)  —  q(Y  —  y)  ==  o; 


la  distance  GH  du  centre  de  gravité  à  ce  plan  est 

GH  =  (Ç-  z  -i- px  +  q y)(i+p*+  q*)~* 

où  nous  devons  prendre  le  signe  -j-   dans  le  deuxième  membre, 

d'après  la  convention  faite  plus  haut  pour  le  signe  de  GH.  En  effet, 
comme  au  point  C,  x,y,  z,  p,  q  sont  nuls  ;  au  point  C ,  voisin  de  C, 

ces  quantités  sont  très  petites  et  l'expression  de  GH  a  le  même 
signe  que  Ç;  elle  est  donc,  d'après  le  choix  des  axes,  positive  ou 
négative  suivant  que  G  est,  par  rapport  au  plan  tangent,  du  même 
côté  que  la  surface  ou  de  l'autre  côté. 

11   faut  maintenant  exprimer  que  cette  expression   de   GH   est 
minimum  pour  x  =  y  =  o.  D'après  le  développement  de  5,  on  a 

p  —r0x  -+-..-,  q=tQy-±- 


et  en  portant  dans  GH  : 


GH 


£+1(^2+^2) 


(IH- rjar* -h  *Jj* +..0 


Développant  la  puissance par  la  formule  du  binôme,  faisant 

le  produit  et  écrivant  seulement  les  termes  du  deuxième  ordre  en  x 
et  en  y,  on  a 

(,)  m=l  +  {ri*(±.-t)  +  Ltls(l.-i)+.... 

Pour  que  la  valeur  Ç,  qui  correspond  à  ^=:y  =  o,  soit  un 
minimum  de  GH,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  de  x2  et  y2 
soient  positifs,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  à  la  fois 

ç<-,       : 


ou  encore 


Ç<CM,         Ç<Cm. 
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Donc,  il  faut  et  il  suffît  que  le  point  G  soit  à  la  fois  au-dessous 
des  deux  centres  de  courbure  principaux  Met  m  relatifs  au  point  G, 
c'est-à-dire  au-dessous  du  petit  métacentre  m. 

L'expression  de  GH  montre  que,  si  G  est  au-dessus  du  grand 
métacentre,  la  valeur  GG  de  GH  correspondant  à  x  =  y  ==  o  est 
un  maximum.  Si  G  est  placé  entre  les  deux  métacentres  M  et  m, 
la  normale  GG  n'est  ni  un   maximum  ni  un  minimum,  car  dans 

l'expression  de  GH  les  coefficients  de  x2  et  y2  sont  de  signes  con- 
traires. 

Résumé.  —  Pour  obtenir  les  positions  d'équilibre  d'un  corps 
pesant  reposant  par  une  surface  (C)  sur  un  plan  horizontal  fixe, 
il  faut  mener  du  centre  de  gravité  des  normales  à  la  surface  (G); 
soient  GC<,  GG2,  .  .  •  ces  normales.  A  chacune  d'elles  GG  répond 
une  position  d'équilibre  obtenue  en  mettant  le  corps  en  contact 
avec  le  plan  horizontal  par  le  point  G;  pour  que  cette  position 
soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  que,  dans  cette  position,  G  soit  au- 
dessous  du  petit  métacentre  relatif  au  point  de  contact  C. 

Remarque.  —  Dans  cette  théorie,  on  peut  supposer  indiffé- 
remment le  point  G  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  la  surface  (G), 

à  condition  de  donner  un  signe  à  GH,  comme  nous  l'avons  fait. 
Mais,  si  cela  paraît  plus  simple,  on  peut  toujours  remplacer  la 
surface  (C)  par  une  autre  contenant  le  point  G  à  son  intérieur. 

En  effet,  construisons  une  surface  (G,)  parallèle  à  (G),  obtenue 
en  portant  sur  les  normales  extérieures  à  (C)  une  longueur  con- 
stante l.  Pendant  que  (C)  reste  en  contact  avec  un  plan  horizontal 
fixe  P,  (G,)  reste  en  contact  avec  un  plan  horizontal  fixe  V{  placé 
à  une  distance  /  au-dessous  de  P,  et  réciproquement.  On  peut  donc 
regarder  le  corps  comme  assujetti  à  reposer  sur  un  plan  horizontal 
fixe  V{  par  la  surface  (Ci)  :  et  l'on  peut  toujours  prendre  /  assez 
grand  pour  que  G  soit  à  l'intérieur  de  (G1  ). 

Théorème.  —  La  recherche  des  positions  d'équilibre  stable 
peut  se  ramener  à  la  recherche  des  plus  courtes  distances  du 
point  G  à  la  surface  (C). 

Nous  venons  de  voir  qu'on  obtient  les  positions  d'équilibre 
stable  du  corps  en  cherchant  les  points  où  le  plan  tangent  à  la 
surface  (G)  est  à  une  distance  minimum  du  centre  de  gravité.  On 
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peut  remplacer  ce  problème  par  un  autre  quelquefois  plus  simple 
et  chercher  les  points  de  la  surface  (C)  tels  que  leur  distance  au 
centre  de  gravité  soit  un  minimum.  En  effet,  pour  montrer  que  ces 
deux  problèmes  sont  équivalents,  remarquons  d'abord  que,  pour 
que  la  distance  GG  du  point  G  à  un  point  G  de  la  surface  soit  un 
minimum  ou  un  maximum,  il  faut  que  GG  soit  normal  en  G.  Sup- 
posons cette  condition  remplie  et  prenons  les  mêmes  axes  que  plus 
haut;  il  faut  montrer  {fi  g-  32 1)  que  si  GG  est  un  maximum  ou  un 

minimum  du  segment  GH,  la  valeur  absolue  de  GG  est  aussi  un 
maximum  ou  un  minimum  de  la  distance  GC;  et  réciproquement. 
Or  on  a 


remplaçons  z  par  son  développement  (i)  et  ordonnons  GG  par 
rapport  aux  puissances  de  x  et  y  en  nous  bornant  aux  termes  du 
deuxième  ordre.  Nous  avons 

GG72  ^  -  ¥  -h  r0  W  ^  -  0  +  'o/2  ('-f  -  tfy+-  •  •  •  • 

Comme  r0  et  t0  sont  positifs,  cette  fonction  est  maximum  ou 
minimum  pour  x  —  o,  y  =  o,  aux  mêmes  conditions  que  la  fonc- 
tion GH  définie  par  l'équation  (2).  C'est  ce  que  nous  voulions 
montrer  (Poincaré,  Cinématique  et  Mécanismes,  etc.,  p.  298 
et  suivantes). 

Représentation  des  diverses  positions  d'équilibre.  —  Nous 
empruntons  à  M.  Gujou  {Théorie  du  Navire,  2e  édition,  p.  21), 
la  représentation  suivante  des  diverses  positions  d'équilibre,  repré- 
sentation qui  a  été  employée  pour  la  première  fois  par  Reech 
{Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  1808). 

Imaginons  une  sphère  liquide  avant  pour  centre  le  point  G  que 
nous  supposerons  intérieur  à  la  surface  du  solide  considéré;  et 
concevons  que  cette  sphère,  ayant  d'abord  un  rayon  assez  grand 
pour  que  la  surface  entière  soit  immergée,  vienne  à  s'assécher 
progressivement.  Il  arrivera  un  premier  instant  où  la  sphère 
deviendra  tangente  à  la  surface;  au  point  de  contact  correspondra 
évidemment  une  normale  maximum  abaissée  du  point  G  et, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  pour  l'orientation  correspondant  à 
cette  normale,  le  point  G  sera  au-dessus  du  grand  métacentre;  la 
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sphère  continuant  à  se  dessécher,  d'autres  points  viendront  suc- 
cessivement à  fleur  d'eau;  à  chacun  de  ces  sommets  correspon- 
dront des  normales  de  même  nature  que  nous  nommerons  noi- 
males  maxima.  Les  ilôts  ainsi  formés  viendront  bientôt  se 
rejoindre;  aux  points  de  jonction  des  îles  correspondront  encore 
des  normales,  mais  pour  celles-ci  la  sphère  décrite  du  point  G 
sera  en  partie  extérieure,  en  partie  intérieure  à  la  surface,  et 
pour  les  orientations  correspondantes  ce  point  sera  compris 
entre  les  deux  métacentres;  nous  nommerons  ces  normales  des 
normales  mixtes.  Enfin,  les  îlots  en  se  réunissant  formeront  des 
lacs  qui  se  subdiviseront  en  d'autres  plus  petits  et  finiront  par  s'as- 
sécher; aux  points  d'assèchement  correspondront  des  normales 
que  nous  appellerons  normales  minima;  en  ces  points  la  sphère 
tangente  sera  intérieure  à  la  surface;  par  conséquent,  pour  les 
orientations  suivant  ces  normales,  le  point  G  sera  au-dessous 
du  petit  métacentre.  Les  positions  d'équilibre  stable  seront 
celles  pour  lesquelles  ces  normales  seront  verticales  et  dirigées 
en  bas. 

On  voit,  d'après  cette  image,  qu'il  y  a  toujours  au  moins  une 
normale  maxima  et  une  minima,  c'est-à-dire  une  position  d'équi- 
libre instable  et  une  stable. 

Oscillations  du  corps  ébranlé,  puis  abandonné  à  lui-même.  —  Con- 
sidérons la  surface  podaire  de  la  surface  limite  (G)  par  rapport  au  centre 
de  gravité,  c'est-à-dire  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
point  G  sur  les  plans  tangents. 

D'après  ce  qui  précède,  les  normales  menées  du  point  G  à  cette  podaire 
sont  les  mêmes  que  les  normales  menées  du  point  G  à  la  surface  du  corps, 
et  les  normales  communes  sont  de  même  nature  (maxima,  minima  ou 
mixtes).  De  plus,  chacun  des  rayons  vecteurs  GH  de  la  podaire  (Jig.  32i) 
représente  la  hauteur  du  centre  de  gravité  au-dessus  du  plan  d'appui 
quand  le  corps  est  orienté  suivant  GH. 

Ceci  posé,  plaçons  le  corps  sur  le  plan  fixe  dans  une  position  quelconque 
où  le  centre  de  gra\ité  est  à  une  hauteur  h0  au-dessus  du  plan  et  impri- 
mons-lui un  mouvement  initial  dans  lequel  les  divers  points  ont  des 
vitesses  ç0,  puis  abandonnons-le  à  lui-même.  A  l'instant  t,  la  hauteur  du 
centre  de  gravité  sera  devenue  h  et  les  vitesses  des  divers  points  seront  v. 
Appliquons  au  mouvement  le  théorème  des  forces  vives  de  l'instant  initial 
à  l'instant  t,  en  remarquant  que  le  travail  du  poids  P  est  —  P(/i  —  h0)  et  en 
désignant  par  Sp  le  travail  des  résistances  passives  qui,  nul  au  début,  est 

m.  i4 
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essentiellement  négatif,  nous  aurons 


(3) 


^  m v*  -  l-  2  mv l  =  -  P  (  h  -  h o  )  -4-  £ P , 


Le  terme  ©p  étant  négatif  et  croissant  en  valeur  absolue  avec  t,  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  va  en  diminuant;  ce  qui  revient  à  dire  que 
l'énergie  du  système  diminue  à  cause  des  résistances  passives.  Introduisons 
une  longueur  A  par  la  condition 


P  k  =  -Vm^+P/io+Sp; 


cette  longueur  k  va  en  diminuant  avec  le  temps;  l'équation  des  forces 

vives 

Ph=  PA 


il 


mv 


montre  d'ailleurs  qu'on  a,  à  chaque  instant, 

h<  k. 

La  hauteur  h  du  centre  de  gravité  dans  les  oscillations  du  corps  a  donc 
une  limite  supérieure  A"  qui  va  sans  cesse  en  diminuant.  Employons  alors, 
à  l'égard  de  la  surface  podaire,  la  même  image  que  plus  haut  pour  la  sur- 
face du  corps.  Si  l'on  considère  une  sphère  liquide  de  centre  G  et  de 
rayon  A,  tous  les  rayons  vecteurs  de  la  podaire  plus  petits  que  A  tombent 
dans  un  des  lacs  déterminés  par  cette  sphère  et  la  podaire.  Or  dans  les 
oscillations  du  corps,  la  distance  h  du  centre  de  gravité  au  plan  tangent 
horizontal  fixe  est  inférieure  à  A;  à  chaque  instant,  l'axe  d'orientation  du 
corps  est  donc  compris  dans  l'un  des  cônes  ayant  pour  base  l'un  des  lacs 
déterminés  dans  la  podaire  par  la  sphère  de  rayon  A.  L'absorption  de 
l'énergie,  par  les  résistances  passives,  aura  pour  effet  d'assécher  progres- 
sivement ce  lac,  qui  pourra  se  subdiviser  en  lacs  de  plus  en  plus  petits, 
dont  l'un  contiendra  nécessairement  l'axe  d'orientation;  finalement  le 
corps  viendra  se  fixer  au  repos  suivant  l'axe  d'orientation  qui  correspond 
à  la  normale  minimum  aboutissant  au  fond  du  dernier  lac. 

Mesure  de  la  stabilité  d'une  position.  —  Supposons  le  corps  dans  une 
position  d'équilibre  stable  où  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan 
horizontal  fixe  ait  une  longueur  /.  Dans  cette  position  initiale  lançons  le 
corps,  nous  aurons 

^mc»+PA=  -Ym^  +  P/+Sp 
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en   appelant,   comme   plus   haut,    h  la   hauteur   du   centre  de  gravité  au 
temps  t  et  fëp  le  travail  des  résistances  passives. 

Considérons  le  lac  d'oscillation  initial  déterminé   par   la  podaire  et  la 
sphère  liquide  dont  le  rayon  Â0  est  donné  par 

P£n=  -Vm^+P/. 


Î2 


Pour  que  le  corps  puisse  chavirer,  il  faut  que  l'énergie  imprimée 
-  \  mv\  soit  telle  que  ce  lac  comprenne  une  deuxième  position  d'équi- 
libre. Or,  si  l'on  suppose  que  la  sphère  liquide,  ayant  d'abord  pour  rayon 
la  normale  d'équilibre  /,  gonfle  progressivement,  le  lac  qu'elle  détermine 
autour  de  cette  normale  ne  contiendra  pas  d'autre  normale  tant  qu'il 
n'aura  pas  été  uni  par  l'ouverture  d'un  isthme  à  un  lac  voisin.  Par  suite, 
si  l'on  désigne  par  V  la  longueur  de  la  normale  mixte  allant  de  G  à  cet 
isthme,  il  suffit,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  danger  de  chavirement,  que  le 
rayon  /c0  de  la  sphère  liquide  déterminant  le  lac  d'oscillation  initial  soit 
moindre  que  l\  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

?2mPÎ-HP/<P/', 

^m^<P(/'-/). 

D'après  cela  on  peut  dire  que  P(/' — l)  représente  la  mesure  de  la  sta- 
bilité de  la  position  d'équilibre  considérée  correspondant  à  la  normale 
minimum  /(Guyou,  loc.cit.,  p.  '22-23). 

660.  Corps  flottants.  —  En  suivant  la  méthode  de  M.  Gujou, 
nous  allons  considérer  un  liquide  contenu  dans  un  vase  fixe  et 
chercher  dans  quelles  positions  du  système  le  centre  de  gravité 
de  l'ensemble  du  flotteur  et  du  liquide  sera  à  une  hauteur  minima. 
Les  conditions  auxquelles  nous  parviendrons  étant  indépendantes 
de  la  forme  et  de  la  grandeur  du  vase,  seront  applicables  aux 
navires  flottant  sur  de  grands  bassins.  Nous  reprendrons  le  pro- 
blème à  son  origine  pour  le  traiter  entièrement  à  ce  nouveau 
point  de  vue,  c'est-à-dire  sans  faire  appel  aux  résultats  que  nous 
a  fournis  l'application  du  principe  d'Archimède. 

Première  condition  :  La  surface  libre  du  liquide  doit  être 
horizontale.  —  Supposons  en  effet  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi; 
quelle  que  soit  la  position  du  flotteur,  on  pourra  toujours  ima- 
giner un  plan  horizontal  coupant  les  arêtes  des  vagues  de  telle 
façon  que  le  volume  du  liquide  situé  au-dessus  de  lui  soit  égal 
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à  celui  des  vides  laissés  au-dessous  ;  alors,  si,  sans  déranger  le  flot- 
teur, on  versait  progressivement  les  masses  liquides  situées  au- 
dessus  du  plan  dans  les  creux  situés  au-dessous,  on  rendrait  la 
surface  libre  horizontale  et  l'on  abaisserait  d'une  manière  continue 
le  centre  de  gravité  du  système.  Ce  point  ne  serait  donc  pas  à  une 
hauteur  minima. 

Deuxième  condition  :  Le  poids  du  liquide  déplacé  doit  être 
égal  au  poids  du  flotteur.  —  Pour  démontrer  cette  proposition, 
nous  ferons  voir  que,  quelle  que  soit  l  orientation  du  flotteur 
dans  l'espace,  si  on  le  descend  parallèlement  à  lui-même  dans  le 
liquide  à  surface  libre  horizontale,  le  centre  de  gravité  du  système 
descend  tant  que  le  poids  du  liquide  déplacé  est  moindre  que 
celui  du  flotteur,  pour  s'élever  ensuite  à  partir  de  l'instant  où  ces 
deux  poids  sont  devenus  égaux. 

Il  est  évident  que,  tant  que  le  flotteur  descend  en  restant  au- 
dessus  de  la  surface  libre,  le  centre  de  gravité  du  système  descend; 
mais  lorsque  le  flotteur  commence  à  plonger,  le  niveau  du  liquide 
s'élève,  et  le  centre  de  gravité  du  liquide  monte  tandis  que  celui 
du  flotteur  descend.  Il  faut  alors  analyser  le  phénomène  de  plus 
près  pour  voir  comment  se  comporte  le  centre  de  gravité  du 
système. 

Appelons,  comme  plus  haut,  P  le  poids  du  flotteur,  V  le  volume 
immergé,  P'  le  poids  du  liquide  et  m  le  poids  de  l'unité  de  volume 
du  liquide.  Nous  allons  montrer  que  si  l'on  enfonce  le  flotteur 
verticalement  d'une  quantité  infiniment  petite  A,  le  centre  de 
gravité  du  liquide  remonte  de  la  quantité 

.  wY 

h~pT' 

Pour  cela,  nous  supposerons  d'abord  que  le  flotteur  est  un  cy- 
lindre droit,  à  arêtes  verticales  :  deux  cas  sont  à  distinguer  suivant 
que  le  cylindre  est  partiellement  ou  totalement  plongé.  Prenons 
(flg.  322)  un  cylindre  a^yô  partiellement  plongé  :  soit  /  la  lon- 
gueur sa  de  la  partie  immergée,  o-  la  section  droite;  le  volume 
immergé  v  est  1rs.  Quand  on  enfonce  le  cylindre  de  h,  la  base  a(3 
prend  la  position  et!  $',  l'élément  liquide  a  j3a'  p'  est  chassé  et  le  niveau 
du  liquide  s'élève  infiniment  peu.  Prenons  un  plan  des  .rj/- hori- 
zontal, un  axe  0,5  vertical  ascendant  et  appelons  Ç'  le  z  du  centre 
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de  gravité  du  liquide  quand  le  cylindre  est  dans  la  première  posi- 
tion aBv8.  Décomposons  le  liquide  en  éléments  de  volume  de  poids 
p  et  d'ordonnées  z,  et  appelons  en  particulier p{  et  Z\  le  poids  et 


Fiw.  322. 


l'ordonnée  de  l'élément  placé  en  ajâa'p'.  Le  théorème  des  moments 
donne 


(3) 


P'Ç=.P 


i  <>\ 


Une  fois  le  cylindre  enfoncé  jusqu'en  a'p',  la  disposition  du 
liquide  est  la  même  que  si  le  liquide  qui  occupait  primitivement 
l'élément  aj3a'(3'  était  supprimé  et  versé  sur  la  surface  libre  où  son 
ordonnée  deviendrait  zK  -f-  /,  tous  les  autres  éléments  de  poids  p 
et  d'ordonnées  z  restant  dans  les  mêmes  positions.  Soit  Ç'-hSÇ7 
la  nouvelle  ordonnée  du  centre  de  gravité  du  liquide;  on  a 


(4) 


P,(C+8£)^i»i^H-0-+"-2 


p- 


d'où,  en  retranchant  et  remarquant  que  pK,   poids  de  l'élément 

afia'P',  est  égal  à  tbAo-, 


(5) 


P\l  mil        1  wv . 

p'  2    p>    ~~  ll  p'  » 


la  formule  est  ainsi  démontrée  pour  ce  cas. 

On  l'établit  de  même  pour  le  cas  d'un  cylindre  entièrement 
immergé  abcd  qu'on  enfonce  de  A,  de  façon  à  l'amener  de  abcd 
en  a' b' c' d!  (ftg.  32a).  Si,  conservant  les  notations  précédentes, 
on  appelle  /  la  longueur  totale  du  cylindre,  le  volume  immergé  est 
V  =  <rl  :  dans  la  position  abcd  du  cjlindre,  le  z  du  centre  de  gra- 
vité du  liquide  est  encore  donné  par  la  formule  (3)  où  pK  et  zK  se 
rapportent  à  l'élément  aba' b' .  Une  fois  le  cylindre  enfoncé,   la 
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disposition  du  liquide  est  la  même  que  si  l'élément  liquide  aba'b 
était  supprimé  et  transporté  en  cdc' d'  où  son  ordonnée  devien- 
drait Z\  +  /,  tous  les  autres  éléments  restant  dans  les  mêmes  posi- 
tions. La  nouvelle  ordonnée  du  centre  de  gravité  du  liquide  est 
donc  encore  donnée  par  la  formule  (4),  d'où  résulte  la  même  valeur 

(5)  pour  8Ç\ 

Il  est  maintenant  facile  d'établir  le  même  résultat  pour  un  flot- 
teur de  forme  quelconque  que  l'on  enfonce  verticalement  d'un 
mouvement  de  translation  d'une  quantité  infiniment  petite  h  :  on 
peut  toujours  décomposer  ce  flotteur  en  cylindres  élémentaires 
verticaux  de  sections  infiniment  petites  (fig.  822)  :  appelons  v{, 
ç2y  •  •  •>  Vu  les  volumes  des  parties  immergées  de  ces  cylindres.  Au 
lieu  d'enfoncer  le  flotteur  tout  d'une  pièce  de  h  pour  voir  l'effet 
produit  sur  le  centre  de  gravité  du  liquide,  on  peut  enfoncer  suc- 
cessivement de  h  tous  les  cylindres  élémentaires.  Mais,  d'après  ce 
qui  précède,  en  enfonçant  le   premier  cylindre,  on  fait  monter  le 

centre  de  gravité  du  liquide  de  h  -vjr',  en  enfonçant  le  deuxième, 
on  le  fait  monter  de  h-~->  •  •  •  •  Quand  tous  les  cylindres  sont  en- 
foncés, le  centre  de  gravité  du  liquide  est  monté  de 

Z,  W   /  \  7   ^v 

h  p  <>i  -+-  v%  H-  • . .  4-  v,i  )  =  h  -pï- > 

V  désignant  le  volume  immergé  :  c'est  ce  que  nous  voulions 
établir. 

Voyons  enfin  quelle  est  la  variation  du  z  du  centre  de  gravité 
de  tout  le  système  quand  on  enfonce  le  flotteur  d'une  quantité  infi- 
niment petite  h.  En  désignant  par  Z  le  z  du  centre  de  gravité  de 
tout  le  système,  par  Ç  et  'Q  les  z  des  centres  de  gravité  du  flotteur 
et  du  liquide,  on  a 

(6)  (P  +  P')Z  =  PÇ-*-P'Ç\ 
Si  l'on  enfonce  le  flotteur  de  A,  on  a 

Donc,  en  différentiant  la  relation  (6), 

(Ph-P')8Z  =  h(mY:—  P), 
où  V  est  le  volume  immergé  du  flotteur. 
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D'après  cela,  SZ  est  négatif  et  le  centre  de  gravité  total  descend, 
tant  que  gjV,  poids  du  liquide  déplacé,  est  inférieur  au  poids  P  du 
flotteur  ;  au  contraire,  $Z  est  positif  et  le  centre  de  gravité  remonte 
quand  le  poids  du  liquide  déplacé  est  supérieur  à  P.  Pour  que  le 
centre  de  gravité  du  système  total  soit  le  plus  bas  possible,  il  faut 
donc  que 


(7) 


TUV  =  P. 


Troisième  coNniTioiv  :  Pour  être  en  équilibre  stable,  le  flot- 
teur doit  avoir  la  même  orientation  que  s'il  reposait  sur  un 
plan  horizontal  par  sa  surface  des  centres  de  carène.  — 
D'après  les  deux  premières  conditions  supposées  remplies,  nous 
n'avons  plus  maintenant  qu'à  comparer  entre  elles  les  positions 
diverses  dans  lesquelles  le  flotteur  déplace  son  poids  de  liquide, 
c'est-à-dire  pour  lesquelles  la  condition  (7)  est  remplie.  Dans  ces 

Fis-.  3a3. 


/(F)// 

\G           1 

l(f/ 

W/       } 

r 

3 

vc^x^     / 

s  \ 



0^\' 

"^L 

3 

positions,  la  surface  de  flottaison  (F)  reste  tangente  à  la  surface 

libre  (fïg-  323). 

Appelons  comme  précédemment  P  le  poids  du  flotteur  et  V  le 

volume  immergé,  P'  le  poids  du  liquide  et  V7  son  volume  total,  de 

sorte  que 

gtV'=P'. 


Soient  G  le  centre  de  gravité  du  flotteur,  L  celui  du  liquide, 
T  le  centre  de  gravité  du  système  total  :  ces  trois  points  sont  en 
ligne  droite  et  l'on  a 


LT        P 

TG  ~  F ' 


D'autre  part,  le  centre  du  volume  immergé  V  est  en  G  centre 
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de  carène;  le  centre  du  volume  "V7  occupé  par  le  liquide  est  en  L, 

car  le  liquide  est  homogène;  le  centre  O  du  volume  total  V  -f-  "V7 

situé  au-dessous  de  la  surface  libre  FF7  est  donc  en  ligne  droite 

avec  G  et  L  et  l'on  a 

LO       V 
ÔC  ~  V  ' 

Gomme  P  et  P;  sont  respectivement  égaux  à  roV  et  txjV7,  on  a 

LT        LO        P 

T  G  ~  ÔC  ~  P  '  * 

Il  en  résulte  que  les  droites  CG  et  OT  sont  parallèles  et  que 
l'on  a 

OT       LT  P 

(8) 


GG       LG       P  +  P' 

Gela  posé,  remarquons  que  le  point  O  est  fixe  dans  les  déplace- 
ments que  nous  considérons,  car  le  volume  immergé  V  est  assu- 
jetti à  rester  constant;  le  plan  FF'  est  donc  fixe  ainsi  que  le  centre 
O  du  volume  V  -f-  V  limité  par  ce  plan.  On  pourra  donc  compter 
les  hauteurs  TS  du  centre  de  gravité  total  à  partir  du  plan  hori- 
zontal xOy  mené  par  O  :  pour  que  l'équilibre  soit  stable,  il  faut 
orienter  le  corps  de  façon  que  TS  soit  minimum. 

Menons  par  le  centre  de  carène  C  un  plan  horizontal  GH;  ce 

plan,  étant  parallèle  à  la  flottaison,  est  tangent  en  C  à  la  surface 

des  centres  de  carène;  soit  GH  la  distance  du  centre  de  gravité 

du  corps  à  ce  plan  :  les  triangles  OTS  et  GGH  sont  semblables  et 

l'on  a 

TS        LT  P 

GÎT  ~  LG  ~~  P  +  P'' 

TS  =  GH  - 


-P' 

Le  minimum  de  TS  a  donc  lieu  en  même  temps  que  celui  de  GH. 
Comme  GH  est  la  distance  du  centre  de  gravité  du  corps  au  plan 
tangent  horizontal  mené  à  la  surface  des  centres  de  carène,  on  voit 
que  l'orientation  du  flotteur  dans  une  position  d'équilibre  stable 
est  la  même  que  s'il  reposait  sur  un  plan  horizontal  par  sa  surface 
des  centres  de  carène.  Nous  sommes  donc  ramenés  à  un  problème 
étudié  dans  le  numéro  précédent. 
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Conclusions.  —  Pour  qu'un  flolteur,  dans  une  certaine  posi- 
tion, soit  en  équilibre  stable,  il  faut  et  il  suffit  : 

i°  Que  la  surface  libre  du  liquide  soit  horizontale; 

20  Que  le  poids  du  liquide  déplacé  soit  égal  au  poids  du  flotteur 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  surface  de  flottaison  soit  tan- 
gente à  la  surface  libre; 

3°  Que  le  centre  de  gravité  du  flotteur  soit  sur  la  normale  à  la 
surface  des  centres  de  carène  au  centre  de  la  carène  immergée  et 
au*-dessous  du  petit  métacentre  de  cette  surface. 

Ces  conditions  ont  déjà  été  indiquées  par  Dupin.  Nous  avons  vu, 
dans  le  quatrième  théorème,  qu'en  appelant  10  le  moment  d'inertie 
minimum  d'une  flottaison  par  rapport  à  des  axes  passant  par  son 

centre,   on  a,  pour  la  distance   Qm  du   petit  métacentre,  -^-  Si 

donc  la  flottaison  considérée  correspond  à  une  position  d'équi- 
libre, la  condition  de  stabilité  s'écrit 

Oscillations  du  flotteur  ébranlé  puis  abandonné  à  lui-même.  —  Le 
système  formé  par  le  flotteur  et  l'eau  est  de  telle  nature  que,  s'il  n'y  avait 
pas  de  frottements,  la  somme  des  travaux  des  forces  de  liaison  serait  nulle. 
Écartons  alors  le  système  de  sa  position  d'équilibre,  puis  donnons-lui  une 
impulsion  initiale;  nous  aurons,  d'après  le  théorème  des  forces  vives, 

P  et  P'  étant  les  poids  du  flotteur  et  du  liquide,  h  la  hauteur  du  centre  de 
gravité  total  au  temps  t,  /?0  la  valeur  initiale  de  cette  quantité  et  (Bp  le 
travail  des  résistances  passives;  ïs>p  est  une  quantité  négative  dont  la  va- 
leur absolue,  nulle  au  début,  va  sans  cesse  en  croissant. 
En  écrivant 

(9)  ^mp2+(P  +  P')A=  ^mpJ  +  (P  +  P')Ao  +  e" 

on  voit  que  le  premier  membre  va  sans  cesse  en  décroissant  jusqu'au-  mo- 
ment où  le  système  s'arrête  dans  une  position  d'équilibre. 

Quand  les  oscillations  sont  de  telle  nature  que  la  surface  libre  de  l'eau 
puisse  être  regardée  comme  immobile,  le  volume  immergé  V  est  constant, 
le  centre  O  du  volume  total  au-dessous  de  la  surface  libre  est  fixe  et  l'on 
peut  compter  la  hauteur  h  au-dessus  du  plan  horizontal  passant  par  O. 
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On  a  alors,  d'après  la  fig.  3?,3, 

A=ST  =  GHF^p-,, 

et  l'équation  des  forces  vives  (9)  devient 

^V/^  +  PGH=  -\?nvl  -+-P(GH)04-^. 

Cette  équation  est  identique  à  celle  que  nous  avons  rencontrée  pour  les 
oscillations  d'un  corps  pesant  reposant  par  la  surface  (G)  sur  un  plan  ho- 
rizontal fixe,  à  la  fin  du  numéro  précédent.  Toutes  les  conséquences  que 
nous  en  avons  tirées  s'appliquent  donc  à  ces  oscillations  spéciales  du 
flotteur.  On  peut,  en  particulier,  mesurer  la  stabilité  d'une  position  d'équi- 
libre du  flotteur,  par  la  quantité  P(/' —  l)  définie  comme  plus  haut 
(Guyou,  loc.  cit.). 

661.  Exemples.  —  Pour  l'application  des  théorèmes  que  nous  venons 
d'établir  à  la  théorie  du  navire,  nous  renverrons  à  l'Ouvrage  de  M.  Guyou. 
Nous  nous  bornerons  à  en  donner  quelques  exemples  élémentaires;  on  en 
trouvera  d'autres  aux  exercices  : 

i°  Flotteur  sphérique.  —  Pour  un  flotteur  sphérique,  les  surfaces  (F) 
et  (G)  sont  évidemment  des  sphères  concentriques  à  la  proposée.  Le  centre 
de  gravité  G  occupe  dans  la  sphère  une  position  quelconque  :  de  ce  point, 
on  peut  mener  à  la  surface  (G)  deux  normales;  une  d'elles  donne  le  mini- 
mum de  la  distance  de  G  à  (G),  l'autre  le  maximum  de  cette  distance.  A 
la  première  correspond  une  position  d'équilibre  stable,  à  la  seconde  une 
position  d'équilibre  instable. 

20  Ellipsoïde.  —  Si  le  flotteur  est  limité  par  un  ellipsoïde,  les  surfaces 
(F)et(C)  sont  des  ellipsoïdes  homothétiques  et  concentriques  à  la  surface 
du  flotteur.  C'est  ce  qu'on  voit  immédiatement  en  faisant  une  transfor- 
mation homographique  qui  transforme  l'ellipsoïde  en  une  sphère  en  alté- 
rant les  éléments  de  volume  dans  un  rapport  constant. 

On  peut  alors,  du  point  G,  mener  à  la  surface  (C),  deux,  quatre  ou  six 
normales  réelles.  Pour  reconnaître  les  positions  stables,  il  faut  voir  quelles 
sont  les  normales  donnant  des  minima  de  la  distance  du  point  G  à  la  sur- 
face (C). 

Dans  le  cas  de  six  normales,  il  y  a  toujours  deux  positions  stables;  dans 
e  cas  de  quatre,  il  y  en  a  une  ou  deux;  dans  le  cas  de  deux,  il  y  a  seule- 
ment une  position  d'équilibre  stable. 

3°  Flotteur  avec  un  plan  de  symétrie.  —  Soit  un  flotteur  admettant, 
non  seulement  au  point  de  vue  de  la  forme  extérieure,  mais  au  point  de 
vue  de  la  distribution  de  la  matière,  un  plan  de  symétrie  S.  Le  centre  de 
gravité  G  est  dans  ce  plan  et  la  surface  (C)  admet  ce  plan  comme  plan 
de  symétrie;  elle  le  coupe  donc  à  angle  droit,  suivant  une  courbe  c;  car 
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elle  est  convexe  partout.  Parmi  les  normales  menées  de  G  à  (G)  se  trou- 
veront les  normales  menées  de  G  à  cette  courbe  plane. 

Soit  GG  une  de  ces  normales  :  en  orientant  le  flotteur  suivant  GC,  on 
aura  une  position  d'équilibre;  la  flottaison  correspondante  FL  coupe  le 
plan  S  suivant  un  axe  s,  qui  est  un  axe  de  symétrie  de  la  flottaison.  Le 
centre  O  de  la  flottaison  est  sur  s  et  les  axes  principaux  d'inertie  de  l'aire 
de  la  flottaison  sont  Os  et  la'perpendiculaire  Ot. 

Appelons  I0  le  plus  petit  des  moments  d'inertie  de  la  flottaison  par  rap- 
port à  ces  deux  axes,  il  faut  et  il  suffit  pour  la  stabilité  que  l'on  ait 

CG<J. 

Il  pourra,  bien  entendu,  exister  d'autres  positions  d'équilibre,  corres- 
pondant à  des  normales  issues  de  G  non  contenues  dans  le  plan  de  sy- 
métrie. 

4°  Cylindre  de  révolution  homogène.  —  Soit  un  cylindre  de  révolution 
homogène  dont  le  rayon  de  base  est  «,  la  hauteur  2  A  et  la  densité  égale 
à  la  moitié  de  celle  du  liquide.  Le  volume  immergé  est  alors  la  moitié 
du  volume  du  cylindre  et  la  surface  (F)  se  réduit  au  point  G,  milieu  de  la 
hauteur,  qui  est  le  centre  de  gravité  du  cylindre. 

La  surface  (C  )  est  évidemment  de  révolution  autour  de  l'axe  du  cylindre, 
et  elle  admet  comme  plan  de  symétrie  (plan  de  l'équateur)  le  plan  mené 
par  G  perpendiculairement  à  l'axe.  Pour  mener  de  G  des  normales  à  cette 
surface  de  révolution,  il  suffit  de  mener  de  ce  point  des  normales  à  la  mé- 
ridienne. Cette  méridienne  a  pour  centre  le  point  G;  elle  admet  comme 
axes  de  symétrie,  l'axe  du  cylindre  et  la  perpendiculaire  à  l'axe  menée 
par  G;  elle  a  là  une  forme  ovale  comme  une  ellipse.  En  coupant  le  cy- 
lindre par  un  plan  passant  par  l'axe,  on  obtient  un  rectangle  dont  les 
diagonales  se  coupent  en  G  :  les  portions  de  méridienne  situées  dans  les 
angles  des  diagonales  qui  comprennent  l'axe  sont  formées  de  deux  arcs  de 
parabole  dont  les  points  correspondent  aux  flottaisons  qui  ne  coupent  pas 
les  bases  du  cylindre;  les  portions  de  méridienne  situées  dans  les  deux 
autres  angles  des  diagonales  sont  des  arcs  d'une  courbe  transcendante  se 
raccordant  avec  les  arcs  de  parabole;  les  points  de  ces  nouveaux  arcs  cor- 
respondent aux  flottaisons  qui  coupent  les  bases. 

En  prenant  les  deux  axes  de  symétrie  de  la  méridienne,  on  a  immédia- 
tement deux  normales  menées  du  point  G  à  la  surface  (C)  : 

i°  L'axe  du  cylindre; 

i°  Un  rayon  de  l'équateur  de  la  surface  (G). 

A  ces  deux  normales  correspondent  deux  positions  d'équilibre  possibles, 
d'ailleurs  évidentes  a  priori,  une  position  dans  laquelle  les  génératrices 
sont  verticales  et  une  position  dans  laquelle  les  génératrices  sont  hori- 
zontales. 

Voyons  dans  quels  cas  elles  sont  stables  : 

Première  position  :  Génératrices  verticales.  —  Le  cylindre  étant  im- 


220  EQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

mergé  verticalement,  le  centre  de  carène  G  est  au  milieu  de  la  hauteur 
immergée  h  :  CG  est  donc  égal  à  \h.  La  flottaison  correspondante  est  un 
cercle  de  rayon  a  et  de  centre  G  :  le  moment  d'inertie  de  cette  flottaison 
par  rapport  à  un  axe  GX  passant  par  son  centre  dans  son  plan  est 

4 

tous  ces  moments  sont  égaux.  Le  volume  immergé  V  est  d'ailleurs  ira2 A; 
on  a  donc,  pour  la  condition  de  stabilité, 

rn  ^  lo  h        1   a2  as/-! 

V  i        4    'l  2 

Deuxième  position  :  Génératrices  horizontales.  —  Le  plan  de  flot- 
taison passant  alors  par  l'axe,  le  centre  de  carène  G  coïncide  avec  le  centre 
de  gravité  du  demi-cercle  immergé  de  la  section  droite  menée  par  G;  on 

a  donc,  pour  la  distance  GG,  la  valeur  — . 

3  7C 

La  flottaison  est  un  rectangle  de  centre  G  et  de  côtés  ia  et  ih  :  les  axes 
principaux  d'inertie  de  la  flottaison  sont  l'axe  du  cylindre  et  la  perpendi- 
culaire à  cet  axe  menée  par  G.  Le  moment  d'inertie  de  la  flottaison,  par 
rapport  à  l'axe  du  cylindre,  est 

I  =  -  ha\ 
et,  par  rapport  à  la  perpendiculaire, 

l'=±ah*. 


Les  deux  métacentres  correspondants  m  et  M  [centres  de  courbure 
principaux  de  la  surface  (G)]  sont  à  des  distances  de  G  données  par 

G  m 

CM 

L'un  des  métacentres  m  est  donc  précisément  au  point  G,  ce  qui  est 
évident,  car,  la  surface  (G)  étant  de  révolution,  l'un  des  centres  de 
courbure  principaux  est  sur  l'axe  de  révolution.  Pour  que  l'équilibre  soit 
stable,  il  faut  que  le  métacentre  qui  coïncide  avec  G  soit  le  petit  méta- 
centre,  c'est-à-dire 

Cm  <  CM,         h  >  a. 

Autres  positions.  —  Outre  ces  deux  positions  d'équilibre  évidentes  par 
raison  de  symétrie,  il  peut  en  exister  deux  autres  correspondant  à  des  nor- 
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maies  menées  de  G  à  la  méridienne  obliquement  par  rapport  à  l'axe  du 
cylindre  :  ce  sont  deux  positions  dans  lesquelles  les  génératrices  sont 
obliques  par  rapport  à  la  surface  libre  du  liquide.  Dans  l'une  d'elles,  une 
base  est  entièrement  immergée  ;  le  centre  de  carène  correspondant  est  sur 
la  partie  parabolique  de  la  méridienne.  Dans  l'autre,  les  deux  bases  sont 
partiellement  immergées;  le  centre  de  carène  correspondant  est  sur  l'autre 
partie  de  la  méridienne. 

On  trouvera  la  discussion  complète  de  ces  deux  dernières  positions  dans 
l'Ouvrage  de  M.  Poincaré  {Cinématique  et  Mécanismes,  p.  3i5-32o). 


EXERCICES. 

1.  Équilibre  d'un  fluide  dans  le  cas  général  où  l'on  a 

X  dx  -+-  y  dy  +  Z  dz  =  <p  d'-p, 
^  et  cp  étant  des  fonctions  données  de  x,  y,  z.  —  L'équation  d'équilibre  est  alors 

dp  —  pty  dy. 

Elle  montre  que  p  est  fonction  de  cp  seul,  car  dy  étant  nul,  dp  l'est  aussi. 
Soit  alors 

l'équation  donne 

?  =  $/'<*>■ 

Enfin,  la  relation  caractéristique  donne  x. 

2.  Centre  de  pression  d'une  aire  plane  triangulaire  ABC.  —  Appelons  a, 
J3,  y  les  distances  des  sommets  A,  B,  G  à  la  trace  du  plan  de  charge  sur  le  plan 
de  la  paroi  :  le  centre  de  pression  eoïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  trois 
masses  : 

L'une,  2a  +  p  +  y,  placée  en  A  ; 

L'autre,  2  £  -+-  y  -\-  a,  placée  en  B; 

La  troisième,  2y  -+-  ce  -+-  J3,  placée  en  C. 

3.  Pression  d'un  liquide  pesant  sur  une  portion  de  paroi  plane  ayant  la 
forme  d'un  trapèze  à  bases  horizontales.  —  Appelons  a  la  base  supérieure, 
b  la  base  inférieure,  h  la  hauteur  du  trapèze,  c  la  distance  de  la  base  supérieure 
à  la  trace  du  plan  de  charge  sur  la  paroi.  La  distance  du  centre  de  pression  à 
cette  même  trace  est 

/i:(ffl+36)  +  2  hc  (  a  +  2  b  ) 
2  h  (a  -+-  26)  +  bc(a  -+-  b) 

(Bour,  Mécanique,  IIIe  fasc,  p.  292.) 

4.  Étant  donnée  une  aire  plane  de  forme  et  de  grandeur  déterminées,  à  laquelle 
on  fait  occuper  diverses  positions  sur  une  paroi  plane  immergée  dans  un  liquide 
pesant,  démontrer  que  le  centre  de  pression  sur  cette  aire  est,  dans  chaque  posi- 
tion, le  pôle  de  la  droite  d'intersection  D  du  plan  de  charge  et  du  plan  de  l'aire 
par  rapport  à  une  certaine  ellipse  imaginaire  E  attachée  à  l'aire  :  cette  conique 


222  EQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

a  pour  centre  le  centre  de  gravité  G  de  l'aire  et  pour  axes  les  axes  principaux 
d'inertie  de  l'aire  par  rapport  à  G;  soient  Gx  et  Gy  ces  axes,  l'ellipse  E  a  une 
équation  de  la  forme 

x1        v2 
(E  )  — 7  H-  --T-  -4-  i  =  O. 

a-        o- 

On  peut  dire  aussi  que  le  centre  de  pression  est  le  symétrique  par  rapport  à  G 
du  pôle  de  D  par  rapport  à  l'ellipse  réelle 

x2        y2 
(E)  —  -h^-i=o, 

a-        b- 

conjuguée  de  la  précédente.  Cette  propriété  a  déjà  été  indiquée  à  propos  des 
centres  de  percussion  d'une  aire  plane  {Exercices  sur  le  Chapitre  X,  exer- 
cice  32). 

5.  Pressions  sur  un  vase  sphérique.  —  Soit  un  vase  sphérique,  dont  le  rayon 
est  om,  i,  entièrement  rempli  d'eau  à  son  maximum  de  densité;  le  vase  est,  à  sa 
partie  supérieure,  percé  d'une  ouverture  infiniment  petite  qui  fait  communiquer 
le  liquide  avec  l'atmosphère  :  la  surface  libre  de  l'eau  est  alors  le  plan  S0  tan- 
gent à  la  sphère  au  point  le  plus  haut. 

Calculer  en  kilogrammes  la  résultante  des  pressions  : 
i°  Sur  l'hémisphère  inférieur; 
2°  Sur  l'hémisphère  supérieur; 
3°  Sur  la  sphère  entière. 

6.  Deux  liquides  homogènes,  de  densités  p  et  pt  et  de  volumes  V  et  V,,  sont 
superposés  dans  un  vase  ayant  la  forme  d'un  cylindre  de  révolution  à  généra- 
trices verticales.  Le  liquide  supérieur  p  est  simplement  pesant;  le  liquide  infé- 
rieur p,  est  pesant,  mais,  en  outre,  ses  éléments  sont  attirés  par  le  centre  O  du 
fond  du  vase  proportionnellement  aux  masses  et  aux  distances,  l'attraction  du 
point  O  sur  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance  étant  a.  Déterminer  la  figure 
d'équilibre  et  la  loi  des  pressions. 

Réponse.  —  Prenons  comme  origine  O,  comme  axe  Oz  une  verticale  ascen- 
dante : 

Liquide  supérieur.  —  Surface  libre  z  =  C;  pression  p  =  pa  H-  pg  (C—  z), 
pa  désignant  la  pression  atmosphérique.  La  constante  C  est  déterminée  par  la 
condition  que  le  volume  total  est  V  -f-  Vr 

Liquide  inférieur.  —  On  a,  en  appelant  pl  la  pression, 

dpx  =  —  Pxgdz  —  a (  x  dx  -+- y  dy  -t-  z  dz  ), 
pi==  C'  —  9l gz  —  {  a  (x2  -h  y2  -h  z2), 

C  désignant  une  constante;  les  surfaces  de  niveau  sont  des  sphères  concen- 
triques. 

Surface  de  séparation.  —  Sur  cette  surface,  on  a  p  =  />,  : 

P*  +  Pg(Ç~—-*)  =  C'-p{gz-±a{x2  +  y2  +  z2); 

c'est  une  sphère  dont  le  centre  est  sur  Os. 

On  déterminera  C  en  écrivant  que  le  volume  détaché  par  cette  sphère  dans  le 
cylindre  est  Vt. 
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7.  Problème  d'Euler.  —  La  surface  de  séparation  de  deux  fluides  pesants  en 
contact  est  horizontale  quand  ils  sont  en  équilibre  tous  les  deux.  Mais  si  l'un 
d'eux  est  en  mouvement  et  l'autre  en  équilibre,  cette  surface  cesse  d'être  horizon- 
tale. On  en  a  un  premier  exemple  dans  la  surface  de  séparation  de  l'air  supposé 
immobile  et  d'un  liquide  homogène  pesant  animé  d'un  mouvement  de  rotation 
uniforme  autour  d'un  axe  vertical  ;  la  surface  de  séparation  est  un  paraboloïde, 
comme  nous  l'avons  vu  au  n°  632. 

Voici  un  deuxième  exemple,  dû  à  Euler,  clans  lequel  le  liquide  est  immobile  et 
l'air  en  mouvement  : 

Imaginons  un  canal  plein  d'eau,  limité  latéralement  par  deux  plans  verticaux 
parallèles  P  et  P',  fermé  à  une  de  ses  extrémités  par  une  paroi  rigide  et  ouvert 
à  l'autre.  Puis  supposons  que,  pour  empêcher  l'écoulement  de  l'eau  par  l'extré- 
mité ouverte,  on  lance  horizontalement  dans  le  sens  de  la  longueur  du  canal,  de 
façon  à  repousser  l'eau,  un  courant  d'air  uniforme  de  vitesse  V. 

On  demande  de  chercher  si  l'eau  peut  se  mettre  en  équilibre  dans  ces  condi- 
tions, en  admettant,  par  raison  de  symétrie,  que  la  surface  libre  de  l'eau  prend 
la  forme  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires  aux  parois  P 
et  P'  du  canal;  on  admet,  en  outre,  que  la  pression  du  courant  d'air  sur  chaque 
élément  de  surface  de  l'eau  est  normale  à  l'élément  et  proportionnelle  au  carré 
de  la  composante  normale  de  la  vitesse  de  l'air. 

Réponse.  —  Il  suffît  évidemment  de  connaître  la  section  droite  S  de  la  sur- 
face cylindrique  de  l'eau.  Soient,  dans  le  plan  d'une  section  droite,  Ox  un  axe 
horizontal  estimé  positivement  en  sens  contraire  de  la  vitesse  V  du  vent,  Osun 
axe  vertical  descendant,  a  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  normale  à  la  courbe  S  en 
un  point  M(x,  z)  de  cette  courbe.  L'eau  étant  un  liquide  pesant  en  équilibre,  la 
pression  en  un  point  et  en  particulier  au  point  M,  est  donnée  par 

p  =  p#*  +  0. 

D'autre  part,  la  pression  du  vent  sur  l'élément  superficiel  placé  en  M,  rapportée 
à  l'unité  de  surface,  est,  par  hypothèse, 

p  =  kv2  cos2  a. 

L'élément  superficiel  étant  en  équilibre,  ces  deux  pressions  sont  égales  : 

pgz  -+-  Cte  =  kv2  cos2  a. 

D'où,  en  choisissant  convenablement  la  hauteur  de  l'origine  0, 

z  —  a  cos2  a. 

Cette  équation  définit  la  forme  de  la  section  droite  S. 

En  remarquant  que 

dx  =  dz  tan  g  a, 

on  exprime  x  en  fonction  de  a  et  l'on  reconnaît  que  la  section  droite  est  une 
cycloïde. 

8.  Corps  flottants.  Carènes  complémentaires.  —  Dans  tout  flotteur  fermé,  une 
même  flottaison  détache  deux  carènes  dites  complémentaires . 

Les  surfaces  (F),  correspondant  à  deux  carènes  complémentaires,  coïncident. 
Les  surfaces  (C),  correspondant  à  deux  carènes  complémentaires,  sont  inver- 
sement homothétiques  par  rapport  au  centre  du  volume  total. 
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Lorsqu'un  flotteur  homogène  de  densité  S  peut  flotter  en  équilibre,  dans  une 
certaine  position,  sur  un  liquide  de  densité  d,  un  flotteur  égal  et  homogène,  de 
densité  8'  =  d  —  8,  pourra  flotter  dans  la  position  correspondant  à  la  carène 
complémentaire.  (Guyou,  Théorie  du  Navire,  Chap.  III.  —  Greeniiill,  Treatise 
on  Hydrostatics,  p.  180.  ) 

9.  Stabilité  des  corps  flottants.  —  Prisme  triangulaire  isoscèle  homogène 
flottant  horizontalement.  —  Nous  ne  considérerons  qne  les  deux  positions  don- 
nées par  la  symétrie  :  la  face  latérale,  qui  est  seule  de  son  espèce,  est  supposée 
horizontale;  alors  l'arête  opposée  peut  être  immergée  ou  non.  Nous  appelle- 
rons 2cp  l'angle  au  sommet  de  la  section  droite,  8  la  densité  du  flotteur,  d  celle 
du  liquide. 

Conditions  de  stabilité  de  V équilibre  V arête  en  bas  : 

6  >  d  cos4cp. 
L'arête  en  haut  : 

8  <  d(i—  cos''cp). 

Il  peut  arriver  qu'aucune  de  ces  positions  ne  soit  stable;  alors  le  prisme  ne 
peut  flotter  dans  aucune  des  deux  positions.  Il  existera  nécessairement  d'autres 
positions  stables  dans  lesquelles  les  arêtes  sont  verticales  ou  inclinées.  (  Guyou, 
loc.  cit.,  p.  /|6.) 

10.  Une  canne  cylindrique  homogène,  de  longueur  2  h  et  de  rayon  a,  possède 
une  densité  |,  la  densité  de  l'eau  étant  i.  A  l'extrémité  de  la  canne,  on  fixe  un 
point  matériel  et  l'on  demande  quel  doit  être  le  poids  de  ce  point  pour  que  la 
canne  flotte  verticalement? 

11.  Exemples  de  surfaces  de  flottaison.  —  i°  Soit  un  flotteur  ayant  la  forme 
d'un  tétraèdre  ABCD  :  trouver  l'enveloppe  des  plans  de  flottaison  rencontrant 
seulement  trois  arêtes  telles  que  DA,  DB,  DG. 

Réponse.  —  En  prenant  ces  trois  arêtes  comme  axes  coordonnés,  on  voit  que 
l'enveloppe  a  pour  équation 

xyz  =  k. 

2°  Soit  un  cylindre  à  base  quelconque  :  trouver  l'enveloppe  des  plans  de  flot- 
taison rencontrant  seulement  les  arêtes  latérales. 

Réponse.  —  L'enveloppe  est  un  point.  Cela  résulte  de  ce  que,  dans  un  cylindre 
tronqué,  la  droite  joignant  les  centres  de  gravité  des  deux  bases  O  et  O'  est  pa- 
rallèle aux  génératrices,  et  que  le  volume  du  cylindre  tronqué  égale  le  produit  de 
la  section  droite  par  0  0'. 

12.  Exemples  de  surfaces  de  centres  de  carène.  —  Déterminer  les  portions 
des  surfaces  (C)  correspondant  aux  deux  espèces  de  carènes  de  l'exercice  pré- 
cédent : 

i°  Pour  les  carènes  déterminées  par  des  plans  coupant  les  trois  arêtes  d'un 
trièdre,  la  surface  (  G  )  a  pour  équation 

27   7 
œyz  =  ^  k. 

2°  Pour  les  carènes  déterminées  par  les  plans  coupant  les  génératrices  d'un 
cylindre  quelconque,  la  surface  (C)  est  une  portion  de  paraboloïde  elliptique 
dont  l'axe  est  parallèle  aux  génératrices. 
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13.  Soit  une  surface  courbe  quelconque  (C)  ;  soient  G  et  C  deux  points  infini- 
ment voisins  pris  sur  cette  surface,  CN  et  G'N'  les  normales  en  ces  points  (fig.  317), 
[xu/  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux  normales.  Le  pied  u,  de  cette  perpen- 
diculaire sur  CM  est  le  métacentre  correspondant  au  point  G. 

Démontrer  que  [x  est  le  centre  de  courbure,  en  G,  de  la  section  droite  du 
cylindre  circonscrit  à  la  surface  (C)  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  jxjx', 
c'est-à-dire  à  l'axe  d'inclinaison. 

14.  Surface  des  centres  des  tranches  isocarènes  ou  surface  (T).  —  Soient  un 
premier  système  de  plans  de  flottaison  FL  détachant  des  carènes  de  volume  V, 
(C)  la  surface  des  centres  de  carène  correspondante;  soient  ensuite  un  deuxième 
système  de  plans  de  flottaison  FjLj  détachant  des  carènes  Yl  =  V  +  AV,  (C()  la 
surface  des  centres  de  carène  correspondante  ;  si  l'on  prend  un  plan  quel- 
conque FL  du  premier  système  et  le  plan  parallèle  FjLj  du  deuxième,  les  tranches 
de  volume  constant  AV,  comprises  entre  ces  deux  plans,  sont  des  tranches  iso- 
carènes. 

Soient  T  le  centre  d'une  de  ces  tranches  et  (T)  le  lieu  des  points  T  :  cette  sur- 
face (T)  est  la  surface  des  centres  des  tranches  isocarènes. 

Théorème  I.  —  Le  plan  tangent  à  la  surface  (T),  en  un  point  quelconque  T, 
est  parallèle  aux  flottaisons  correspondantes. 

Théorème  II.  —  Soient  FL  et  FtLt  deux  flottaisons  parallèles  détachant 
dans  le  flotteur  des  carènes'de  volume  V,V  +  AVef  une  tranche  de  volume  A  V; 
soient  C,  C,,  T  les  centres  des  deux  carènes  et  de  la  tranche.  Prenons,  comme 
dans  la  fig.  3i8,  deux  positions  F'L'  et  F',  L'  des  flottaisons  infiniment  voisines 
des  deux  premières  :  les  points  C,  Cu  T  prennent  des  positions  C',  C',,  T'.  Soient 
OX  et  C^Xj  les  droites  d'intersection  des  plans  FL  et  F'L'  d'une  part,  FtLt  et 
F'd  L',  d'autre  part;  appelons  I  et  It  les  moments  d'inertie  des  flottaisons  FL  et 
FXLX  par  rapport  à  OX  et  OtXj  respectivement.  Supposons  que,  comme  dans  la 
fig.  3i8,  on  projette  sur  un  plan  perpendiculaire  à  OX  et  OtX,.  Menons  aux 
points  G  et  G',  Cv  C',,  T,  T'  des  normales  aux  surfaces  respectives  (C),  (  Cl  ) 
et  (T).  Soient  \i,  u.v  t  les  métacentres  correspondant  aux  trois  surfaces.  On  a, 
d'après  le  texte, 

r     -  l  r       _   Ii. 

L,  [J.  —    -,  LufXj  —   —  , 

démontrer  que 

l~  Vi-V  ~    AV 

Théorème  III.  —  Si  l'on  suppose  que  AV  soit  infiniment  petit,  la  flot- 
taison FjLj  est  infiniment  rapprochée  de  FL,  le  point  T,  centre  de  la  tranche, 
a  pour  limite  le  point  0,  centre  de  la  flottaison  FL,  la  surface  (T)  se  confond 
avec  la  surface  de  flottaison  (  F  )  ;  la  distance  T  t  du  point  T  au  métacentre  de 
la  surface  (T)  devient  la  distance  Oo  du  point  O  au  métacentre  de  la  sur- 
face (F),  et  l'on  a 

_  ..        AI  dl 

Cette  formule  donne  les  éléments  de  la  courbure  de  la  surface  (  F). 

(Guyou,  loc.  cit.,  p.  34-35.  —  Greenhill,  Hydrostatic.) 

15.  Généralisation  des  théorèmes  précédents.  —  Soient  des  points  Cv  C2,  . .., 
Ck,  en  nombre  quelconque  k,  décrivant  respectivement,  d'une  manière  continue, 

III.  i5 


226  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

k  surfaces  fixes  £,,  S2,  ...,  Sk,  de  telle  façon  qu'à  chaque  instant  les  plans  tan- 
gents à  ces  surfaces  aux  points  considérés  soient  parallèles. 

Désignons  par  a,,  a2,  ...,   ak   des  constantes   positives  ou   négatives  dont   la 

somme 

a  =r  ax  -+■  a%  -+-  . . .  h-  . . .  aj. 

n'est  pas  nulle,  et  considérons  le  centre  G  des  moyennes  distances  de  masses  av 
a2,  . . .,  ak,  placées  en  C1}  C2,  . . .,  Cfe.  Ce  point  C  décrit  une  surface  2. 

i°  Le  plan  tangent  à  S  au  point  C  est  parallèle  aux  plans  tangents  aux  sur- 
faces S1}  S2,  . . . ,  St  aux  points  C1?  C2,  .  . . ,  Cfc. 

2°  Déplaçons  infiniment  peu  le  groupe  des  points  C-,  de  façon  à  les  amener 
en  C'u  C,',  .  . .,  C'k  :  le  point  C  vient  en  C. 

Appelons  u.p  [x2,  . ..,  \ik  et  \i  les  métacentres  des  surfaces  E,,  22,  .  . .,  £t  et  E 
correspondant  à  ce  déplacement.  (Le  point  jj-j,  par  exemple,  est  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire commune  à  la  normale  en  G,  et  à  la  normale  en  C,  à  la  surface  £,  ). 
Démontrer  que  l'on  a 


a.C\i  —  al.Cl  [x,  -f-  a2.  C2  [jl2  4-  . . .  +  afc . Gt u-t. 

La  démonstration  se  fait  en  construisant  une  figure  analogue  à  3i8,  en  remar- 
quant que  tous  les  triangles  analogues  à  Du.c'  {fig.  3i8),  à  savoir: 

DiP-iCn     D2[x2c'2,     ...,     DkiLkc'/c, 

sont  semblables,  et  que  l'on  a 


a. De'  =  al.l)lc'l  +...-(-  ak.T>kc'/c- 


Cette  dernière  relation   résulte  de  ce   que    les  quantités   De'  D,c',,...,  Dkc'^ 
peuvent  être  regardées  comme  les  variations  des  abscisses  des  points  C,  C1;  . . .,  Ck 
quand  ils  passent   de  la  première  position  à   la  deuxième.  (Journal  de  l'École 
Polytechnique,  p.  ioi  et  suiv.,  5e  cahier;  1900). 
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CHAPITRE  XXXII. 

DÉFORMATION  D'UN  MILIEU   CONTINU. 
PROPRIÉTÉS   GÉOMÉTRIQUES. 


Lorsqu'un  milieu  continu,  solide,  liquide  ou  gazeux,  se  dé- 
place et  se  déforme  d'une  manière  continue,  les  éléments  du 
milieu  obéissent  à  certaines  lois  géométriques  générales  qui  résul- 
tent de  la  continuité  et- de  l'existence  des  dérivées.  Ce  sont  "ces 
lois  que  nous  étudions  dans  ce  Chapitre.  Pour  les  renseignements 
historiques  et  bibliographiques,  nous  renverrons  à  l'intéressant 
Mémoire  de  MM.  Cosserat,  publié  dans  les  Annales  de  la 
Faculté  de  Toulouse,  t.  X. 

I.  -  GÉNÉRALITÉS. 

662.  Formules  de  transformation.  —  Imaginons  une  portion 
continue  de  matière  occupant  à  l'instant  t  une  certaine  région  31 
de  l'espace,  et  supposons  que  les  divers  points  de  ce  milieu  ma- 
tériel se  mettent  en  mouvement  de  telle  façon  que  le  milieu  reste 
continu;  à  l'instant  t{  >>  £,  le  milieu  occupera  une  certaine  ré- 
gion Si{  de  l'espace. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz.  Appelons  x,y,  z 
les  coordonnées  d'un  point  P  (fig.  324)  du  milieu  Si  à  l'instant  t) 
ce  point  se  met  en  mouvement,  suit  une  certaine  trajectoire  et, 
à  l'instant  t{ ,  il  occupe  une  position  V{  de  coordonnées  x{,y{ ,  zx 
dans  le  milieu  Ht.  Un  point  P'  voisin  de  P  suit  une  trajectoire 
voisine  de  celle  de  Pet,  à  l'instant  tK ,  occupe  une  position  P', 
voisine  de  celle  de  P4  ;  et  ainsi  de  suite,  pour  tous  les  points  du 
milieu  Si. 
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Les  quantités  x^  y{,  zK  sont  évidemment  des  fonctions  de  x, 

y,  z  et  tK  : 

(i)    cei=f(cefy,z,ti),        yx  =/i(a?,  y,  z,  t{  ),        *i=/2(#,  y,z,h)m, 

ces   fonctions  sont   uniformes   et    continues   dans  l'intérieur  du 
milieu  primitif,  et,  inversement,  x,  y,  z  sont  des  fonctions  uni- 

Fig.  32/j. 


formes  et  continues  de  x^  y\,  z{  dans  le  milieu  transformé;  à 
chaque  point  du  milieu  primitif  correspond  ainsi  un  point  du 
milieu  transformé,  et  inversement,,  Pour  /,  —  £,  xK,  yK,  Z\  pren- 
nent les  valeurs  respectives  x,  y,  z. 

Ce  mode  de  transformation  se  présente  dans  la  théorie  du  mou- 
vement des  fluides  et  dans  la  théorie  de  l'élasticité. 

Les  relations  (i)  définissent  la  transformation  continue  de  la 
région  SI  de  l'espace  dans  la  région  il,.  On  peut  aussi  se  repré- 
senter cette  transformation  par  l'image  géométrique  suivante  qui 
la  rattache  à  la  théorie  des  champs  de  vecteurs  : 

Portons  notre  attention  seulement  sur  les  positions  initiales 
P{x,  y,  z)  et  les  positions  finales  P4  (x\ ,  y  K ,  zK  )  des  divers  points  : 
les  segments  tels  que  PP{  c'est-à-dire  les  déplacements  des  divers 
points  du  milieu  «81,  forment  un  champ  continu  de  vecteurs  :  les 
origines  de  ces  vecteurs  sont  les  divers  points  de  la  région  initiale  <R 
et  leurs  extrémités  les  points  correspondants  de  la  région  «&<.  Dé- 
signons par  u,  V,  w  les  projections  sur  les  axes  du  vecteur  PP1? 


(PPi) 


u  =  xx 


X . 


v=yi-  y, 


W  =  Z\  —  z 


les  quantités  u,  V,  w  sont  évidemment,  comme  x{,  yu  zK,  des 
fonctions  uniformes  et  continues  de  x,  y,  z  dans  toute  l'étendue 
du  milieu  primitif  dl.  On  pourra  appliquer  à  ces  vecteurs  PP1 , 
définissant  la  transformation,  toutes  les  propositions  relatives  aux 
champs  continus  de  vecteurs  (Ghap.  XXVIII). 
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663.  Lignes  et  surfaces  transformées.  —  Voici  quelques  consé- 
quences immédiates  de  la  continuité. 

Si  l'on  considère,  dans  le  milieu  primitif <&,  une  suite  de 
points  disposés  sur  une  ligne  continue  L,  les  nouvelles  positions 
de  ces  points  dans  le  milieu  transformé  Si K  à  V instant  tK,  sont 
encore  sur  une  ligne  continue  L,,  transformée  deh. 

En  effet,  le  long  de  L  on  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un 
point  P  de  cette  ligne  en  fonctions  continues  d'un  paramètre  \ 

(1)  a?  =  cp(X),        y  —  <pi(X),         3  =  cp2(X) 

de  telle  façon  que  à  variant  de  a  à  p,  on  obtienne  successivement 
tous  les  points  de  L,  la  valeur  A  =  a  donnant  une  extrémité  de 
la  ligne  et  \  =  (3  l'autre.  D'après  les  formules  (i),  où  tK  a  une  va- 
leur numérique  et  où  l'on  remplace  x,  y,  z  par  les  expressions  (2), 
xK,  yi:  z{  sont  aussi  des  fonctions  continues  de  \)  quand  \  varie 
de  a  à  p,  le  point  V^{x^  yK ,  z{)  occupe  donc  successivement, 
dans  le  milieu  transformé  Si{,  les  divers  points  d'une  ligne  L1 
dont  les  extrémités  correspondent  à  ~k  =  a,  X  =  (3.  Les  lignes  L  et 
L{  se  correspondent  point  par  point. 

Si  la  ligne  L  est  fermée,  la  ligne  L{  V est  aussi. 

En  effet,  dans  cette  hypothèse,  les  deux  extrémités  de  L  sont 
confondues  en  un  même  point  qui  est  obtenu  à  la  fois  pour  À  =  a 
et  \  —  (3  :  les  deux  extrémités  de  L,  sont  donc  aussi  confondues, 
et  L{  est  fermée. 

Si  V on  prend,  dans  le  milieu  primitif  Si,  un  ensemble  de 
points  disposés  sur  une  surface  continue  S,  les  nouvelles  posi- 
tions de  ces  points,  dans  le  milieu  transformé  SiK,  sont  encore 
sur  une  surface  continue  Si;  transformée  de  S. 

En  effet,  le  long  de  S  on  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un 
point  P  de  cette  surface  en  fonctions  continues  de  deux  para- 
mètres \  et  [j. 

(3)  a?=cp(X,fx),        j  =  cp1(X,  p),        *  =  oa(X,îA). 

D'après  les  formules  (1),  où  l'on  remplace  x,  y,  z  par  ces 
expressions,  xK ,  yK ,  zK  sont  des  fonctions  continues  de  \  et  {/.,  et 
le  point  P1  appartient  à  une  surface  S<.  A  la  ligne  L  qui  limite  le 
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feuillet  formant  la  surface  S  correspond  une  ligne  L1  limitant  S,. 
Les  deux  surfaces  S  et  S<  se  correspondent  point  par  point. 

Si  la  surface  S  est  fermée,  la  surface  S|  V est  aussi,  et  à  un 
point  P  de  l'intérieur  de  S  correspond  un  point  VK  de  l'inté- 
rieur de  Si  et  réciproquement. 

En  effet,  pour  qu'un  feuillet  S  d'abord  limité  par  une  ligne  L 
devienne  une  surface  fermée,  il  suffit  de  déformer  le  contour  L 
de  façon  à  le  réduire  finalement  à  un  point;  dans  ces  conditions, 
le  contour  L,  de  S<  se  réduit  aussi  à  un  point  et  cette  surface  est 
aussi  fermée. 

Quant  à  la  seconde  partie  de  l'énoncé,  on  la  démontre  comme 
il  suit  :  Soit  P  un  point  pris  dans  l'intérieur  d'une  surface  fermée  S 
du  milieu  initial  :  les  points  situés  d'abord  sur  S  se  déplacent  de 
façon  à  être,  à  chaque  instant  t'  compris  entre  t  et  tit  sur  une 
surface  mobile  S' qui  correspond  point  par  point  à  S  et  qui,  à  l'in- 
stant tK ,  occupe  la  position  S,.  Le  point  situé  d'abord  en  P  dans 
S  se  déplace  en  même  temps;  il  reste  constamment  dans  la  surface 
mobile  S',  car  s'il  en  sortait,  il  existerait  un  instant  t'  où  il  serait 
sur  la  surface  S'  en  un  certain  point  P';  ce  qui  est  en  contradic- 
tion avec  ce  fait  que  les  surfaces  S  et  S'  se  correspondent  point 
par  point,  puisque  au  point  P7  situé  sur  S'  correspondrait,  dans  le 
milieu  primitif,  un  point  P  non  situé  sur  S. 

664.  Équation  de  continuité.  —  On  appelle  équation  de  conti- 
nuité une  relation  qui  exprime  que  la  masse  d'un  élément  infini- 
ment petit  du  milieu  est  la  même  avant  et  après  la  déformation. 
Appelons  p  la  densité  en  un  point  P  du  milieu  primitif  SI  :  p  est 
une  fonction  uniforme  et  positive  des  coordonnées  œ,  y,  z  du 
point  P.  A  l'instant  tK  le  point  P  occupe  la  position  P \  (xti  yK)  zt)  : 
appelons  p<  la  densité  du  milieu  transformé  <ft4  en  ce  point;  p, 
est  une  fonction  uniforme  et  positive  des  coordonnées  x^  yiy  z{. 
Désignons  par  D  le  déterminant  fonctionnel 

dxy      dxi      dx\ 

ôx       ùy        dz 

dJi  di±  di± 

àx       Oy       dz 

dz\      dzi       dz\ 

ôx       Oy        dz 


(4) 


D 
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ou  en  développant 

dx{  fdyx  dz\         dyx   dzx\         dx\fdyx   dz{         dy{  dzx 


dx  \  dy    àz  âz     ôy  )         dy  \  àz     dx         dx    dz 

_àxi/dyx  àzi  __  dy\  dzi\ 

dz  \  dx    dy         ôy    dx  J 

A  l'instant  £,  ce  déterminant  est  égal  à  -h  i,  car,  à  cet  instant, 
xK ,  yK ,  z{  sont  respectivement  égaux  à  x,  y,  z.  Quand  tK  varie,  ce 
déterminant  d'abord  positif  change  de  valeur.  Nous  allons  trouver 
une  expression  remarquable  de  ce  déterminant  qui  nous  montrera 
qu'il  reste  toujours  positif. 

Soit,  dans  le  milieu  primitif,  une  surface  fermée  S  limitant  un 
volume  V  :  à  l'instant  tK  les  points  du  milieu  situés  primitivement 
sur  S  sont  sur  la  surface  transformée  S(  ;  aux  points  intérieurs  à  S 
correspondent  des  points  intérieurs  à  S<  et  réciproquement.  La 
masse  de  matière  qui  remplit  la  surface  Si  est  donc  la  même  que 
celle  qui  remplit  S,  et  l'on  a 

(  5  )  /   /    /   P1  d&i  dy\  dzx  —   /    /    /   p  dx  dy  dz  =  o, 

la  première  intégrale  étant  étendue  au  volume  V<  limité  par  Sf  et 
la  seconde  au  volume  V  limité  par  S.  Gela  résulte  immédiate- 
ment de  ce  qu'un  élément  de  volume  du  premier  milieu  est 
dx  dy  dz  et  la  masse  de  cet  élément  pdxdydz;  de  même 
p4  dxK  dyK  dzK  est  la  masse  d'un  élément  de  volume  du  second 
milieu. 

D'après  les  formules  classiques  du  changement  de  variable 
dans  une  intégrale  triple,  nous  allons  dans  la  première  des  inté- 
grables  (5)  introduire  les  nouvelles  variables  ûc,  y,  z  liées  à  xK , 
yK,  z{  par  les  formules  (i),où  ^  a  une  valeur  numérique  donnée. 
On  sait  que  pour  obtenir  la  nouvelle  intégrale,  il  faut  remplacer 
l'élément  différentiel 

dxi  dyx  dzt 

pour  le  nouvel  élément  différentiel 

D  dx  dy  dz 
où  D  désigne  le  déterminant  fonctionnel  (4)  des  variables  X\,y\,  ^\ 
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par  rapport  aux  variables  x,y,z.  Quant  aux  nouvelles  limites 
d'intégration,  elles  résultent  de  ce  fait  que,  pour  que  le  point  X\ , 
y\<,Z\  décrive  une  fois,  et  une  seule  fois,  le  volume  V4,  il  faut  et 
il  suffît  que  le  point  #,  y,  z  décrive  le  volume  V  :  le  nouveau  vo- 
lume d'intégration  est  donc  V.  D'après  cela  l'intégrale 


ssi 


Pi  dxxdyx  dz\ 

devient,  après  le  changement  de  variables, 

/    /    /   piD  dx  dy  dz. 

L'équation  (5)  peut  alors  s'écrire,  si  l'on  remarque  qu'après  la 
transformation  les  deux  intégrales  sont  étendues  aux  mêmes 
limites, 

III  (  pi  D  —  p)  dx  dy  dz  =  o. 

Le  volume  V  est  un  volume  quelconque  pris  dans  le  milieu 
initial  Si.  Donc  l'intégrale  que  nous  venons  d'obtenir  doit  être 
nulle  quel  que  soit  le  volume  V  auquel  elle  est  étendue  dans  le 
milieu  initial  :  il  faut  évidemment  pour  cela  que  l'élément  diffé- 
rentiel soit  nul.  On  a  donc 

(6)  ptD  —  p  =  o; 

c'est  là  Y  équation  de  continuité. 

Le  déterminant  D,  fonction  de  x,  y,  z,  varie  avec  t{ ,  car  la  den- 
sité p1  au  point  P4  varie  avec  l'instant  considéré  tK .  Pour  th  =  t, 
P1  se  confond  avec  P,  p4  =  p  et  le  déterminant  est  égal  à  i ,  comme 
nous  l'avons  déjà  vu.  Quand  tK  croît,  ce  déterminant  reste  positif, 
car  la  densité  o1   est  une  quantité  positive  de  même  que  p. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  matière  dont  on  étudie  la  déforma- 
tion est  un  liquide  incompressible  à  température  constante,  on  a 
constamment 

pi=p,        D^i. 

Si  Ton   introduit  les  projections  u,  V,  W  du  vecteur  PP,  par 
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les  formules 


xx  =  x  -+-  u, 


yL  =  y  H-  v, 


w 


le  déterminant  D  s'écrit 


(7) 


D  = 


du 
dx 

dx 

ÔMV 

dx 


du 

ôy 

dw 

4r 


du 

dv 

d7 


dw 
"dF 


Remarque.  —  Sans  s'appuyer  sur  les  formules  du  changement 
de  variables  dans  une  intégrale  triple,  on  peut  obtenir  l'équation 
de  continuité  (6)  en  exprimant  qu'un  élément  de  volume  infini- 
ment petit  entourant  le  point  P  conserve  la  même  masse  après  la 
transformation  :  pour -faire  le  calcul,  on  prendra  en  P  un  parallélé- 
pipède rectangle  construit  sur  trois  segments  infiniment  petits 
issus  de  P  parallèles  aux  axes  et  ayant  pour  longueurs  respectives 
dxy  dy,  dz,  et  l'on  exprimera  que  la  masse  de  ce  parallélépipède 
reste  invariable  dans  la  transformation.  C'est  du  reste  la  méthode 
même  qui  donne  les  formules  du  changement  de  variables  dans 
une  intégrale  triple.  (  Voyez  Bertrand,  Calcul  intégral,  p.  4 !9-  ) 


665.  Dilatation  cubique  en  un  point.  —  Soit  un  élément  de 
volume  infiniment  petit  dz  entourant  le  point  P  :  cet  élément  se 
transforme  en  un  élément  dz{  entourant  P,  :  sa  masse  restant  inal- 
térée, on  a 

p1  dxx  =  p  dx, 

dxx  —  dx         p 
dx  p! 

Mais  le  premier  rapport  est  ce  qu'on  appelle  dilatation  cubique 
du  volume  dx,  ou  encore  dilatation  cubique  au  point  P.  Cette 
dilatation  a  donc  pour  valeur 


(8) 


Pi 


i=  D-  F 


D  étant  le  déterminant  (4) 
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666.  Déformation.  Déplacement.  —  Imaginons  un  système  ma- 
tériel continu  dont  les  éléments  passent  d'une  manière  continue 
d'une  région  de  l'espace  SI  à  une  région  <R4 .  On  dit  que  le  système 
a  subi  une  déformation  quand  on  ne  peut  pas,  en  le  transpor- 
tant tout  d'une  pièce,  à  la  façon  d'un  corps  rigide,  l'amener  de 
l'état  SI  à  l'état  Si\.  Dans  le  cas  très  particulier  où  l'on  pourrait 
amener  le  système  de  l'état  SI  à  l'état  Si{  par  un  transport  d'en- 
semble, on  dit  qu'il  a  subi  un  déplacement.  Ainsi  la  déformation 
est  un  changement  de  forme,  le  déplacement  un*  simple  change- 
ment de  position.  Deux  déformations  d'un  même  système  continu 
sont  regardées  comme  identiques,  quand  on  peut  passer  de  l'une 
à  l'autre  par  un  déplacement. 

Nous  allons  montrer  qu'une  déformation  d'un  système  continu 
est  caractérisée  par  six  fonctions. 

Nous  définirons  ces  fonctions,  comme  l'ont  fait  MM.  Gosserat 
dans  leur  excellent  Mémoire  des  Annales  de  la  Faculté  de 
Toulouse  et  dans  une  Note  à  la  Cinématique  de  M.  Kcenigs,  en 
partant  de  la  considération  de  l'élément  linéaire.  Les  théorèmes 
sur  la  déformation  d'un  milieu  continu  sont,  de  cette  façon,  rat- 
tachés aux  théorèmes  classiques  sur  la  déformation  des  surfaces 
et  l'étude  des  ds2  à  plusieurs  variables  (voir  les  Leçons  sur  la 
théorie  des  surfaces  de  M.  Darboux,  t.  II  et  III). 

667.  Les  six  fonctions  associées  à  une  déformation.  —  Soient, 
comme  plus  haut,  x,  y,  z  les  coordonnées  initiales  d'un  élément 
matériel  P  du  milieu  Si,  #,,  y{ ,  zK  les  coordonnées  de  la  posi- 
tion P4  du  même  élément  à  l'instant  tK  dans  le  milieu  déformé  Slt. 
Les  quantités  #,,  yKl  zK  sont  des  fonctions  uniformes  de  x,  y,  z. 
Reprenons  les  formules 

(9)  xi  =  a;-+-u,        ji=7  +  v,         Zi  =  z  -h  w, 

où  u,  V,   w  sont  des  fonctions  uniformes  en  tous  les  points  x1 
y,  z  de  c»l. 

Soit  P' [x  4-  dx,  y  -+-  dy.  z  -+-  dz)  un  point  du  milieu  Si.  infini- 
ment voisin  du  point  P(.r,  y,  z)\  à  ce  point  P'  correspond,  après 
la  transformation,  dans  le  milieu  Sl{,  un  point 

PJ(a?i-f-  dxl}yi-h  dyuZi-+-dzi) 

■ 
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infiniment  voisin  du  point  P<  (#, ,  jKi ,  %\  )•  Comme  x{ ,  yx,  zi  sont 
des  fonctions  de  x,  y,  z  définies  par  les  formules  (i),  on  a 

7           dx\    ,          dx\    7          dxx    , 
dx\  =  — —  dx  h — r —  dy  H :—  dz , 

ùx  dy    J  dz 

(.0)  J  4yl=p.tb,+  pdjr+pd.', 

v      /  I     ^  dx  dy  ■  dz 

dzx  —  -r—  <£r  H <^v  H — —  dz , 

\  eto?  Oy     J  dz 

ou  encore,  d'après  les  formules  (9), 

.  /         du\    7  du  .  du   , 

dxi  -      1  +  —     ax  -h         —        dy  -h        —■  dz , 

\         dx  J  Oy  dz 

(  10')  <   dy-i  —         —         dx  -t-  (  r  -+-  — -  )  dy  -4-         —  dz, 

J  dx  \  dy  )    J  Oz 

\    ,  dw         7  dw         7         /         <?w  \   7 

a^i  ==        cte  -+-        -r—        av  -H  (  i  -1 : — '    dz. 

dx  dy  J        \  dz  j 

D'après  cela,  en  désignant  par  ds  la  distance  infiniment  pe- 
tite PP;  et  par  ds{  la  distance  VKV\  des  points  correspondants 
après  la  transformation,  on  a 

ds*  —  dx*  -f-  dy*  -+-  dz* 
ds*  —  dx\  -h  dy\  -h  <£sf. 

Dans  cette  dernière  expression  remplaçons  c/^l5  d^ ,  ofe,  par 
leurs  valeurs  (10)  ou  (10'),  nous  aurons  pour  ds2t  une  forme  qua- 
dratique en  dx,  dy,  dz  que  nous  écrirons,  pour  nous  conformer 
aux  notations  habituelles,  de  la  façon  suivante 

|   ds\  =  (1+  2£t)  dx*-+-  (i-f-  2ê2)  dy*  -h  (1  -h  2E3)  ^2 

|  +  2^i  <ijK  dz  -h  2^2  ^  ^K  +  2T3  ^  4/* 

d'où 

ds\  —  ds*  =  2  £1  cfa?2  -h  2 s2  d[/2  h-  2 £3  6te2 

h-  2-fi  «(7  d^  -4-  2y2  dz  dx  -h  2  y 3  ofo?  a£>'. 


(12) 


Les  coefficients  ei  et  v;  s'expriment  immédiatement  soit  à  l'aide 
des  dérivées  partielles  de  xi,y<i,  zs  soit  à  l'aide  des  dérivées  par- 
tielles de  u,  V,  w  suivant  qu'on  se  sert  des  expressions  (10)  ou 
(io;).  Ainsi  en  prenant  les  expressions  (10)  on  aurait 

d3)  - (dXxY    (*a±\%  *  (âzi\2 

\  dx  J  \  Ox  J  \dx  J 
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Nous   écrirons  les  expressions  de  ces   coefficients  en  fonction 
de  u,  v,  w 


(i.4) 


£,  = 

du 

dx 

if/duy     fdvY     (àw\-~ 

i  [_  \  dx  J          \  dx  ]          \  dx  j 

5 

Yi  = 

dw 
dy 

dv        du  du        dy  dv        dw 

dz         dy  dz         dy   dz         dy 

Iz' 

s2  et  e3  se  déduisant  de  e{ ,  y2  et  y.3  de  y<  par  permutation  circulaire 
des  lettres  x,  y,  z  et  u,  v,  w. 

Ces  six  coefficients  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z  qui  caractéri- 
sent la  déformation  considérée.  Cela  résulte  des  deux  théorèmes 
suivants  : 

Premier  théorème.  —  Si  les  six  fonctions  st,  £2,  £3;  Y1'  Y2'  Y3 
sont  identiquement  nulles,    la  déformation  est  nulle  et  Von 
peut  amener  le  milieu  de  V état  Jl  à  V état  <R,  par  un  déplace- 
ment d'ensemble.  Réciproquement,  si  la  déformation  est  nulle, 
les  six  fonctions  sont  nulles. 

En  effet,  si  les  fonctions  sont  nulles,  on  a,  d'après  l'identité  (12), 

dsi  =  ds  ; 

la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  quelconques  P,  P' 
du  milieu  primitif  est  égale  à  la  distance  des  deux  points  corres- 
pondants P1 ,  P\  du  milieu  transformé.  A  une  ligne  quelconque 
ALB  joignant  deux  points  A  et  B  du  milieu  primitif  correspond 
une  ligne  AiL,B1  de  même  longueur  joignant  les  deux  points 
correspondants  A,  et  B<  du  milieu  transformé  :  cela  résulte  évi- 
demment de  ce  que  les  éléments  de  longueur  correspondants  des 
deux  lignes  L  et  L{  sont  égaux.  A  la  ligne  la  plus  courte  joignant 
les  points  A  et  B  correspond  donc,  dans  le  milieu  transformé,  la 
ligne  la  plus  courte  joignant  A,  et  B<  ;  en  d'autres  termes,  le  seg- 
ment de  droite  AB  se  transforme  en  un  segment  de  droite 
égal  A1B1.  Un  triangle  ABC  du  milieu  primitif  se  transforme 
donc  en  un  triangle  égal  A1B1  C<  du  milieu  transformé. 

Soient  alors  P  un  point  quelconque  du  milieu  primitif,  P<  le  point 
correspondant  du  milieu  transformé,  en  joignant  par  des  droites 
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Je  point  P  aux  points  ABC  et  le  point  P<  aux  points  A1  Bi  G,  on 
obtient  deux  tétraèdres  dans  lesquels  les  arêtes  correspondantes 
sont  égales  :  ces  tétraèdres  sont  donc  égaux  ou  symétriques  : 
Mais,  comme  par  hypothèse  la  transformation  du  milieu  de  l'état  A 
à  l'état  Ai  a  lieu  d'une  manière  continue,  sans  que  le  détermi- 
nant 

pi 

cesse  d'être  positif,  les  deux  tétraèdres  ne  peuvent  pas  être  symé- 
triques et  sont  nécessairement  égaux.  On  amènera  donc  tous  les 
points  tels  que  P  à  coïncider  avec  les  points  correspondants?^ 
en  déplaçant  le  premier  milieu  tout  d'une  pièce  de  façon  que  le 
triangle  ABC  se  place  sur  son  égal  A,  B,  C, . 

On  a  alors  nécessairement  p,  =  p  et  par  suite  D  =  j. 

Quant  à  la  réciproque,  elle  est  évidente  :  si  la  déformation  est 
nulle,  on  a  identiquement  ds]  =  ds2  et  par  suite  les  six  fonctions 
s;  et  y/  sont  nulles. 

Remarque.  —  Nous  avons  dit  que,  le  déterminant  D  étant  posi- 
tif le  tétraèdre  matériel  PABG  ne  peut  pas  se  transformer  en  un 
tétraèdre  symétrique;  en  effet,  il  est  facile  de  vérifier  que,  dans 
une  transformation  par  symétrie,  le  déterminant  D  est  égal  à  —  i . 

Indications  sur  la  démonstration  analytique.  —  En  égalant  à  zéro 
les  six  expressions  (i4)  de  s\,  e2,  £3,  yi,  y2,  Y3>  on  a  des  équations  aux 
dérivées  partielles  définissant  u,  v,  w  en  fonction  de  x,  y,  z.  L'intégra- 
lion  de  ces  équations  montre  que  u,  v,  w  et,  par  suite,  Xi,  yx,  z±  sont 
des  fonctions  linéaires  de  x,  y,  z  : 

Xi~  a  -h  eux  -h  i^y  -+-  a2£, 
j1=  b  -+-  fix  -h  p,7-f-  p2*, 
Zl  =  c  +  y#  +YijK4-Y2-s, 

où  a,  b,  c  sont  des  constantes  quelconques  que  nous  regarderons  comme 
les  coordonnées  d'un  certain  point  fixe  O',  mais  où  a,  fi,  y,  a1?  (3l5  yj,  a2, 
^2>  Y2  vérifient  les  six  relations  qui  expriment  que  ces  quantités  sont  les 
cosinus  directeurs  de  trois  axes  rectangulaires  O'x',  O'y',  O'z',  par  rap- 
port aux  axes  Ox,  Oy,  Oz.  En  outre,  ces  trois  axes  sont  orientés  comme 
les  axes  0 x,  y,  z,  car  le  déterminant  D  est  actuellement  le  déterminant  des 
neuf  cosinus  a,  fi,  y,  a1?  fi\,  yi,  a2,  (32,  y2  qui  est  égal,  comme  on  sait, 
à  ±  1.  Mais  D  étant  essentiellement  positif,  le  déterminant  des  neuf  cosinus 
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est  -+- 1  et  l'orientation  des  deux  systèmes  d'axes  est  la  môme.  Dès  lors, 
prenons  le  milieu  Si.  regardé  comme  invariablement  lié  aux  axes  Ox,  y,  z  et 
transportons-le  tout  d'une  pièce  de  façon  que  les  axes  Ox,  y,  z  se  superpo- 
sent à  O'  x',  y' ',  z'  :  chaque  point  P  du  milieu  cR.  ira  se  placer  sur  le  point 
correspondant  Pj  du  milieu  Sl\. 

Second  théorème.  —  Deux  déformations  d'un  même  mi- 
lieu Si,  pour  lesquelles  les  six  fonctions  s,  et  y,  sont  identiques, 
sont  des  déformations  identiques,  c'est-à-dire  telles  que  Von 
passe  de  Vune  à  Vautre  par  un  déplacement  d'ensemble,  et 
réciproquement . 

En  effet,  la  première  déformation  amène  le  milieu^  à  J'éLat ^Rl  ; 
un  élément  linéaire  ds\  de  milieu  Si\  est  lié  à  l'élément  corres- 
pondant ds  du  milieu  $1  par  la  relation  (12).  La  seconde  défor- 
mation amène  le  milieu  Si  à  l'état  <R2  '■>  un  élément  ds2  du  milieu 
déformé  <ft2  est  lié  à  l'élément  ds  du  milieu  primitif  Si.  par  une 
relation  analogue  à  (12).  Comme  les  six  fonctions  e;  et  y/  sont 
supposées  les  mêmes  dans  les  deux  déformations,  on  a 

Deux  éléments  linéaires  correspondants  des  deux  milieux  Si{  et 
#t2  sont  donc  égaux.  On  en  conclut,  comme  dans  le  théorème 
précédent,  que  le  milieu  SL{  et  le  milieu  SL2  peuvent  être  superposés 
par  un  déplacement  d'ensemble. 

Inversement,  si  les  deux  déformations  transformant  SI  en  Sii 
puis  en  Jl2  sont  identiques,  on  a 

CLo  c)  —   CLS  7 

et  les  six  fonctions  g,  et  y,  sont  les  mêmes  pour  les  deux  défor- 
mations. 

668.  Dilatations  linéaires  autour  d'un  point  du  milieu  primitif  : 
ellipsoïde  des  dilatations  en  ce  point.  —  Les  considérations  sui- 
vantes précisent  la  signification  des  six  coefficients  e»  et  y,  .Soient  P 
un  point  choisi  dans  le  milieu  primitif  et  Pt  son  correspondant 
dans  le  milieu  déformé.  Prenons  un  point  quelconque  P'  infini- 
ment voisin  de  P  situé  à  la  distance  PP'  =  ds  du  point  P;  à  ce 
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point  correspond  un  point  P',  infiniment  voisin  de  P1  et  à  une  dis- 
tance P,  P',  —  dsK  de  P, . 

L'élément  linéaire  PP',  en  passant  à  la  nouvelle  position  P|P'n 
change  de  longueur  et  d' orientation.  Portons  ici  notre  attention 
uniquement  sur  le  changement  de  longueur  :  l'élément  PP'  subit 
une  dilatation  positive  ou  négative  ds{  —  ds  et  le  coefficient  S  de 
cette  dilatation  (rapport  de  la  dilatation  à  la  longueur  primitive) 
est 

ds  ds 

Cette   quantité   ù   peut   prendre  toutes   les  valeurs  positives, 
/   négatives  ou  nulles,  à  l'exception  de  la  valeur  — i.  Elle  varie 
autour   du  point  P,   regardé   comme  fixe,    avec    la  direction   de 
l'élément  PP'.  Appelons  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  de  PP;; 

dx  ft        dy  dz 

ds  ds  ds  3 

la  formule  fondamentale  (i  i)  donne 

!ds2 
js{  =  (i  +  2£,)a2-f-(n-2e2)fi2-+-(n-2e3)T2 

+  2YlPY  +  2Y2Ta-^2Ï3ap- 

Pour    représenter    géométriquement   la   variation    du    rapport 

ds 

-r~  autour  du  point  P,  portons'sur  PP/  une  longueur 

PQ  =  *  =       ' 

dst  I  -f-  0 

et  cherchons  le  lieu  du  point  Q,  quand  on  donne  à  V  toutes  les 
positions  possibles  autour  du  point  déterminé  P.  Par  rapport  à  des 
axes  PX,  PY,  PZ  menés  par  P  parallèlement  aux  axes  coordonnés, 
le  point  Q  a  pour  coordonnées 

(Q)  *=-^a,  Y=*p,  Z=*T. 

D'après  la  relation  (16),   le  lieu  du  point   Q,  quand  a,    (3,   y 
varient,  est  donc  la  quadrique 

(  ^(X,Y,Z)  =  (n-2£1)X2-h(n-2£2)Y2-h(n-2e3)Z2 
(  -t-  2Y1  YZ  -+-  2Y2ZX  -+-  2Y3XY  =  1. 
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Gomme  le  point  Q  est  réel,  quelle  que  soit  la  direction  a,  (3,  y. 
cette  quadrique  est  un  ellipsoïde  de  centre  P  :  on  l'appelle  ellip- 
soïde des  dilatations  au  point  P.  Cet  ellipsoïde  étant  construit, 
on  connaît  les  dilatations  linéaires  de  tous  les  éléments  infiniment 
petits  PP'  autour  de  P.  La  direction  de  PP'  prolongée  perce 
l'ellipsoïde  en  un  point  Q,  et  l'on  a,  pour  le  coefficient  de  dilata- 
tion de  PP, 

i 

La  dilatation  peut  être  positive,  négative  ou  nulle  :  pour  dis- 
tinguer les  divers  cas,  décrivons,  de  P  comme  centre,  avec  l'unité 
comme  rayon,  une  sphère  S  :  cette  sphère  coupe  l'ellipsoïde  sui- 
vant une  courbe  G  qui  divise  la  surface  de  l'ellipsoïde  en  deux 
régions,  l'une  Ee  extérieure  à  la  sphère,  l'autre  E;  intérieure. 
Si  la  direction  PP'  de  l'élément  ds  perce  l'ellipsoïde  en  un  point  Q 
de  la  région  extérieure  Ee,  PQ  est  supérieur  à  i ,  S  est  négatif  et 
l'élément  se  contracte  dans  la  déformation  ;  si  Q  est  dans  la  région 
intérieure  Et-,  8  est  positif  et  l'élément  s'allonge;  si  Q  est  sur  la 
courbe  de  séparation  G,  3  =  o,  l'élément  ds  ne  change  pas  de 
longueur.  Il  peut  arriver  que  la  sphère  S  ne  coupe  pas  l'ellip- 
soïde; alors  la  courbe  G  n'existe  pas  :  la  région  Ee  ou  la  région  E/ 
envahit  tout  l'ellipsoïde,  suivant  que  l'ellipsoïde  est  tout  entier 
extérieur  ou  intérieur  à  la  sphère  S;  dans  le  premier  cas,  les  élé- 
ments linéaires  issus  de  P  se  contractent  tous;  dans  le  second, 
ils  se  dilatent  tous. 

En  prenant  comme  origine  le  point  P,  la  courbe  G  est  définie 
par  l'intersection  de  l'ellipsoïde  (17)  avec  la  sphère  de  rayon  1 

(S)  X*+Y»+Z»  =  i. 

Le  cône  lieu  des  éléments  PP'  issus  de  P,  qui  ne  changent  pas 
de  longueur,  a  pour  sommet  P  et  pour  directrice  la  courbe  C  :  son 
équation  s'obtient  en  retranchant  membre  à  membre  les  équations 
(17)  et  (S)  de  l'ellipsoïde  et  de  la  sphère  :  on  a  ainsi  le  cône 

6!X*+  eaYM-  e8Z»-h  YfTZ  +  T.2ZX  -h  Y3XY  =  o 
qui  n'existe  pas  quand  la  sphère  S  ne  coupe  pas  l'ellipsoïde. 


a  =  i,         f 

s  =  o,        y  =  o 

ds 

=  /l+  2Bi, 

Oi  =  /H-  2S! 
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Significations  géométriques  particulières  des  coefficients  z^ , 
s2,  £3  ;  dilatations  des  éléments  primitivement  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées.  —  Imaginons  un  élément  PP'=  ds  issu 
de  P  et  parallèle  à  Ox  :  appelons  o,  son  coefficient  de  dilatation. 
Si  l'on  désigne  par  ds{  la  longueur  de  cet  élément  après  la  défor- 
mation, on  a,  d'après  les  formules  précédentes  (16)  où 


1; 


de  même  en  appelant  ô2  et  83  les  coefficients  de  dilatation  de  deux 
éléments  linéaires  issus  de  P  parallèles  aux  axes  Oy  et  O^,  on  a 

§2  =  y  I  -(-  2  £2  —  I >  O3  —  V  1  "+-  2  £3  —  I  • 

Ces  formules  définissent  géométriquement  £,,  e2,  £3  en  chaque 
point  P  du  milieu  tfi. 

669.  Dilatations  angulaires  autour  d'un  point.  —  Soient  deux 
éléments  linéaires  infiniment  petits  ds  =  PP'  et  ds'  =  ~PQr  issus 
du  point  P  :  soient  dx,  dy,  dz  les  projections  du  premier,  dx', 
dy',  dz'  celles  du  second  :  l'angle  9  de  ces  deux  directions  est 

donné  par 

ds  ds'  cos  6  —  dx  dx'  -+-  dy  dy'  -+-  dz  dz' . 

Après  la  déformation,  les  points  P,  P',  Q'  sont  venus  en  P1 ,  P'( ,  Q'4 , 
les  deux  éléments  ds  et  ds'  se  sont  transformés  en  ds\  =  VKVx, 
ds\  =  P<  Q',  :  si  nous  appelons  dxK ,  dy{ ,  dz{  et  dx\ ,  dy\ ,  dz\  les 
projections  de  ces  éléments,  le  nouvel  angle  ôj  formé  par  les  élé- 
ments déformés  est  donné  par 

dsi  ds\  cos 61  =  dxi  dx\  -+-  dyi  dy\  -+-  dz\  dz\. 

La  variation  81  —  0  est  appelée  la  dilatation  de  l'angle  P'PQ'. 
L'expression  de  cosQj  est  aisée  à  former  :  d'après  les  formules 

[&i  =  &  +  u,        .Ti=7  +  Vi         zt  =  z-hw, 

où  u,  v,  w  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z,  on  a,  en  faisant  croître 
III.  16 
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d'abord  a?,  y,  ^  de  afo,  d^  dz,  les  projections  de  P<  P', 

dxx  =  (  I  -T-  -r-  )  cfa?  -t-  <ir  -H         —  dz . 

\         dx  J  dy  J  dz 

dv\  =         t-         cfo?  -h  (  n — —  )  <r/y  —        — -  dz , 
JX  dx  \         °y  )  àz 

àw  ,  <)w         ,  /         <9w\    . 

dZi  =        -r —         a^r  -j- <r/v  -h     i r—     «^, 

dx  oy  dz  J 

puis,  en  faisant  croître  #,  y,  s  de  dx\  dy' ,  ti-s',  les  projections  de 

P.  Q', 

'         du.  \    7  ,  du  7   ,  du   ,  , 

ûfa?.  =  H-  -r— ■     #.r  -f-         —         ay  -+-        -—  dz  , 
1        \  dx  J  dy  J  àz 

dy'  =  —-         dx'—-     [+—  |  dy' -j-         -—  dz' , 

17  *  dr  \         ày  )    J  dz 

dz,  =        — —        dx  ■+■        — —        dy  -h     i  H — r—    <£3  . 
1  dx  dy  J         \  dz  J 

On  en  conclut 

(  dsi  ds\  cos  fty  —  (  :  -r-  1  &i  )  tffo*  <£r'  4-(iH-2s2)<iy  <i/' 
(18)     <  h-  (i  -l-  2 £3)  dz  dz' a-  *(\(dy  dz' --  dz  dy') 

f  -h  y  2  (  dz  dx'  -+-  efa?  czV )  -4-  y 3  (  ^  dy'  ->-  dy  dx'  ) . 

où  £),  £2?  £3>  Y*'  T2'  T3  sont  ^es  coefficients  caractéristiques  de  la 
déformation,  définis  parles  formules  (i4)-  On  peut  écrire  cette 
formule  d'une  façon  un  peu  plus  simple  en  introduisant  la  forme 
quadratique 

i|;(X,Y,Z)  =  (i-f-ae1)X»+(i+ae1)Y«+(i-f-2è,)Z« 

4-2YlYZH-2Y2ZX-+-2Ï3XY, 

oui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  de  l'ellipsoïde  des 
dilatations  au  point  P.  Si  alors  on  appelle  a,  (j,  y  et  a',  (3',  y' 
les  cosinus  directeurs  des  deux  éléments  ds  et  ds' , 

dx  .  ,       dx' 


un  a 


ds  ds' 


dsi  dsx  cosÛ!  ,      ,  ,         ,  0 

,     t  . =  (1  +  2£i)aa  -f-  (  i-t-  2£->)  SB' 

ds  ds  -  /  »  r 


(19)  h-...  +  Ti(Py'h-  -;?')--• 


/  <> 
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La  connaissance  de  l'ellipsoïde  des  dilatations  en  un  point  P 
entraîne  donc,  d'une  manière  simple,  la  connaissance  des  dila- 
tations angulaires  autour  de  ce  point. 

En  particulier,  pour  que  l'angle  h{  soit  droit,  il  faut  et  il 
suffit  qii avant  la  déformation  on  ait 

a'^a^  P'V[3+ Y'^y=  °, 

c'est-à-dire  que  les  deux  directions  PP'  et  PQ'  soient  conjuguées 
par  rapport  à  l'ellipsoïde  des  dilatations  au  point  P  : 

<|/(X,Y,Z)  =  i. 

On  en  conclut  qiiil  existe  trois  éléments  linéaires  issus  de  P 
qui  forment  un  trièdre  trirectangle  avant  et  après  la  défor- 
mation; ce  sont  les  éléments  dirigés  primitivement  suivant  les 
axes  de  V ellipsoïde  des  dilatations  au  point  P. 

Les  directions  de  ces  axes  sont  les  directions  principales  au 
point  P. 

Signification  particulière  des  coefficients  y,,  y2,  y3  :  dila- 
tations des  faces  du  trièdre  primitivement  parallèle  aux  axes. 
Ces  considérations  conduisent  à  l'interprétation  géométrique 
suivante  des  coefficients  yn  y2,  Y3-  Soit,  au  point  P,  un  angle 
p/pQ/  dont  Jes  côtés  infiniment  petits  PP'  =  ds  et  PQ'rzz  ds'  sont 
respectivement  parallèles  à  Oy  et  Os  :  alors 


(20) 


Après  la  déformation  ces  deux  éléments  deviennent  P<  P,  =  ds{ , 
P<  Q',  =  ds\ ,  leurs  variations  de  longueur  sont  données  par  les  for- 
mules 


a  =  o, 

P  =  >, 

v  =  o 

• 

a'  =  o, 

P'=°, 

T'  =  > 

dS\  i w,ç.  / 

leur  angle  a<  =  P,  P{  Q',  est  donné  par  la  formule  (19)  où  a,  p,  y, 
a',  p',  y'  prennent  les  valeurs  particulières  (20),  et  où  l'on  rem- 
place Oj  par  a,  :  on  a  donc 

r/.ç,  ds\  cosai 

did7'       =Tl' 
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d'où 


(21) 


Yi  —  y/i-    2£2  \/i  -+-  'ie3  cosaj, 


relation  qui  définit  géométriquement  y,. 

On  a,  de  même,  y2  et  v3  en  chaque  point  P. 

670.  Dilatations  principales,  —  On  appelle  dilatations  prin- 
cipales, en  un  point  P  du  milieu  primitif,  les  coefficients  de  dila- 
tation A|,  A2,,  A3  des  trois  éléments  linéaires  issus  de  P  dirigés 
primitivement  suivant  les  axes  de  l'ellipsoïde  des  dilatations  en  P. 
Appelons  A,  B,  G  les  trois  sommets  de  cet  ellipsoïde;  le  coeffi- 
cient de  dilatation  de  l'élément  dirigé  suivant  PA  est 


Ai  = 


PA 


»; 


on  a  de  même,  pour  les  éléments  dirigés  suivant   PB  et  PC,  les 
coefficients  de  dilatation 


A, 


i 
PB 


i 
PC 


Pour  calculer  A,,  A2  A3,  on  est  donc  ramené  à  calculer  les 
axes  PA,  PB,  PC  de  l'ellipsoïde  (17).  Pour  cela,  on  forme  l'équa- 
tion en  S  relative  à  cet  ellipsoïde 


2£j  — ■  3 

Ï3 

Ï2 

Ï3 

I  4-  2£2—  S 

Ti 

Y2 

Ti 

1  -1 

-2  £3 

Les  racines  S,,  S2,   S3   de   cette  équation   sont  les   carrés   des 
inverses  des  longueurs  des  axes  p-r^>  prV  pt^*  ^n  a  donc 

A1  =  v/S1  —  1,         A2=/S2  — 1,         A3=/S3— 1. 


671.  Invariants.  —  Quand  on  fait  un  changement  d'axes  de  coordon- 
nées rectangulaires,  l'équation  de  l'ellipsoïde  des  dilatations  (17)  change; 
les  six  coefficients  s/  et.  y*  prennent  de  nouvelles  valeurs  qui  se  déduiraient 
des  premières  par  les  formules  classiques  du  changement  d'orientation  des 
axes.  Mais  on  sait  que,  dans  une  quadrique 

AX2-f- A'Y2-i-A',Z2  4-2BYZ4-  2B'ZX  +  2B"XY  =  H, 
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il  existe   trois  fonctions  des  coefficients  qui  restent  inaltérées  quand  on 
fait  un  changement  d'axes  rectangulaires,  à  savoir  les  fonctions 


A  = 


A      B"     B' 

B"     A'     B 
B'     B      A" 


A-+.  A'h-A", 
+  B"2_  A'A"—  A"  A  —  AA' 

AA'A"—  AB^~  A'B'2_  A"B"^  sBB'B", 


dont  la  dernière  est  ce  qu'on  appelle  le  discriminant  de  la  forme  quadra- 
tique. 

Appliquant  ce  théorème  à  l'ellipsoïde  (17),  on  voit,  en  laissant  de  côté 
des  constantes,  qu'en  chaque  point  P  du  milieu  initial  il  existe  trois 
fonctions  invariantes  dont  la  valeur  est  indépendante  de  l'orientation  des 
axes  et  dépend  seulement  de  la  nature  de  la  déformation  ;  ce  sont  les  fonc- 
tions 

(22)  <     YÏ"+'ïl'+"ïI~~'î(e«es-+-e»Ei+e1eî), 

!  4^i HH -fr  TiT2Ï3—  £1  Yi  —  S2Y2  —  b»yI- 

Ces  trois  quantités  ont  donc,  dans  la  déformation,  une  signification  in- 
dépendante du  choix  des  axes. 

Prenons  en  particulier  le  discriminant  de  (17) 


A  = 


la  règle  qui  donne   le  carré  d'un  déterminant  montre  immédiatement  que 

ce  discriminant  A  est  égal  à  D2,  D  étant  le  déterminant  (7),  ou  à  — • 

PÏ 
Le  coefficient  de  dilatation  cubique  au  point  P,  égal  à  D  —  1,  est  donc 

aussi  exprimé  par  \/A  —  1. 

672.  Déformation  inverse.  —  On  pourrait  évidemment  regar- 
der l'état  <R4  comme  initial  et  l'état  Si.  comme  final  :  on  aurait 
alors  la  déformation  inverse  de  la  première.  Dans  cette  façon  de 
voir,  il  faudrait  regarder  #,  y:  z  comme  des  fonctions  de  x{  ,y{ ,  zK 
tirées  des  relations  (1).  Cette  déformation  serait  définie  par  le 
système  des  vecteurs  P<P  d'origine  P,  et  d'extrémité  P,  ayant 
pour  projections  —  u,  —  V,  —  W. 

En  chaque  point  P<  du  milieu  <R1  il  y  aurait  un  ellipsoïde  des 
dilatations  dont  les  axes  donneraient  les  trois  directions  des  élé- 


-  2Ê1 

Y3 

Y2 

Y3 

I  +  2S2 

Yi 

Y2 

Yi 

I  +  2  £3 
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ments  linéaires  issus  de  P<  formant  un  trièdre  trirectangle  avant 
et  après  la  déformation.  On  voit,  par  comparaison  avec  le  même 
théorème  relatif  à  l'ellipsoïde  des  dilatations  au  point  P,  que  trois 
éléments  linéaires  issus  de  P  et  dirigés  suivant  les  axes  de  l'ellip- 
soïde des  dilatations  en  P  se  transforment  en  trois  éléments  issus 
de  Pi  et  dirigés  suivant  les  axes  de  l'ellipsoïde  des  dilatations  rela- 
tif au  point  P,  dans  la  déformation  inverse. 

673.  Équations  aux  dérivées  partielles  pour  les  e/  et  y*-  —  Les  six 
fonctions  £/•  et  y*  qui  caractérisent  une  déformation  ne  peuvent  pas  être 
prises  arbitrairement  en  fonction  de  x,  y,  z.  En  effet,  d'après  les  rela- 
tions (i4),  ces  six  fonctions  dépendent  seulement  de  trois  fonctions  arbi- 
traires u,  v,  w  dont  l'élimination  conduirait  à  des  équations  aux  dérivées 
partielles  entre  les  £/  et  les  y/. 


II.  DEFORMATION    HOMOGENE. 

674.  Définition  d'une  déformation  homogène.  —  Les  considé- 
rations précédentes  s'appliquent  à  une  déformation  quelconque. 
Dans  le  cas  général  la  déformation  est  caractérisée  par  les  six 
quantités  et-  et  y;  qui  sont  des  fonctions  des  coordonnées  x,  y,  z 
dans  le  milieu  primitif  :  ou  encore,  au  point  de  vue  géométrique, 
la  déformation  est  définie  par  l'ensemble  des  ellipsoïdes  de  défor- 
mation relatifs  aux  divers  points  P. 

Le  cas  le  plus  simple  est  le  cas  où  la  déformation  est  la  même 
autour  de  chaque  point  P,  c'est-à-dire  le  cas  où  les  six  fonctions 
e/  et  y;  ne  varient  pas  avec  la  position  du  point  P  :  dans  ce  cas 
particulier,  où  les  six  quantités  e;  et  y;  sont  des  constantes  indé- 
pendantes de  x,  y,  z,  la  déformation  est  d'après  sir  W.  Thomson 
(Lord  Kelvin)  une  déformation  homogène.  Les  ellipsoïdes  des 
dilatations  en  tous  les  points  P  sont  alors  égaux  et  orientés  de  la 
même  façon. 

Il  en  résulte  que  la  dilatation  linéaire  d'un  élément  du  milieu 
primitif  ne  dépend  que  de  sa  direction  et  non  de  sa  position  dans 
ce  milieu;  de  même  la  dilatation  de  l'angle  de  deux  éléments  ne 
dépend  que  de  la  direction  de  ses  côtés  et  non  de  la  position  du 
sommet;  en  particulier,  deux  éléments  parallèles  se  transforment 
en  deux  éléments  parallèles.  A  chaque  direction  est  ainsi  associée 
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une  dilatation  linéaire  suivant  cette  direction,  et  à  chaque  système 
de  deux  directions  une  dilatation  angulaire  de  leur  angle. 

Propriétés  géométriques.  —  On  conclut  de  cette  définition 
les  propriétés  suivantes  qui  caractérisent  géométriquement  une 
déformation  homogène  : 

i°  A  deux  segments  de  droites  parallèles  entre  eux  du  pre- 
mier milieu  correspondent  deux  segments  de  droites  paral- 
lèles entre  eux  du  second  milieu,  et  le  rapport  des  deux  seg- 
ments est  le  même  avant  et  après  la  déformation. 

En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  si  l'on  considère  dans  le  pre- 
mier milieu  des  éléments  linéaires  égaux  et  parallèles  entre  eux, 
il  leur  correspond  dans  le  second  milieu  des  éléments  linéaires 
égaux  et  parallèles  entre  eux.  Soit  alors  AB  un  segment  de  droite 
du  premier  milieu;  divisons  ce  segment  en  éléments  linéaires 
égaux  entre  eux  et  nécessairement  parallèles.  Il  leur  correspond 
des  éléments  linéaires  égaux  et  parallèles  entre  eux  portés  bout  à 
bout  et  formant,  par  suite,  un  nouveau  segment  de  droite  A4B,, 

tel  que  le  rapport  des  longueurs     *    *  soit  précisément  le  rapport 

des  éléments  linéaires  correspondants  :  le  coefficient  de  dilatation 
de  ce  segment  est  donc  identique  à  celui  des  éléments  linéaires 
qui  le  composent. 

A  un  second  segment  A'B'  du  milieu  primitif  parallèle  à  AB 
correspond,  d'après  le  même  raisonnement,  un  segment  A',  B', 
parallèle  à  A|B,  ayant  subi  la  même   dilatation  relative,  et  l'on  a 

A',  B',        AiBj 
ÂTT  ~    AB 

20  A  des  plans  du  premier  milieu  parallèles  entre  eux  répon- 
dent dans  le  second  milieu  des  plans  parallèles  entre  eux. 
Deux  plans  parallèles  II  et  II'  du  premier  milieu  peuvent  être 
regardés  comme  engendrés  par  des  droites  mobiles  D  et  D'  paral- 
lèles à  une  même  direction  s'appuyant  respectivement  sur  deux 
directrices  fixes  A  et  A;  parallèles  à  une  autre  direction.  A  ces 
droites  mobiles  correspondent  dans  le  second  milieu  les  droites 
mobiles  D<  et  D',  parallèles  à  une  même  direction  s'appuyant  res- 
pectivement sur  deux  directrices  fixes  A,  et  A',  parallèles  à  une 
autre  direction  :  ces  droites  D<  et  D'(  engendrent  deux  plans  pa- 
rallèles II,  et  U\  correspondant  à  II  et  II'. 
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Ces  propriétés  sont  caractéristiques  de  la  transformation 
komo graphique  conservant  le  plan  de  V infini. 

675.  Formules.  —  Prenons,  comme  dans  le  cas  général,  un 
système  d'axes  quelconque  Oxyz  auquel  nous  rapporterons  le 
milieu  primitif  et  le  milieu  transformé. 

Les  propriétés  géométriques  que  nous  venons  d'indiquer  mon- 
trent que  xK ,  yK ,  z{  doivent  être  des  fonctions  linéaires  de  x, y,  z. 
En  effet,  en  laissant  y  et  z  constants  et  faisant  varier  seulement  #, 
on  fait  décrire  au  point  P(#,  y,  z)  une  droite  parallèle  à  Ox; 
dans  ces  conditions,  le  point  P,  (xt ,  yK,  zK  ),  dont  les  coordonnées 
varient  avec  x,  doit  décrire  également  une  droite  parallèle  à  une 
direction  fixe  ;  donc  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  au  lieu 
du  point  P1  sont  des  constantes  indépendantes  des  valeurs  attri- 

i  /-.  i     ,    àx\      dy,      ôza 

buées  a  y  et  z.  Ces  cosinus  sont  proportionnels  a  -—  *  -f-  >  -T-  ; 

J  i       r  ôx       ox       ox 

mais  la  quantité 


\  ôx  /  \  ôx  J         \  ôx 

étant  égale  à  i+  2£<,  est  actuellement  constante,  puisque  s,  est 
constant  :  en  écrivant  que  les  cosinus  directeurs 

i  dxi  i  ôyx  i  dz\ 


OX  ,  /  r      i      o  e .       OX  •  /  i    _j_   o  c .       OX 


v/l-h'2Sj     0x  \A  +  2£1     ÔX  ^ 


2S! 


ÔX\     dv\     àz\  -,         ,    i. 

sont  constants,  on  voit  que  -7—  >  -~-j  -—  sontconstants,  c  est-a-dire 

1  OX        OX        OX 

que  xh,  yi,  zK  sont  des  fonctions  linéaires  de  x.  On  verrait  de 
même  que  X\ ,  jKi ,  ^  sont  linéaires  par  rapport  aux  trois  lettres  x, 
y,  Z,  à  la  fois.  C'est  ce  que  nous  voulions  établir. 

Les   formules    de   transformation  définissant  une    déformation 
homogène  sont  donc  de  la  forme  : 

!x\  —  #10+  (iH-an)a7-f-      «i2      7 -h      «13*, 
jKl=«20-^  «21  X  H"  (l  +  «22)jK  -h  «23-5, 

-si  =  «30+       «31       ar-41       «32      JK-+-  (1  +  «33) s, 

les  coefficients  a/y  étant  des  constantes  quelconques,  assujetties  à 
la  condition  que  les   relations  (23)  donnent,   inversement,  pour 
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chaque  système  de  valeurs  de  xiyyt,  zt1  un  seul  système  de  va- 
leurs pour  x,y,  z.  Gela  revient  à  dire  que  le  déterminant  D,  qui 
a  été  défini  précédemment  (7)  et  qui  est  ici 


D  = 


1-4-  an 

«31 


«12 

1  -f-  a2< 

«3  2 


«13 
«23 

I  +  «33 


est  différent  de  zéro.  D'après  sa  signification  physique,  ce  déter- 
minant doit,  en  outre,  être  positif. 

Les  six  coefficients  caractéristiques  de  cette  déformation  ont  les 
valeurs  constantes 


(24) 


«h-*-  -  («h 


a 


■2  i 


«Ii) 


Yl  —   rt32  ~~  «23  -i~  «12  «13  -      «22  «23  "+"  «32  «33" 


676.  Simplification  des  formules  à  l'aide  d'une  translation.  — 
On  peut  toujours  rendre  les  trois  coefficients  <2,0,  #207  aso  nuls 
sans  modifier  la  déformation  :  on  en  voit  a  priori  la  raison  dans 
ce  fait  que  ces  coefficients  ne  figurent  pas  dans  les  ef-  et  les  y,*.  On 
le  voit  directement  de  la  façon  suivante  :  Soit  O'  le  point  du  sys- 
tème primitif  M.  auquel  correspond  l'origine  O  dans  la  transfor- 
mation. Les  coordonnées  a,  (3,  y  de  ce  point  doivent  annuler  les 
seconds  membres  des  formules  (a3) 


(25) 


a10-+-  (1  -h  «h  )a  -h  a12p  H-  «13  Y 


puisque,  pour  x,  y,  z  égaux  à  a,  [3,  y,  on  doit  trouver  xu  yiy  zK 
nuls. 

Supposons  alors  qu'on  imprime  au  système  31  une  translation 
d'ensemble  qui  amène  O'  en  O.  Cette  translation  amènera  les 
points  P  en  des  points  P'  dont  les  coordonnées  x',  yf,  z'  sont  liées 
aux  coordonnées  x,  y,  z  de  P  par  les  formules 


x  =  a 


x 


Les  formules  (23)  deviennent  alors,  d'après  les  relations  (25), 

a\  —  (1  -f-  au  )x' -h  al2y  -r-  aiZz', 

y\~      «21       a?' -h , 

*i  =       a3i       a?'  + 
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c'est-à-dire  qu'elles  conservent  la  même  forme,  avec  cette  seule 
différence  que  les  termes  constants  ont  disparu. 

D'après  cela  nous  considérerons,  dans  tout  ce  qui  suit,  les  coef- 
ficients a,0,  a2o,  azo  comme  rendus  nuls  par  une  translation  pré- 
liminaire et  nous  étudierons  la  déformation  définie  par  les  formules 

'  xi  —  (i  -h  an) x  -h      aI2      y  -f-        cii3z, 
(•26)  \  yi  =       «21       a?-f- (1 -t- «22)^ -+-       «2.3^, 


5!=  <231  37-1-  a32         JK+  (H-«33)2, 

qui  donnent  pour  le  segment  PP<  les  projections 

I   u    =  anx  -h  ai2y  -t-  «13-s. 

(27)  -     V     —  a21a?  +  «22jK  —  «23^ 

f  w  —  a-si  x  -1-  a32<7  -h  «33  -■ 

Dans  ces  formules,  l'origine  est  caractérisée  par  ce  fait  qu'elle 
se  correspond  à  elle-même  dans  la  déformation,  puisque  les  va- 
leurs x  =y  =  z  =  o  donnent  xs  =  yK  =  zA  =  o. 

Nous  avons  vu  que,  dans  une  déformation  quelconque,  il  existe, 
en  chaque  point  P  du  milieu  primitif,  trois  éléments  linéaires 
rectangulaires  qui  se  transforment  en  trois  éléments  rectangu- 
laires. Actuellement  l'orientation  de  ces  éléments  est  indépen- 
dante du  choix  du  point  P;  de  plus,  comme  une  droite  devient 
une  droite,  on  peut  dire  qu'il  existe  trois  directions  de  droites  rec- 
tangulaires qui  se  transforment  en  trois  directions  rectangulaires. 
Ces  directions  sont  les  axes  de  l'ellipsoïde  des  dilatations  (17)  dans 
l'équation  duquel  les  coefficients  ont  les  valeurs  constantes  (24). 

On  peut  ici  retrouver  ce  résultat  par  une  voie  plus  élémentaire 
en  remarquant  que,  d'après  les  formules  (26),  une  sphère 

x\+-y\  +  z\=** 
du  second  milieu  correspond  à  un  ellipsoïde 

[(1  h-  an  )x  -f-  a12y  -4-  ai3z]*-+- .  .  .-f-.  . .  =  R2 

du  premier.  A  trois  diamètres  conjugués  de  cet  ellipsoïde  corres- 
pondent trois  diamètres  rectangulaires  de  la  sphère  :  par  suite,  les 
trois  axes  de  cet  ellipsoïde  OXYZ  forment  un  système  d'axes 
rectangulaires  qui  se  transforment  en  trois  axes  rectangulaires 
OX,Y,Z*. 
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677.  Déformation  pure  :  directions  principales;  coefficients  de 
dilatation  principaux.  —  On  dit  qu'une  déformation  homogène 
est  une  déformation  pure,  quand  il  existe  dans  le  premier 
milieu  trois  directions  rectangulaires  qui  restent  inaltérées 
par  la  déformation. 

En  général,  il  existe  dans  une  déformation  homogène  trois 
directions  rectangulaires  OXYZ  qui  se  transforment  respecti- 
vement en  trois  autres  directions  rectangulaires  OX,Y1Z1.  La 
déformation  est  pure  quand  les  deux  trièdres  OXYZ,  OX1  Y1Z, 
se  confondent.  Les  arêtes  de  ces  deux  trièdres  constituent  alors 
ce  qu'on  peut  appeler  les  directions  principales  de  la  déforma- 
tion pure. 

Imaginons  que  l'on  prenne  ces  directions  principales  OXYZ 
pour  axes.  Appelons  x1 ',  y',  z'  les  coordonnées  d'un  point  P 
avant  la  déformation,  x\ ,  y. ,  z\  les  coordonnées  de  la  position  P, 
de  ce  point  après  la  déformation. 

La  déformation  étant  homogène,  les  expressions  de  x\ ,  y\,  z\ 
en  fonctions  de  xf,  yf,  z'  sont  de  la  forme  (26)  et  l'on  a 

x\  =  (ï-h  à, ,)#'-+-     a12    y+     A13z', 

y\—      A21      x'-h  (1  +  A22Xx'-+-       A23-s'5 
z\  =       A31      a?'  +       A3,      j'-f-(n- A33)^', 

où  les  K(j  sont  des  constantes.  Par  hypothèse,  quand  le  point  V 
est  sur  OX,  le  point  correspondant  P,  doit  être  aussi  sur  OX  ; 
donc,  quand  j/' et  z'  sont  nuls,  y\  el  z\  doivent  l'être,  quel  que 
soit  x',  ce  qui  exige  que  A21,  A31  soient  nuls.  On  voit  de  même  que 
tous  les  coefficients  autres  que  An,  A22,  A33  sont  nuls.  La  défor- 
mation pure  rapportée  à  ses  directions  principales  est  donc  dé- 
finie par  les  relations 

(■28)      a?i  =  (i+A11)a;fJ        y\  =  (1-4-  A„)/,        z\  =  (1  +  A33)*'. 

Les  coefficients  An,  A22,  A33  figurant  dans  ces  formules  réduites 
sont  les  coefficients  de  dilatation  principaux  A4,  A2,  A3  (670). 
Gela  résulte  des  formules  générales.  On  peut  le  vérifier  directe- 
ment. Les  ellipsoïdes  des  dilatations  sont  actuellement  tous  égaux 
et  ont  leurs  axes  parallèles  aux  directions  principales  OXYZ; 
prenons  une  droite  PQ  parallèle  à  l'axe  OX  dont  les  extrémités 
ont   pour   coordonnées   x' ,  y',  z'    et   x" ,  y',  z'  :    la    transforma- 
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tion  (28)  transforme  celte  droite  en  une  autre  droite  1>1  Q^ 
également  parallèle  à  OX  dont  les  extrémités  ont  pour  abscisses 

x\  =  (n-An)*?',        x'[  =  (h-Ah)^. 
Le  coefficient  de  dilatation  de  cette  droite  est  alors 

P1Q1  — PQ    _x\  —  x\  —  (x"—x') 

PQ  ~  "        ~~ â-*=~P~ 

c'est-à-dire  AH .  Un  calcul  analogue  montre  que  les  droites  paral- 
lèles à  OY  et  OZ  subissent  des  dilatations  de  coefficients  A22  et 
A33. 

On  voit  d'après  cela  qu'une  déformation  pure  est  constituée 
par  un  ensemble  de  trois  dilatations  effectuées  parallèlement  à 
trois  axes  rectangulaires  :  ces  axes  sont  les  axes  principaux  de  la 
déformation  pure  et  les  trois  coefficients  de  dilatation  les  coeffi- 
cients de  dilatation  principaux. 

678.  Détermination  des  axes  et  des  coefficients  d'une  défor- 
mation pure.  —  Etant  donnée  une  déformation  homogène  définie 
par  les  équations  (26)  ou  (27),  il  s'agit  de  reconnaître  si  c'est  une 
déformation  pure  et,  dans  le  cas  de  l'affirmative,  de  trouver  les 
directions  principales  et  les  coefficients  de  dilatation  principaux. 

Théorème.  —  Pour  qu'une  déformation  homogène  soit  une 
déformation  pure,  il  faut  et  il  suffit  que  le  champ  de  vec- 
teurs PP1  dérive  d'une  fonction  de  vecteurs,  c'  est-à-dire  que 
U,  v,  w  soient  les  dérivées  partielles  d ) une  fonction  du  se- 
cond degré  de  x,  y,  z. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffît  de  remarquer  que  la  pro- 
priété, pour  un  champ  de  vecteurs,  de  dériver  d'une  fonction  est 
indépendante  du  choix  des  axes. 

La  condition  indiquée  est  nécessaire,  car,  si  la  déformation  est 
pure,  en  prenant  pour  axes  les  directions  principales  OXYZ  on 
a,  pour  définir  les  coordonnées  de  P1  en  fonction  de  celles  de  \\ 
les  formules  (28),  d'où  pour  les  projections  u',  v',  w'  du  vec- 
teur PP<  sur  les  axes  OXYZ 

u' =  x\ -- x' =  knx' ,        v'=A22j'.        w'  =A33^', 
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qu'on  peut  écrire 

u'  = 

dx~'' 

,       dF 

,       ÔF 

W  =  — 

dz' 

en  posant 

23  0 


F  =  ^(Ah^  +  ^/VAsj^). 

Elle  est  suffisante  :  en  effet,  supposons  que  dans  les  formules 
générales  (27)  définissant  u,  V,  W  pour  une  déformation  homo- 
gène quelconque,  par  rapport  à  des  axes  Oxyz,  u,  V,  w  soient 
les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  F  de  x,y,z  :  ou,  ce 

.  m         •    au        ôv  , 

qui  revient  au  même,  supposons  que  1  on  ait  —  =  — ,  •  •  •  ,  c  est- 
à-dire 

(29)  a12=za2i,         a%z=  «32,         a:il  —  a13. 

La  fonction  F  est  alors 

i  3o)     F  =  -  (anx2  -h  a^y*  -  -\- .  a33  s2  h-  ia%^yz-\-  ia^zx  -+-  2a12xK), 

et  l'on  a 

„   x  ÔF  ÔF  ÔF 

(  3i  )  u  =  -7—  ?  v  =  — ,         w  =  3-  * 

ôx  ôy  dz 

Les  surfaces  du  second  degré  ayant  pour  équation 

(32)  F (47,  jKj  -s)  =  const. 

jouent  à  l'égard  du  vecteur  u,  v,  w  le  rôle  de  surfaces  de  niveau. 
Ces  surfaces  ont  même  centre  O  et  mêmes  directions  d'axes  prin- 
cipaux OXYZ.  Faisons  tourner  les  axes  de  façon  à  prendre  comme 
nouveaux  axes  OXYZ  et  appelons  x' \yf,  z'  les  nouvelles  coordon- 
nées d'un  point  P  et  u',  v',  w'  les  nouvelles  projections  du  vec- 
teur PP<  :  la  fonction  F  prendra  la  forme  réduite 

F  =  -  (AHa/2+-  A22/2+  A33*'2\ 
2 

et  l'on  aura 

àF 

■     dF     » 
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La  déformation  est  donc  pure.  On  voit  qu'elle  a  pour  axes  les 
axes  des  quadriqucs  (32)  et  pour  coefficients  de  dilatation  princi- 
paux les  doubles  des  coefficients  des  carrés  des  variables  dans 
l'équation  de  ces  quadriques  rapportées  à  leurs  axes. 

Nous  avons  vu  précédemment  (n°  670)  comment  on  peut,  con- 
naissant les  coefficients  e/ et  y,,  déterminer  les  directions  princi- 
pales et  les  coefficients  de  dilatation  principaux  en  un  point  P  du 
milieu  primitif.  On  pourrait  appliquer,  en  particulier,  cette  mé- 
lliode  au  cas  actuel. 

Quand  on  suppose  connus  les  coefficients  an ,  .  .  -,  ai2,  .-  • 
d'une  déformation  pure  (a^  —  a*/.)  on  voit,  d'après  ce  qui  précède, 
que  le  problème  de  trouver  les  axes  principaux  d'une  déformation 
pure  et  les  coefficients  de  dilatation  principaux  peut  être  ramené 
au  problème  classique  :  rapporter  la  surface  du  second 
ordre  (32)  à  ses  axes  de  symétrie.  On  sait  que  ce  problème 
exige  la  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré  en  S 

(au— S)  (aM—  S)  (  a33  —  S)  — («n—  S)«f2 

—  i  .'/22--  S)«f 3  —  (  a33—  S)a|,  ■+■  2  «32 «13 «21  =  o, 

qui  a  toujours  ses  racines  réelles  et  égales  précisément  aux  coeffi- 
cients An,  A22,  A33  de  la  forme  réduite,  c'est-à-dire  aux  coeffi- 
cients de  dilatation  principaux. 

On  peut  remarquer  que,  pour  une  déformation  pure  rapportée 
à  ses  axes  principaux  (formules  28),  les  valeurs  des  six  coefficients 
£/  et  Yj  sont 

êj  =  An  h —  Af  j ,        e2  —  A22  H-  -  A| 2 , 
•2  2 

Ti  =  °>         Y2  =  °>         Ta  =  °- 

L'équation  de  l'ellipsoïde  des  dilatations  (17)  rapporté  à  ces 
mêmes  axes  est  donc 

ce  qui  est  une  vérification  des  formules  générales  du  n°  668, 
car  actuellement  les  coefficients  de  dilatation  des  éléments  paral- 
lèles aux  axes  de  coordonnées  étant  An,  A22,  A33,  on  doit  avoir. 
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>ar  exemple, 


An  —  s/ 1  h-  2  s; 


i . 


679.  Théorème.  —  Toute  déformation  homogène  peut  être 
obtenue  par  une  translation  et  une  rotation  suivies  d'une 
déformation  pure.  —  En  effet,  soient  OXYZ  les  axes  principaux 
de  l'ellipsoïde  des  dilatations  en  un  point  quelconque  O,  déter- 


Fig.  325. 


Zi 


Pi 


o, 


x, 


miné  dans  le  premier 'milieu  Si.  :  on  sait  que  la  déformation  fait 
correspondre  à  ces  trois  droites  rectangulaires  trois  autres  droites 
rectangulaires  01  X4  Y<  Z, . 

Considérons  le  système  primitif  non  déformé  SI  comme  un 
solide  invariablement  lié  au  trièdre  OXYZ  et  transportons  ce 
solide  en  Si'  de  façon  à  faire  coïncider  le  trièdre  OXYZ  avec  le 
trièdre  01X1Y1Z1,  chaque  axe  se  plaçant  sur  son  correspondant. 
Ce  déplacement  peut-être  réalisé  par  une  translation  amenant  O 
en  0{  suivie  d'une  rotation  autour  d'un  axe  issu  de  01  amenant 
les  deux  trièdres  en  coïncidence. 

Une  fois  ce  déplacement  effectué,  pour  passer  du  milieu  con- 
tinu <ft/  au  milieu  continu  final  «fJlh  il  faut  lui  faire  subir  une  défor- 
mation pure  d'axesOi  X,  Y{  Z1 .  En  effet,  soient  P  un  point  quel- 
conque du  milieu  Si,  P<  sa  position  finale  dans  le  milieu  Sl{. 
Après  le  déplacement  d'ensemble  du  milieu  SI  en  Si',  obtenu 
par  la  superposition  de  OXYZ  à  O,  X{  Y,  Z, ,  le  point  P  occupe 
une  position  P'  dans  le  milieu  Si'. 

Il  faut  montrer  que  la  transformation  du  milieu  Si'  dans  le  mi- 
lieu final  <Rl7  transformation  qui  fait  correspondre  à  chaque 
point  P'  le  point  P< ,  est  une  déformation  pure  d'axes  01X,Y1Z<. 
Or  cette  dernière  transformation  est  évidemment  une  transforma- 
lion  homogène  dans  laquelle  les  axes  O^  X, ,  0{  Y< ,  O,  Z,   se  cor- 
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respondent  à  eux-mêmes,  car  P'  étant  sur  OtXn  P  est  sur  OX  et, 
par  suite,  P<  sur  OjX,.  C'est  donc  une  déformation  pure 
d'axes  0,X4  Y,  Z1 . 

Cette  réduction  d'une  déformation  homogène  aune  translation, 
suivie  d'une  rotation,  suivie  d'une  déformation  pure  est  possible 
d'une  infinité  de  manières,  car  le  choix  du  point  O  est  arbitraire: 
mais  la  translation  seule  change  avec  le  choix  du  point  O  ;  la  rota- 
tion et  la  déformation  pure  sont  inaltérées;  ce  dernier  fait  résulte 
de  ce  que,  quel  que  soit  le  choix  du  point  O,  les  trois  droites  OXYZ 
sont  parallèles  à  des  directions  fixes  et  que  leurs  transfor- 
mées OlX1Y1Z,  sont  également  parallèles  à  trois  autres  direc- 
tions fixes. 

Nous  avons  (n°  667)  considéré  comme  identiques  deux  défor- 
mations qui  peuvent  se  ramener  l'une  à  l'autre  par  un  déplacement 
d'ensemble.  On  peut  donc  résumer  le  théorème  que  nous  venons 
de  démontrer  en  disant  que  toute  déformation  homo gène  est 
identique  à  une  déformation  pure. 

Remarque  I.  —  Il  est  évident  que,  pour  amener  les  axes  OXYZ 
en  coïncidence  avec  01  X,  Y^  Z,,  on  pourrait  faire  d'abord  la  ro- 
tation des  axes  OXYZ  de  façon  à  les  rendre  parallèles  aux 
axes  0{  Xi  Y4  Z4 ,  puis  la  translation  00< .  On  peut  donc,  dans  le 
théorème  qui  lait  l'objet  de  ce  numéro,  faire  d'abord  la  rotation, 
puis  la  translation  et  enfin  la  déformation  pure. 

Remarque  II.  —  Dans  le  cas  particulier  où  la  déformation  ho- 
mogène donnée  serait  pure, 

#12=#21j  «23  —   a32i  aSl  —  #13  5 

les  axes  Oi  Xi  YjZ,  seraient  parallèles  aux  axes  OXYZ  et,  pour 
superposer  ces  deux  systèmes  d'axes,  il  suffirait  d'une  translation. 
La  rotation  serait  alors  nulle. 


III.  —  RETOUR  A  UNE  DÉFORMATION  QUELCONQUE, 
DÉFORMATION  HOMOGÈNE  TANGENTE  EN  UN  POINT. 

680.  Déformation  quelconque  :  déformation  homogène  tangente 
en  un  point.  —  Si  nous  revenons  au  cas  général  d'une  déformation 
quelconque,  cette  déformation  est  caractérisée  par  les  six  fonc- 
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lions  £/  et  Y/  des  coordonnées  x,  y,  z  du  point  P  dans  le  milieu 
non  déformé  lii.  Envisageons  une  portion  du  milieu  non  déformé 
entourant  un  point  P  :  si  cette  portion  est  suffisamment  petite, 
les  six  fonctions  s;  eiYij  qui  sont  des  fonctions  continues  de  x,y,  z, 
conserveront,  en  ses  différents  points,  sensiblement  les  mêmes 
valeurs,  celles  qu'elles  ont  au  point  P.  Gomme  une  déformation 
homogène  est  caractérisée  par  ce  fait  que  les  six  fonctions  £;  et  y, 
sont  constantes,  on  peut  donc  dire  qu'une  portion  suffisamment 
petite  de  matière  entourant  un  point  P  du  milieu  primitif  subit 
une  déformation  homogène  dont  les  six  composantes  sont  les 
valeurs  que  prennent,  au  point  P,  les  six  fonctions  s;  et  y,  carac- 
téristiques de  la  déformation  considérée.  Cette  déformation 
homogène,  qui  coïncide  avec  la  déformation  considérée  dans  une 
région  très  petite  entourant  P,  est  appelée  déformation  au 
point  P,  ou  déformation  homogène  tangente  à  la  proposée  au 
point  P. 

Si  donc  on  imaginé  une  portion  de  matière  très  petite  (m) 
entourant  le  point  P  et  la  portion  correspondante  (m^)  entourant 
le  point  correspondant  P, ,  la  déformation  homogène  tangente 
en  P  transforme  (m)  en  {ni\)  :  il  en  résulte  qu'on  peut  faire  coïn- 
cider (m)  avec  (ni\)  par  une  translation,  suivie  d'une  rotation, 
suivie  d'une  déformation  pure.  La  translation  amène  P  en  P1 ,  la 
rotation  amène  les  trois  éléments  linéaires  ds,  dsf,d$",  dirigés  sui- 
vant les  axes  PXYZ  de  l'ellipsoïde  des  dilatations  en  P,  à  coïn- 
cider en  direction  avec  les  trois  éléments  transformés  dsx,  ds'{1 
ds\  dirigés  suivant  trois  axes  rectangulaires  P1XiY1Z,  ;  enfin  la 
déformation  pure  achève  d'amener  {m)  sur  (?ni  )  par  trois  dilata- 
tions rectangulaires  suivant  les  axes  P,  Xt  Y,  Z, ,  dilatations  choi- 
sies de  telle  façon  que  les  éléments  ds,dsr,  ds"  deviennent  ds{. 

Cette  rotation  et  cette  déformation  pure  sont  bien  définies  en 
chaque  point  P  du  milieu  primitif  :  on  les  appelle  rotation  au 
point  P  et  déformation  pure  au  pointV. 

681 .   Définition  analytique  de  la  déformation  homogène  tangente 
en  un  point.  —  Prenons  dans  le  milieu  primitif,  avant  la  défor- 
mation, un  point  quelconque  P  de  coordonnées  x,  y,  z  et  imagi- 
nons une    portion   infiniment   petite   de    matière  (m)   entourant 
III.  17 
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ce  point.  Soient  x  -|-  dx, y  -f-  dy,  z  -f-  dz  ies  coordonnées  d'un 
point  P'  de  cette  portion  de  matière  {m).  La  déformation  fait  cor- 
respondre au  point  P  un  point  P{  de  coordonnées 

(Pi)  a?i  =  a? -f- u,          jKi=JK  +  v>  *i=*H-W, 

et  an  point  P'  un  point  P',  infiniment  voisin  de  P1  ayant  pour  coor- 
données 

X\  -t-  dx\  =  x  -+-  u  -t-  d(x  -+-  u).         .... 
c'est-à-dire 

/  7  du    ,         du    ,  du   , 

X  -J-  U    -4-  «37  -f-  -—    «.T  -4-  -r-    OK  +  -  «5, 

l  c'a"  ày  àz 

dv     ,  dv     ,  dv    , 

,  dw      .  ()W      ,  dW      , 

a  -h  w  H-  <xs  H —  rt37  H r—  rt  y  H ^—  dz . 

c'a?  oy  oz 

Portons  l'origine  au  point  P^x^y^z)  et  prenons  comme  nou- 
veaux axes  des  parallèles  Px',  Py\Pz'  aux  anciens. 

Appelions  x',y',zf  et  x\ ,  j  'n  z\  les  coordonnées  des  points  V 
et  P\  par  rapport  à  ces  axes;  on  aura 

(  P'  )  x'  =  <r/x,         jk'  =  dy,         z'  =  efo 

et,  par  suite, 

(Pi)  04)       *  =  v+£*^+£W    'v  ' 


àx  \         dy  )  dz 

dw     ,       dw     ,       /         dw\     , 
àx  ày  y  ^~  \      '     dz  ) 

Ces  dernières  formules  donnant  les  coordonnées  du  point  P\  en 
fonction  de  celles  du  point  P'  définissent  la  déformation  de  la 
région  (m)  entourant  P  en  une  autre  région  infiniment  petite  (/M|) 
entourant  P^ .  Gomme  elles  sont  linéaires  en  x',y',  z' ,  elles  défi- 
nissent une  déformation  homogène;  c'est  la  déformation  homogène 
tangente  au  point  P  à  la  déformation  proposée.  En  identifiant  avec 
les  formules  (a3)  on  voit  qu'il  faut  faire 

du  du  du 

dx  ày  àz 
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682.  Conditions  pour  que  les  déformations  homogènes  tan- 
gentes en  chaque  point  P  à  une  déformation  donnée  soient  toutes 
des  déformations  pures.  —  Pour  que  la  déformation  homogène 
définie  par  les  formules  (34  )  soit  une  déformation  pure,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'on  ait  (n°  678)  ar2  =  a2\ ,  etc.,  c'est-à-dire 

<9w        dv  du       i)w  dv        du 

dy         àz  àz         dx  Ox        dy 

Pour  que  ces  conditions  aient  lieu  en  chaque  point  P  de  l'espace,  il 
faut  et  il  suffit  que  le  système  des  vecteurs  PP1  (u,  v,  w)  dé- 
rive d 'une  fonction  de  x,  y,  z.  Dans  ce  cas,  la  rotation  en  chaque 
point  P  est  nulle.  Ce  fait  résulte  de  la  définition  même  d'une 
déformation  pure  ( vo ir  Remarque  II,  n°  679). 


IV.    —    DEFORMATION    INFINIMENT    PETITE. 

683.  Définition.  —  Imaginons  un  milieu  continu  qui  se  dé- 
place et  se  déforme  d'une  manière  continue  de  telle  façon  que  le 
déplacement  PP1  de  chacun  de  ses  points  P  soit  assez  petit  pour 
que,  dans  les  mesures,  on  puisse  négliger  les  carrés  et  les  produits 
de  ces  déplacements.  La  déformation  est  alors  appelée  infiniment 
petite.  Les  projections  u,  V,  w  du  déplacement  PP<  sont  alors  des 
quantités  que  nous  traiterons,  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles 
par  rapport  à  x,  y,  z,  comme  des  infiniment  petits  du  premier 
ordre  dont  nous  négligerons  les  carrés  et  les  produits.  De  là  ré- 
sultent dans  les  formules  et  les  théorèmes  généraux  des  simplifi- 
cations que  nous  allons  indiquer. 

Exemples  de  déformation  infiniment  petite.  —  i°  Dans  les 
vibrations  d'un  corps  élastique  rendant  un  son,  les  déplacements 
des  points  matériels  à  partir  de  leurs  positions  initiales  restent 
ordinairement,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  assez 
petites  pour  qu'on  puisse  négliger  leurs  carrés  et  leurs  produits. 

2°  Dans  le  mouvement  continu  d'un  fluide  liquide  ou  gazeux, 
pour  passer  des  positions  des  points  du  fluide  à  l'instant  t  aux 
positions  des  mêmes  points  à  l'instant  infiniment  voisin  t  -f-  d(, 
il  faut  faire  subir  au  fluide  une  déformation  infiniment  petite.  Un 
point  qui,  à  l'instant  /,  est  en  P,  est,  à  l'instant  t  -+-  dt1  dans  une 
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position  infiniment  voisine  I\    et  son   déplacement  PP,    a  pour 

projections 

u  dt,     v  dt,     w  dt, 

u,  v,  w  désignant  les  projections  de  la  vitesse  du  point  matériel 
en  P.  Pour  appliquer  la  théorie  générale  à  ce  cas,  il  faudrait  donc 

faire 

u  =  u  dt,        v  =  v  dt,        w  =  w  dt. 


(i84.  Expression  des  six  fonctions  caractéristiques.  —  En  se 
reportant  aux  formules  générales  (i4)  et  négligeant  les  carrés  des 
dérivées  partielles  de  U,  V,  W  par  rapport  à  #,  y,  s,  on  a 


(35) 


Dilatations  linéaires  en  un  point  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées.  —  En  chaque  point  P(#,y,  s),  ces  dilatations  ont 
pour  expressions  (page  241) 


du 
l~  ôx'' 

dv 
~  à  y'* 

âw 
âz 

dw        dv 
ây         dz 

du        âw 

âz         âx 

dv        du 
dx        ây 

0] 


• 


IH-2E!—  I, 


o2=y/i+2£2 — Ij  o-à=\/ 


ï  -{-   1z3 I  . 


Mais  actuellement  e15  s25  £3  sont  infiniment  petits  :  en  dévelop- 
pant par  la  formule  du  binôme,  on  a 


(1  +  2 Si)'2'  =1+  £t  - 

et  en  négligeant  les  carrés,  on  trouve 


ôi  =  £1 


02  =    Î9, 


1=2 
2  -1 


03 


Les  coefficients  e<,  e2,  £3  sont  les  coefficients  des  dilatations 
linéaires  des  éléments  parallèles  aux  axes  coordonnés. 

Dilatations  angulaires,  en  un  point,  des  angles  ayant  leurs 
côtés  parallèles  aux  axes  coordonnés.  Glissements.  —  Nous 
avons  vu,  dans  le  cas  général,  que  si  l'on  considère  deux  éléments 
linéaires  ds  et  ds'  issus  de  P  parallèlement  aux  axes  Ox  et  Oy, 
les  deux  éléments  déformés  ds^  et  ds\  forment  un  angle  a,  défini 
par 

Yj  =  y/l  -+-  2£2  y/l-t-  2  £3  COSOC!. 
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Actuellement  l'angle  a,  est  infiniment  peu  différent  de  ->  puisque 

cosa1  est  infiniment  petit  comme  y.  On  peut  écrire  alors  en  déve- 
loppant en  séries  : 

V  l  "+-  2  £2=I_r-£2  "+"••• 

\/l+2S3=I+Ê3  +  ... 

.      /r  \  7T  I  /Tt  \3 

cos  ai  =  sin ai     = a, ai 

\  2  /        2  1 . 2 . 3  \  2 

où a,  est  infiniment  petit.  Portant  dans  la  formule  et  négli- 
geant les  termes  du  deuxième  ordre,  on  a 

Yi= <*!. 

2 

On  a  ainsi  une  signification  simple  du  coefficient  y! .  On  obtient 
des  expressions  analogues  pour  y2  et  y3. 

On  appelle  aussi  ces  quantités  yl5  y2,  y 3  les  glissements  paral- 
lèles aux  plans  de  coordonnées. 

Coefficient  de  dilatation  cubique  en  un  point.  —  Nous  avons 
vu  (n°  66&)  que  ce  coefficient  est 

D-i, 

où  D  désigne  le  déterminant  (7).  En  développant  ce  déterminant 
et  négligeant  les   carrés   et  les  produits    des   dérivées   partielles 

de  u,  V,  W,  on  a 

~  du        dv        dw 

D  =  1  -H h h  -t—  • 

ox       ây        oz 

Le  coefficient  de  dilatation  cubique  est  donc  alors 


(36)  t. 


du        àv        dw 

1 1 

dx        ây         0; 


ce  qu'on  peut  écrire  actuellement 

0  =  £!-+-  e2-+-  £3  :     -     $  >  +  0  1 

on  voit  que,  dans  une  déformation  infiniment  petite,  le  coefficient 
de  dilatation  cubique  en  un  point  est  la  somme  des  trois  coeffi- 
cients des  dilatations  linéaires  parallèles  aux  axes  de  coordonnées 
au  même  point. 
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685.  Rotation  en  chaque  point.  Dilatations  principales.  —  Nous 
avons  vu  que,  dans  une  déformation  quelconque,  si  l'on  prend 
une  petite  région  autour  d'un  point  P,  on  peut  la  regarder 
comme  soumise  à  une  déformation  homogène  et,  par  suite,  repré- 
senter la  déformation  de  cette  petite  région  par  une  translation, 
suivie  d'une  rotation,  suivie  d'une  déformation  pure. 

Nous  allons  calculer  les  éléments  de  ces  diverses  transformations 
dans  le  cas  d'une  déformation  infiniment  petite. 

Prenons  dans  le  milieu,  avant  la  déformation,  un  point  quel- 
conque P  de  coordonnées  x,  y,  z  et  imaginons  une  région  infini- 
ment petite  (ni)  entourant  ce  point.  La  déformation  fait  corres- 
pondre au  point  P  un  certain  point  Pl5  et  à  la  région  (in)  une 
région  déformée  (m\)  également  infiniment  petite  et  entourant  le 
point  Pt . 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  les  parallèles  Px',  Py'-,  Pzf 
aux  axes  primitifs  menées  parP  :  soient  x',  y',  z'  les  coordonnées, 
par  rapport  à  ces  nouveaux  axes  d'un  point  P'  du  premier  milieu 
pris  dans  (m),  et  x\,  y\,  z\  les  coordonnées  de  la  nouvelle  posi- 
tion P'  de  ce  point  après  la  déformation.  Comme  nous  l'avons  vu, 
n°  681,  la  déformation  homogène  tangente  en  P  à  la  déformation 
donnée  est  définie  par  les  formules  (34)  que  nous  écrivons 

,         ,  du     ,       du     ,      du   , 

x,  —  x  =  u  -+-  -r—  x  -+-  -—  y  -+-  -r -z  , 
1  àx  ày  J         àz 

àv     ,       &sr     ,      dv    , 

t\  —  Z    =WH X  -T-  -—y  ■+•  -y-  Z  . 

ox  ôy  ôz 

Actuellement  les  coefficients  u,  y-  ■>  •••  sont  infiniment  petits  : 

il  est  alors  aisé  de  mettre  en  évidence  les  éléments  de  la  déforma- 
tion homogène. 

Rappelons  d'abord  les  formules  qui  donnent  les  projections  du 
déplacement  d'un  point  dans  une  rotation  infiniment  petite. 
Soient  trois  axes  fixes  Pxf,  Py',  P  z'  et  un  axe  de  rotation  Peu 
issu  de  l'origine  P.  Imaginons  un  système  invariable  qui  tourne 
d'un  angle  infiniment  petit  autour  de  cet  axe  :  cette  rotation  peut 
être  décomposée  en  trois  rotations  élémentaires  d'angles p{ ,  p2-,  p* 
autour  des  axes  Px' ,  Py',  Pzf.  Calculons  les  projections  du  dépla- 
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cernent  infiniment  petit  P  P,  subi  par  un  point  du  système  de 
coordonnées  x' ,  y',  z! .  Soient  u»,  Vi,  W<  les  projections  de  ce 
déplacement.  On  peut  toujours  imaginer  que  la  rotation  consi- 
dérée ait  lieu  pendant  un  intervalle  de  temps  dt  :  sa  vitesse  angu- 
laire est  alors  ég'ale  à  l'angle  de  rolation  divisé  par  dt  et  les  vitesses 
angulaires  y;,  q,  /•  des  rotations  composantes  sont 

/oox  n_Pi  n-P*  r-P3. 

(o8)  p~dt'        q-dV        r~dï 

Les  projections  de  la  vitesse  v  du  point  P;  sont  alors,  d'après 
les  formules  élémentaires  des  rotations, 

qz'  —  ry',     rx'  —  pz',     py'—qx'; 

et  les  projections  du  déplacement  P'P', ,  égal  à  v  dt,  sont  les  expres- 
sions précédentes  multipliées  par  dt  :  on  a  ainsi,  d'après  (38) 

}H=p<,z'  —  pzy'}         vi  =  p3x'—  pxz\        Wi—p^y'—piX'. 

Cela  posé,  dans  les  formules  (3^ )  qui  définissent  la  déformation 
homogène  d'une  région  infiniment  petite  (m)  entourant?,  intro- 
duisons les  notations 


du 

dx 

dv 
"2  ~  ày* 

E3  = 

dw 

"AT 

dw        dv 
(i        dy         dz 

du 

^=dz- 

dw 
dx 

Y»  = 

dx 

du 
djr' 

dw        dv 
dy         dz 

du 

2^=dz~- 

dw 

dx 

2/?3  = 

dv 
dx 

du 

d>; 

elles  prennent  la  forme 

x\  —  x'  —    u  - 

h/?2 

z'—p3y'-h 

£  1  X 

_4_    \ 
2 

y*/-*- 

*T«*'> 

y\—/=  v'- 

r-p-i 

x'  —  pi  z'-+- 

Vi^' 

■+- 

£2y+ 

ÎYi-' 

> 

z\  —  z'  =  w  - 

*-p\y—p%&'-±-- 

f{ïx 

-H 

i-ïiy-+- 

£3 -S  . 

Ces  formules  montrent  que  le  déplacement  infiniment  petit 
P  Pn  qui  amène  le  point  P;  de  l'entourage  de  P  sur  le  point  V\  de 
l'entourage  de  Pfl ,  est  la  somme  géométrique  ou  résultante  des 
trois  déplacements  suivants  : 

i°  Le  déplacement  de  projections  u,  v,  w;  ce  déplacement  est 
une  translation  égale  à  PP<  ; 

20  Le  déplacement  de  projections 

xjLi  =  p%z'— psyr,        vi=p3x'~piz',        Wi—piy'—PîX'i 
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ce  déplacement  provient  d'une  rotation  élémentaire   de  compo- 
santes p<,  /?2, />3  autour  des  axes  P x1 ,  Pjk',  Pz'; 
3"  Le  déplacement  de  projections 


u2^ 

El 

a:' 

+  1 

Ï3JK' 

+ 

■!y^'- 

V2  = 

|Ys 

« 

H- 

e2r' 

-+- 

}Tf*'. 

w2  — 

ÎY« 

a-' 

+  1 

Ï.7' 

-t- 

qui  dérive  de  la  fonction 

ce  déplacement  provient  dune  déformation  pure  dont  les  axes  et 
les  coefficients  de  dilatation  principaux  sont  les  axes  de  la  qua- 
drique  F  =  const.  et  les  racines  de  l'équation  en  S  correspon- 
dantes. Les  axes  de  cette  dernière  quadrique  F  =  const.  coïncident 
avec  ceux  de  l'ellipsoïde  des  dilatations  au  point  P(n°  668) 

(l+'2£1)^'2^-(H-2£2)7'2-4-(H-'2£3)-S'2 

-+-  'i*(iy' z' '-+-  i*(2z'x' -h  i^^x'y'  —  i. 

Ce  fait  est  évident  géométriquement  :  il  résulte  analytiquement 
de  ce  que  cette  dernière  équation  peut  s'écrire 

Si  donc  on  fait  tourner  les  axes  de  coordonnées  de  façon  à  faire 
disparaître  les  termes  rectangles  dans  F,  on  les  fait  aussi  dispa- 
raître dans  l'ellipsoïde  des  dilatations. 

Nous  avons  ainsi  mis  en  évidence  les  trois  éléments  de  la  défor- 
mation homogène  d'une  portion  infiniment  petite  de  matière  en- 
tourant le  point  P  :  translation,  rotation,  déformation  pure. 
Comme  nous  lavons  dit,  dans  le  cas  général,  cette  rotation 
(p\i  Pi,  Pu)  s'appelle  rotation  au  point  P,  et  cette  déformation 
pure  déformation  pure  au  point  P. 

686.  Cas  où  les  rotations  sont  toutes  nulles.  Déformation  lon- 
gitudinale. —  Si  les  vecteurs  PP,  définissant  la  déformation  dé- 
rivent d'une  fonction  de  vecteurs,  la  rotation  au  point  P  est  nulle 
et  réciproquement.  C'est  là  un  théorème  général  vrai  pour  une 
déformation  quelconque  (n°  682).  On  le  vérifie  aisément  sur  les 
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formules  actuelles,  car  les  conditions 

/?;=0,  /?2=0,  />3  =  0 

sont  précisément  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 

u  dx  -+-  v  dy  h-  w  dz 

soit  une  différentielle  totale  exacte.  On  dit  alors  que  la  déforma- 
tion infiniment  petite  est  longitudinale  ou  irrotationnelle . 

687.  Cas  où  la  dilatation  cubique  est  nulle  en  chaque  point; 
déformation  transversale.  —  Lorsqu'une  déformation  infiniment 
petite  est   telle    que  la   dilatation    cubique  en  chaque   point  est 

nulle, 

du       àv       dw 
dx        dy          dz 

on  dit  que  la  déformation  est  transversale. 

Cette  circonstance  se  présente,  par  exemple,  dans  la  déforma- 
tion infiniment  petite  d'un  liquide  incompressible  à  température 
constante. 

688.  Cas  où  la  déformation  est  nulle  en  chaque  point.  —  Nous 
avons  vu,  dans  le  cas  général,  que,  si  les  six  coefficients  caracté- 
ristiques £/  et  y/  sont  identiquement  nuis,  la  transformation  est 
un  simple  déplacement.  C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier  dans  le 
cas  actuel.  D'après  les  valeurs  des  e{-  et  y,  pour  une  déformation 
infiniment  petite,  les  équations  exprimant  que  £t ,  s2,  s3,  y( ,  Y2,  J-.) 
sont  nuls  s'écrivent  : 


du 

dx 

=  °> 

dv 
dy 

dw      '  dv 

-h    -r— 

à  y         dz 

=  o, 

du 
dz 

àw 
dx 

o, 


~~dz 

=  o, 

dv 
dx 

du 
dy 

=  0. 

Différentions  les  équations  du  deuxième  groupe  respectivement 
par  rapport  à  x,  y,  z\  nous  aurons  (') 

<)2w  d2v  d2u  d2w  d*v  d-u 

dx  dy        dx  dz  dz  dy         dx  dy  dx  dz         dy  dz 


(l)  PoiNCARÉ,  Leçons  sur  l 'Élasticité,  page  i4- 
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d'où  Ton  déduit 

ô'-u  O^V  'J2W 

—  =  o. 


Oy  ôz  ôz  ôx       dx  aj 

Les  relations 

du  ^2u 

dx  oy  ôz 


montrent,  Ja  première  que  u  ne  dépend  pas  de  x  et  Ja  seconde 
que  u  est  la  somme  d'une  fonction  de  y  et  d'une  fonction  de  z 


on  trouve  de  même 

L'équation 
donne  alors 


u=/i(.r)4-<piO); 
v  =  /î(*)-H<p»(a?), 

W=/3(a?)-h^3(jK)- 


ÙMV  ÔV 

h  —  ;=  o 

6^K  U-3 


?3  00 +/*(*)  =  <>■ 


Mais  y  et  s  étant  indépendants,  cette  relation  ne  peut  avoir  lieu 
que  si 

?i00  =— /i(*)  =  Pu 

pt  désignant  une  constante.  On  a  de  même 

?i(*)  =  —  f'z(x)  =P*i 

?i(*)  =  -f\(y)=P3'> 

en  intégrant  et  portant  les  expressions  trouvées  pour  f\{y), 
cp,  (s),  ...  dans  u,  V,  w,  on  a 

u  —  ai-+-p2z  —  psy, 

v  —  a2+jo3r  —  ptz, 
w  =  «3  +  pty  — p=>x, 

a^  rt2,  ci-i  étant  des  constantes  d'intégration.  Ces  formules  défi- 
nissent un  déplacement  d'ensemble  infiniment  petit  d'un  solide  in- 
variable :  translation  (ci{ ,  a2^a^)  et  rotation  élémentaire  (/?,,  /<>2, />s)- 

689.  Déformation  à  la  fois  longitudinale  et  transversale.  — 
Pour  qu'une  déformalion  infiniment  petite  soit  pure  (ou  longi- 
tudinale) en  tous  ses  points,  il  faut  et  il  suffit  que  la  rotation  soit 


dF 

dF 

dF 

—  ? 

V  = 

■  —  ? 

W     =      -T- 

dx 

ày 

dz 
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nulle  en  chaque  point,  on  encore  que  les  vecteurs  u,  V,  W  dé- 
rivent d'une  fonction  F 

(39)  u 

Pour    qu'en  même   temps   la  dilatation   cubique  Q  soit   nulle  en 
chaque  point  (déformation  transversale),  il  faut  et  il  suffit  que 

du        dsr        ô-w 

dx        dy         dz 

Remplaçant  u,  V,  W  par  leurs  expressions,  on  voit  qu'il  faut  et 
suffît  que  F(.£,  y1  z)  vérifie  l'équation  de  Laplace 

d*-F       d*F        d*F 

A  F  =  ■  H : h  - —  =  o  . 

dx"1         dy'1        dz'1 

Cette  circonstance  ne  peut  pas  se  présenter  pour  un  milieu 
limité  par  une  surface  S,  si  on  suppose  la  déformation  nulle  à  la 
surface  :  car  la  fonction  harmonique  F  élant  finie  ainsi  que  ses 
dérivées   premières  et  secondes   dans  l'intérieur  de  S  et  les  dé- 

.    ,      dF     ÔF    dF   .  u  .  c  dF  .  . 

rivées  -r->  -?—>  — -  étant  nulles  sur  la  surlace,  -r-  est  nul  sur  la  sur- 
dx    dy     dz  an 

face  et  F  constant  dans  l'intérieur  (n°  594).  Le  déplacement  (3g) 

d'un  point  quelconque  du  milieu  est  alors  nul. 


EXERCICES. 

1.  Équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  satisfont  les  six  fonctions 
st-  et  y-  dans  le  cas  d'une  déformation  infiniment  petite.  —  Il  s'agit  d'éliminer 
les  trois  fonctions  u,  v,  w  entre  les  six  équations  (35)  du  n°  684. 

Solution.  —  En  introduisant  comme  fonctions  auxiliaires  les  composantes  pr 
p2,  p3  de  la  rotation  au  point  P,  on  a 

dw        i  du        i 

hp»      dx-  =  ^~p-      oy~- 


du 

dv 

i 

-    _  Y 

dx~  =  c" 

dx 

2    ': 

2 


En  éliminant  u,  v,  w  on  a  neuf  relations  de  la  forme 

dzt         d    / 1 

dy  "=  ^UÏ3_/?3 


d   / 


âi\l*-*)=fr\V*+A 
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Résolvant   ces   équations    par    rapport  aux    dérivées    partielles    de  /?,,  p2,  p6, 
on  a 

àpl        i    dy2  \  dy3 

dx        2  dy  2    dz 

ôpl  _    i   dy{  ds2 

~ày        2  dy  dz 


L'élimination  de  p{,  p2,  p3  donne  six  équations  dues  à  Barré  de  Saint- Venant 
trois  de  la  forme 

À  (i  (tt2  —  l  ^h\  =  A  f1  foi      ^h 

dy  \ 2  dy         i    dz  j       dxX'i  dy        dz 

et  trois  de  la  forme 

d  (\   dy{        àe2\  _      d    f  dz3        i   dy, 
dz  \ 2  dy        dz  J       ày\dy       2    dz 

(voir  le  Mémoire  Sur  la    Théorie   de   l'Élasticité,  par  M.    M.    Cosserat,   An- 
nales de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  X,  ire  Partie,  p.  36). 

2.  Déformation  homogène.  Extension  simple.  —  On  dit  qu'une  déformation 
homogène  est  une  extension  simple  quand  toutes  les  droites  parallèles  à  une  cer- 
taine direction  sont  dilatées  et  que  les  droites  perpendiculaires  restent  invariables 
en  longueur.  On  demande  quelles  conditions  doivent  remplir  les  quantités  ep  e2, 
£3  Tn  Ï2>  Ï2>  relatives  à  une  déformation  homogène  (n°  675),  pour  que  cette  défor- 
mation soit  une  extension  simple.  • 

Réponse.  —  Il  faut  et  il  suffit  que  dans  la  dilatation  pure  équivalente  (n°677) 
deux  des  coefficients  de  dilatations  principales  soient  nuls,  par  exemple  A,=Au=o, 
A2  =  A22=  o,  ou  encore  que  dans  l'équation  en  S,  relative  à  l'ellipsoïde  des  dila- 
tations (n°670),  deux  racines  S,  et  S2  soient  égales  à  1. 

On  a  ainsi  les  deux  conditions 

t\  -+- Tf  -+- TÎ  —  4(^2£3-^ £3£i-+-  £i£2)  =0, 

4£1S2£3+TlT2T3-£lTf    —   S2ï|    —  £3Ï|    =    O, 

dont  les  premiers  membres  sont  des  invariants  (  n°  671). 

Le  troisième  coefficient  de  dilatation  principal  A3  mesure  la  grandeur  e  de 
cette  extension  simple.  Comme  dans  l'équation  en  S  du  n°  670  on  a  en  géné- 
ral 

•S,  +  S2-i-  S3:=  3  +  2(8,  -1-  e2H-  e3), 
on  a  actuellement 

e  =  A3  =  vS3—  1  =  y/i-f-  2 (sA -+-  e2  +  e3)—  1 

(voir  Love,  A  Treatise  on  the  Mathematical  Theory  0/  Elasticity,  t.  I,  p.  4*i 
et  M.  M.  Cossserat,  loc.  cit.,  p.  27  ). 

3.  Déformation  homogène.  Glissement  simple.  —  Une  déformation  homogène 
est  un  glissement  simple  quand  tous  les  points  dans  un  certain  plan  P  restent 
dans  ce  plan  en  conservant  leurs  positions  primitives,  tandis  que  les  points 
situés  dans  un  plan  quelconque  Q,  parallèle  au  premier,  restent  aussi  dans  leur 
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plan,  mais  y  sont  déplacés,  parallèlement  à  une  dkection  D  du  plan  P,  de  lon- 
gueurs proportionnelles  à  la  distance  du  plan  Q  au  plan  P. 

Prenons  le  plan  P  pour  plan  des  xy  et  la  droite  D  pour  axe  des  x.  Dans  les 
formules  générales  de  la  déformation    homogène  (n°675),  on  doit  avoir  zt=  z; 

yi  =  r; 

X{  —  X  -h  gz, 

où  g  est  une  constante  qui  mesure  la  grandeur  du  glissement  simple.  Les  com- 
posantes de  cette  déformation  sont 

£,=   0,  £2=0,  2S3=g-2, 

Formant  l'équation  en  S  correspondante,  on  voit  que 

S1+S2+S3=3  +  ^3, 

S^j-f-  S2S3-hS3St— 3(8,+  S2-f-S3)  +  6  =  o, 

(S1-i)(S2-i)(S3-i)  =  o. 

D'après  les  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines  d'une  équation  du  troi- 
sième degré,  on  a,  en  écrivant  les  équations  précédentes,  pour  une  déformation 
homogène  rapportée  à  des  axes  quelconques,  les  deux  conditions 

4eis2s;?H-r1ï2ï3—  «ï  r  !  —  e2ï|  —  e3ri=  °> 

yf  -t-  ri  -J-  ri  —  4 (£2e3+- £3^1+^2)  =  2(s1-*-s2+s3), 
qui  expriment  que  la  déformation  est  un  glissement  simple,  et  la  formule 

g=  V/2(slH-£2+£3), 

qui  donne  la  grandeur  du  glissement  (Ibid.). 

4.  Courbes  correspondantes  dans  le  milieu  primitif  et  le  milieu  déformé. 
—  Soient  dans  un  milieu  non  déformé  des  courbes  en  nombre  doublement  infini, 
ayant  pour  équations  différentielles 

.   ,  dx        dy        dz 

X,  Y,  Z  étant  des  fonctions  données  de  x,  y,  z.  Par  la  déformation  du  milieu, 
telle  qu'elle  est  définie  au  n°  662,  ces  courbes  se  transforment  en  courbes  ayant 
pour  équations  différentielles 

dxx    _  dy,        dzx 

(  a  )  \     ~"  ~Y~  =  ~7~  ' 

-v  1  1 1  /j  1 

Démontrer  que  l'on  a 


(3) 


x, 

=  ).  (x  ÔXl    1   Y  ÙXx 
\      dx            dy 

-z£) 

Y, 

\     dx           dy 

+■£•)■ 

z, 

\     dx            dy 

+  "£> 

X  étant  un  facteur  de  proportionnalité  quelconque. 
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Réciproquement  les  conditions  (3)  sont  suffisantes  pour  que  les  courbes  (2) 
soient  les  transformées  de  (3).  [  Voir  Appell,  Lignes  qui  se  correspondent  clans 
la  déformation  d'un  milieu,  extension  des  théorèmes  sur  les  tourbillons 
(Journ.  de  Math,  de  M.  Jordan,  fasc.  II;  1899).] 

5.  Trouver  dans  la  déformation  d'un  milieu  les  lignes  dont  la  longueur  îîesl 
pas  altérée  par  la  déformation  (Kœnigs). 

6.  Dans  une  transformation,  ou  dans  une  déformation  finie  quelconque,  il  y  a 
en  général  trois  éléments  linéaires  infiniment  petits  partant  d'un  point  quel- 
conque qui  sont  parallèles  à  leurs  homologues. 

7.  Parmi  les  déformations,  dépourvues  de  rotation,  en  existe-t-il  pour  lesquelles 
les  faces  du  trièdre  principal  relatif  à  chaque  point  de  l'espace  s'ordonnent  sui- 
vant les  plans  tangents  à  trois  familles  de  surfaces,  qui  seront  nécessairement 
deux  à  deux  rectangulaires? 

(Darboux,  Proceedings  of  the  London  3/athematical  Society,  vol.  XXXII, 
n°  733.) 


- 
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CHAPITRE  XXXIII. 
CINÉMATIQUE  DES  MILIEUX  CONTINUS. 


690.  Objet  du  Chapitre.  —  Nous  avons  dans  le  Chapitre  précé- 
dent étudié  le  déplacement  et  la  déformation  d'un  milieu  continu 
à  un  point  de  vue  purement  géométrique,  sans  nous  préoccuper 
des  vitesses,  des  accélérations,  etc.,  que  prennent  les  points  du 
milieu  dans  le  déplacement  et  la  déformation.  Dans  le  Chapitre 
actuel,  nous  montrons  comment  l'on  peut  représenter  à  chaque 
instant  l'état  des  vitesses  et  des  accélérations  des  divers  points  du 
milieu  continu  en  mouvement. 

Les  résultats  que  nous  obtiendrons  s'appliqueront  donc  au 
mouvement  d'un  milieu  continu  quelconque,  que  ce  soit  un  fluide 
visqueux  ou  non,  un  corps  élastique,  ou  même  un  corps  solide. 

C'est  Cauchj  qui  doit  être  regardé  comme  le  fondateur  de  la 
cinématique  des  matières  continues  :  Cauchy  a  montré  que,  par 
le  seul  fait  de  la  continuité  supposée  à  un  milieu  matériel  en 
mouvement,  de  la  continuité  et  de  l'uniformité  supposées  aux 
vitesses  de,  ses  différents  points,  découlent  dans  la  répartition  des 
vitesses  autour  de  chaque  point  des  propriétés  générales  et  rigou- 
reuses de  la  même  nature  que  celles  qu'enseigne  la  théorie  de  la 
courbure  des  surfaces;  elles  se  classent  en  deux  espèces,  comme  nous 
l'avons  déjà  montré  dans  le  Chapitre  précédent  :  celles  qui  se  rap- 
portent à  la  déformation  et  celles  qui  se  rapportent  au  dépla- 
cement d'une  particule  fluide.  C'est  à  cette  occasion  que  Cauchj 
introduit  la  notion  de  la  rotation  moyenne  en  un  point,  qui  est 
quelque  chose  comme  la  rotation  instantanée  de  la  particule  fluide 
entourant  ce  point.  C'est  cette  rotation  moyenne,  introduite  par 
Cauchj,  que  Helmholtz,  dans  ses  belles  recherches  sur  la  théorie 
des  tourbillons,  a  considérée  sous  le  nom  de  tourbillon  (  Wir- 
bel). 
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Cette  notion  de  rotation  moyenne  joue  un  rôle  essentiel  dans 
la  démonstration  que  Cauchy  a  donnée  d'un  théorème  célèbre  de 
Lagrange  sur  les  cas  où  il  existe  ce  qu'on  appelle  un  potentiel 
des  vitesses.  L'ensemble  de  ces  travaux  se  trouve  dans  le  Mémoire 
de  Cauchy,  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  i8i5 
et  imprimé  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers  en  1827;  ce 
Mémoire,  intitulé  :  Théorie  de  la  propagation  des  ondes  à  la 
surface  d'un  fluide  pesant  d'une  profondeur  indéfinie,  est. 
reproduit  dans  le  premier  Volume  (ire  série)  des  Œuvres  com- 
plètes de  Cauchy,  imprimé  chez  Gauthier-Villars  en  1882 
(2e  Partie,  section  première). 

Mais  il  y  a  plus  ;  M.  Maurice  Lévy  a  remarqué  (  '  )  que  les  équa- 
tions données  par  Cauchy  à  cette  occasion  renferment  tous  les 
éléments  de  la  théorie  des  tourbillons  et  sont  analogues  à  celles 
que  Kirchhoff  a  employées  plus  tard  sans  connaître  le  Mémoire 
de  Cauchy. 

Les  deux  systèmes  principaux  de  variables  employés  dans 
l'étude  du  mouvement  des  milieux  continus  portent  les  noms  de 
variables  de  Lagrange  et  variables  cV  Euler ,  quoique  Euler  ait 
employé  les  deux  systèmes  de  variables  en  1706  et  1707  et  que 
Lagrange  les  ait  également  donnés  tous  deux  dans  sa  Mécanique 
analytique  (2). 

Nous  exposerons  successivement  ces  deux  systèmes  de  variables. 

I.  -VARIABLES  DE  LAGRANGE. 

691.  Définition.  —  Imaginons  un  milieu  continu,  par  exemple 
un  fluide,  animé  d'un  mouvement  continu.  Un  élément  déter- 
miné dm  du  milieu,  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z  à  l'instant  £, 
occupait,  à  l'instant  initial  t  =  o,  une  certaine  position  (dm)0  de 
coordonnées  a,  b,  c.  Dans  le  mouvement,  l'élément  considéré 
part  de  la  position  initiale  (dm)0,  suit  une  certaine  trajectoire  et 


(')  Voir  un  article  de  M.  Maurice  Lévy  :  L'Hydrodynamique  moderne  et 
V hypothèse  des  actions  à  distance  {Revue  générale  des  Sciences  pures  et 
appliquées,  i5  décembre  1890). 

Voir  également  un  excellent  Travail  historique  de  M.  Brillouin,  publié  dans 
les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  en  i885. 

(2)  Maurice  Lévy,  loc.  cit. 
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se  trouve,  à  l'instant  t,  dans  la  position  dm  sur  cette  trajectoire  : 
un  autre  élément  partira  de  même  d'une  autre  position  initiale, 
suivra  une  autre  trajectoire  et  se  trouvera  à  l'instant  t  dans  une 
certaine  position  sur  cette  trajectoire.  De  cette  façon,  si  l'on 
considère  l'ensemble  des  éléments  (dm\  du  milieu  à  l'instant  t=  o, 
ils  occupent  une  certaine  région  continue  S\0  de  l'espace  :  ces 
éléments  se  mettent  en  mouvement  d'une  manière  continue  et,  à 
l'instant  t,  ils  occupent  des  positions  dm  situées  dans  une  certaine 
région  continue  Si. 

Les  coordonnées  oc,  y,  z  de  chaque  élément  dm  à  l'instant  t 
sont  des  fonctions  uniformes  et  continues  de  ses  coordonnées 
initiales  «,  b,  c  et  du  temps  t  : 

(i)        x=f(a.b,c,t),        y=fi(a,b,c,t),         z  =  f2(a,  b,  c,  t), 

fonctions  qui  se  réduisent  respectivement  à  a,  b,  c  pour  t  —  o. 

Les  variables  indépendantes  choisies  par  Lagrange  sont  les 
quatre  quantités  a,  b,  c,'  t. 

On  voit  que,  par  le  fait  même  du  mouvement  d'un  milieu  con- 
tinu et  en  particulier  d'un  fluide,  se  trouve  réalisée  la  déforma- 
tion continue  d'une  certaine  région  continue Si0  de  l'espace  occupée 
par  le  fluide  à  l'instant  initial  en  une  autre  région  Si  occupée  par 
le  fluide  à  l'instant  t.  Cette  déformation  rentre  dans  celles  qui  ont 
été  étudiées  en  détail  dans  le  Chapitre  précédent,  et  l'on  pourra 
lui  appliquer  tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  ce  Chapitre. 

Par  exemple  si  de  l'eau,  primitivement  en  équilibre  dans  un 
réservoir,  se  met  en  mouvement  à  l'instant  t  =  o  par  suite  de 
l'ouverture  d'un  robinet,  la  région  Sl0  sera  constituée  par  la 
partie  du  réservoir  occupée  primitivement  par  l'eau,  et  la  région  Si 
par  la  partie  de  l'espace  où  se  trouve  l'eau  au  temps  t.  Dans  cet 
exemple  le  milieu  continu  part  du  repos  :  c'est  là  une  circonstance 
particulière. 

En  général,  à  l'instant  t  —  o,  les  éléments  fluides  occupent  une 
certaine  région  <R0  et  possèdent  des  vitesses  initiales  déterminées  : 
on  peut  d'ailleurs  considérer  comme  instant  initial  un  instant 
quelconque  du  mouvement. 

692.   Vitesse  d'un  élément.  —  Soient  W  la  vitesse  d'un  élément 
dm  de  coordonnées  x,y,  z  à  l'instant  t,  u,  v,  w  les  projections  de 
III.  18 
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cette  vitesse  sur  les  axes  :  d'après  les  formules  (i)  qui  permettent 
de  suivre  chaque  élément  dans  son  mouvement,  on  a  évidem- 
ment 


(2) 


// 


dx 
~di 


dy 
~dt 


dz 


les  dérivées  étant  prises  en  regardant  a,  &,  c  comme  constants, 
c'est-à-dire  en  suivant  l'élément  dans  son  mouvement. 

693.   Accélération  d'un  élément.  —  Les  projections  de  l'accélé- 
ration J  du  même  élément  sont 


(3) 


dit        d2  x 

T         dv        d'2  y 

dw        d2  z 

-dt          dt1  ' 

r  "  dt"   dt2  ' 

J_  — 

dt   '  '   dt2 

694.  Équation  de  continuité.  — Appelons  p0  la  densité  de  l'élé- 
ment (dm)*  de  coordonnées  a,  b,  c  à  l'instant  initial  t  =  o,  et  p  la 
densité  du  même  élément  dm  de  coordonnées  x,  y.  z  à  l'instant  t. 
En  écrivant  que  la  masse  de  cet  élément  ne  change  pas,  on  obtient 
comme  dans  le  Chapitre  précédent  l'équation  de  continuité 
(n°  664).  Il  suffit  pour  appliquer  cette  équation  au  cas  actuel  d'y 
remplacer  x,y,  z  par  a,  b,  c  et  xt.  yi:  zK  par  x,  y,  z.  On  a  ainsi, 
en  posant 


dx 
da 

dx 
Jb 

dx 
de 

(h)                                           D  = 

dy 
da 

dy 
Jb 

dy 
de 

dz 

dz 

dz 

da 

Jb 

de 

l'équation  de  continuité 

(3)                                                      f 

>D  = 

Po- 

II.  —  VARIABLES  D'EULER. 


69o.  Définition.  —  Considérons,  dans  l'espace  où  se  meut  le 
milieu  continu,  un  point  géométrique  déterminé  P  de  coordonnées 
x,y,  z.  A  l'instant  £,  il  passe  en  ce  point  un  élément  dm  du  mi- 
lieu qui  possède  une  vitesse  déterminée  W.  Lorsque  t  est  donné, 
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la  vitesse  W  est  bien  définie  en  chaque  point  P  (#,  y,  z);  ses  pro- 
jections u,  v,  w  sont  donc  des  fonctions  uniformes  de  x,  y,  z. 

Inversement  quand  x,  y,  z  sont  donnés,  c'est-à-dire  quand  on 
fixe  son  attention  sur  un  point  géométrique  donné  P,  à  chaque 
instant  t  il  passe  par  ce  point  un  nouvel  élément  matériel  qui  pos- 
sède une  vitesse  W,  variable  avec  t',  les  projections  u,ç,w  du 
vecteur  W  sont  donc  aussi  des  fonctions  de  t.  En  définitive,  m, 
p,  w  sont  des  fonctions  des  quatre  variables  indépendantes  x, 
)  ,  z,  t.  Ces  quatre  variables  sont  les  variables  indépendantes 
choisies  par  Euler. 

Si  l'on   connaissait  w,  ç,  w,   en  fonction  des   quatre  variables 
indépendantes  x,y,  z:  t,  on  connaîtrait,  à  chaque  instant,  la  dis- 
tribution des  vitesses  aux  divers  points  de  la  masse  continue  en 
mouvement. 

696.  Projections  de  l'accélération  d'un  élément.  —  Nous  obtien- 
dions  ces  projections  en  nous  reportant  à  la  définition  même  de 
l'accélération  d'un  point  mobile. 

Pour  mettre  les  variables  en  évidence  nous  représenterons  par 

(6)       u  =  u{x,  y,z,t),         v  =  v(kxJyiz1t)i         w  =  w(x,y,  z,t) 

les  projections  sur  les  axes  de  la  vitesse  W  de  l'élément  dm  qui, 
à  l'instant  t,  passe  au  point  géométrique  V(x,y,z).  Suivons  cet 
élément  dans  son  mouvement, 

A  l'instant  t\  —  t  +  dt,  il  s'est  avancé  sur  sa  trajectoire  d'une 

longueur  W  dl  et  est  arrivé  dans  une  position  P,  de  coordonnées 

xx  —  x   ,-  u  dt,        yi  =  y  -h  0  dt,         Z\  =  z  -^-  w  dt. 

D'après  les  formules  générales  (6),  la  vitesse  (W,)  que  possède 
le  même  élément  dans  sa  nouvelle  position  à  l'instant  tK  a  pour 
projections 

(Wi)  «i=  u{œ^yuzu  h),         -.-, 

ou  encore 

«[-wf^+a  dt,  y  ■+•  v  dt,  z  H-  w  dt,  t  '-dt), 

vv  =  v  (  x  -+-  u  dt,y  -t-  v  dt,  z  -+-  w  dt,  t  f-  dt  >. 

Wi  —  w(x-\-  udt,y  -+-  v  dt,  z  -+•  w  dt,  t  -  dt  ). 
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Les  projections  de  l'accélération  de  l'élément  dm  sont  alors 


(J) 


U\  —  U         V\  —  V  wx  —  w 


dt  dt  dt 


Or  U\ — u  est  la  différentielle  de  u(x, y,  z,  t)   quand  x,y,z 
t  croissent  respectivement  de  u  dt,  v  dt,  w  dt,  dt  : 

du       1         du  du        ,         du    , 

u  i  —  u  —  —- u  dt  -^  -—  v  dt -\-  —  w  d  t  h — —  dt: 
dx  dy  dz  dt 

on  a  de  même  vh  —  t',  W\  —  w,  et  les  projections  de  l'accélération 
sont 


(7) 


J  x  — 

du           du 

-tt+-rc  + 
dx           dy 

du            du 

—    W    +      "T— 

dz             dt 

JJ= 

dv            dv 
dx            dy 

dv  dv 
—  w  -+-  — 
dz             dt 

h  = 

dw           dw 

dx           dy 

dw            dw 

-r—  W  H r- 

dz             dt 

697.  Autre  méthode  :  dérivée  prise  par  rapport  au  temps  en 
suivant  un  élément  dans  son  mouvement.  —  On  peut  présenter  le 
calcul  précédent  d'une  autre  manière.  Suivons  un  élément  le  long 
de  sa  trajectoire;  les  coordonnées  x,y,z  de  cet  élément  de- 
viennent des  fonctions  déterminées  du  temps 

*  =  /(*),        r  =  /i(Oi        *  =  /«(*), 

dont  les  dérivées  -j->  -~  ,  -=-  par  rapport  à  t  sont  précisément  les 

projections  u,  v,  w  de  la  vitesse  de  l'élément  considéré.  Or  ces 
projections  sont,  par  hypothèse,  données  en  fonction  du  temps 
par  les  formules  (6) 

u  =  u{x,  y,  z,  t),         .,., 

où  x,  y,  z  seraient  remplacés  par  les  fonctions  f{t),f\  (t),  f2(l)  : 
dès  lors,  la  projection  de  l'accélération  de  l'élément  sur  Taxe 
des  x  est 


c'est-à-dire 


du        du  dx        du  dy        du  dz        du 
x  "  "   dt         dx   dt         dy  dt         dz  dt         dt  ' 


_  du  du  du  du 

dx  dy  dz  dt 
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On  retrouve  ainsi  les  expressions  J^,  Jr,  Jz  données  plus  haut. 

On  peut  résumer  ce  qui  précède  en  disant  que  J^  est  la  dé- 
rivée de  u  prise  par  rapport  au  temps  en  suivant  un  élément 
matériel  dans  son  mouvement. 

Nous  emploierons  cette  locution  dans  les  cas  analogues.  Ainsi, 
étant  donnée  une  fonction  ®(x,y,  z,  t)  des  variables  d'Euler,  on 
pourra  en  prendre  la  dérivée  par  rapport  à  t  en  regardant  x,  y ',  z 
comme     constants  ;     nous    désignerons    cette    dérivée     partielle 

par  -r' ■•  Mais  on  pourra  aussi  prendre  la  dérivée  de  <p  par  rapport 

au  temps  en  y  regardant  x,  y,  z  comme  les  coordonnées  d'un  élé- 
ment matériel  dm  suivi  dans  son  mouvement,  c'est-à-dire  comme 
certaines  fonctions  du  temps.  Ce  nouveau  genre  de  dérivée  que 

, ,  ■  do 

nous  désignerons  par  -~  a  pour  expression 

do        do  dx        do   dy        do  dz        do 

dt        dx  '  dt        dy  dt        dz  dt        dt 

c'est-à-dire 

do        do  do  do  do 

— L  =  — —  u  -+-  — -  v  -+-  — -  w  -\ • 

dt         dx  dy  dz  dt 

698.  Résumé  des  notations  pour  les  dérivées.  —  Dans  les  équa- 
tions figurent,  comme  nous  venons  de  le  voir,  deux  espèces  de 
dérivées  par  rapport  au  temps.  Si  une  fonction  cp  est  exprimée 
en  xyy,  z,  t,  la  dérivée  partielle  prise  par  rapport  à  t  en  regar- 
dant x,  y,  z  comme  constants  sera  désignée  par  -~  avec  un  d  de 

ronde;  si  au  contraire  on  considère  x,  y,  z  comme  les  coor- 
données d'un  élément  fluide,  z>  devient  une  fonction  du  temps 
par  l'intermédiaire  de  x,  y,  z  et  la  dérivée  de  <p  par  rapport  au 
temps,  prise  en  suivant  la  molécule  dans  son  mouvement  sera 

désignée  par  -- •  Ce  second  genre  de   dérivées   par   rapport  au 

temps  est  celui  qu'on  prend  dans  le  système  de  Lagrange  en  con- 
sidérant a,  b,  c  comme  constants  :  en  effet,  les  coordonnées  d'un 
élément  fluide  sont  données  en  fonction  de  t  par  les  formules  (i), 
où  «,  b,  c  sont  des  constantes  :  si  donc  on  veut  prendre  la  dérivée 
de  cp  par  rapport  à  t  en  suivant  l'élément,  il  faut  regarder  cp 
comme  une  fonction  de  a,  &,  c,  t  par  l'intermédiaire  de  x,  y,  z  et 
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[>rendre  la  dérivée  par  rapport  à  t  en  regardant  a,  b,  c  comme 
constants. 

699.  Équation  de  continuité.  —  A  l'instant  t,  les  divers  points 
du  milieu  en  mouvement  occupent  des  positions  P(x,yy  z)  :  à 
l'instant  t -\-  dt  chaque  point  s'est  avancé  dans  le  sens  de  sa  vi- 
tesse W  d'une  longueur  égale  à  W  dt  :  les  coordonnées  xK ,  yK ,  z  K 
de  la  nouvelle  position  du  point  qui  était  en  x,  y,  z  sont  donc 

(8)  Xi~x-+-udt,        j'i  =  y-±vdt,         Zi~z-+-udt. 

Ces  formules  montrent  que  dans  l'espace  de  temps  dt,  le  milieu 
a  subi  une  déformation  infiniment  petite  (n°683)  dont  les  com- 
posantes suivant  les  axes  sont 

u  =  u  dt,         v  =  v  dt,         w  =  w  di. 

Le  coefficient  de  dilatation  cubique  dans  cette  déformation 
infiniment  petite  a  pour  valeur  en  chaque  poinl  (n°  683  ) 


du 

dx 

dv 

H 

~dz 

> 

dt( 

'du 

dv 

dw 

Kdx 

dy 

~f~ 

"J7 

(9)  6 

Gela  posé,  considérons  autour  d'un  point  P(x,  y,  z)  un  élément 
matériel  infiniment  petit  dm  de  volume  t  :  la  masse  de  cet  élémen  t 
est  ot,  p  étant  la  densité  en  P,  densité  qui  est  fonction  de  x, y,  s,  t. 

La  masse  de  cet  élément  étant  invariable,  sa  différentielle  pen- 
dant le  temps  dt  prise  en  suivant  l'élément  dans  son  mouve- 
ment est  nulle.  On  a  ainsi,  en  annulant  la  différentielle  du  pro- 
duit ot  : 

—r  t  dt  -;-  p  dz  =  o  ; 
dt  ' 

mais  —  est  le  coefficient  de  dilatation  cubique   9  au  point  P  :  la 
relation  ci-dessus  devient  donc 

dp  /du        dv         dw\ 

c'est  là  l'équation  de  continuité  dans  laquelle  -j-  désigne  la  déri- 
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vée  de  p  prise   en  suivant  un  élément  fluide  dans  son  mouvement 
(n°  697),  de  sorte  que,  en  explicitant,  on  a 

dp 


dp 
~d~t 


dp_ 
dx 


-3 

dy 


dz 


w 


dt 


dp 


Remplaçant  -f  par  cette  expression  dans  (io),   on  peut  écrire 
cette  équation  sous  une  autre  forme 

dp        d( p u)        à(pv)        ô(p  w  ) 


(") 


dt 


dx 


dy 


dz 


=  o. 


Cas  d'un  liquide  incompressible  —  Dans  le  cas  d'un  liquide 
incompressible  à  température  constante,  p  est  constant  et  L'équa- 
tion de  continuité  s'écrit 


(12) 


du 

Ox 


dv 
dy 


dw 

dz 


o  : 


elle  exprime  que  le  coefficient  de  dilatation  cubique  est  nul  en 
chaque  point  à  cliaqueinstant. 

700.  Flux  de  matière  à  travers  une  portion  de  surface  S  pendant 
le  temps  dt.  — -  Traçons  dans  le  milieu  une  surface  géométrique 
fixe  S,  non  matérielle,  et  cherchons  quelle  est  la  masse  de  matière 
qui  traverse  cette  surface  de  l'instant  t  à  l'instant  t  -\-  dt  dans  un 
sens  déterminé.  Soient  P  un  point  quelconque  de  la  surface,  PN  la 
normale  menée  à  la  surface  en  ce  point  dans  le  sens  considéré 
et  cf.,  [i,  y  les  cosinus  directeurs  de  cette  normale  (' fig>  3i*6).  Pre- 

Fig.  8-26. 


nons  un  élément  superficiel  infiniment  petit  d?  entourant  P  :  ap- 
pelons W  la  vitesse  de  l'élément  matériel  qui  se  trouve  à  l'instant  t 
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en  P,  Wrt  sa  projection  sur  la  normale  PN  : 

(i3)  Ww=ai*H-pe-h  ^w. 

Au  bout  du  temps  dt,  les  éléments  matériels  placés  à  l'instanl  t 
sur  d<7  se  sont  avancés  de  W  dt  dans  la  direction  W,  de  sorte 
que  le  volume  de  la  matière  qui,  pendant  le  temps  dt,  a  traversé 
l'élément  dv  est  un  cylindre  oblique  de  base  d<j  et  d'arête  laté- 
rale W  dt  :  la  hauteur  de  ce  cylindre  est  ^Nndt  et  son  vo- 
lume d<jyVn  dt.  La  masse  qui  a  traversé  d<j  pendant  le  temps  dt 

est  donc 

p  W„  da  dt. 

Quand  W„  est  positif,  celte  expression  est  positive  (cas  de  la 
fig.  32Ô);  si  W/i  était  négatif,  cette  expression  serait  négative, 
mais  alors  la  matière  aurait  traversé  l'élément  de  dans  le  sens 
opposé  à  celui  qui  a  été  choisi.  On  peutdonc  dire  que  oW,,^  dt  est 
la  valeur  algébrique  de  la  masse  qui  a  traversé  l'élément  d<z  dans 
le  sens  PN.  En  appliquant  ces  considérations  à  chaque  élément  d? 
de  la  surface  S,  on  voit  que  la  valeur  algébrique  dM  de  la  masse 
totale  qui  traverse  S  pendant  le  temps  dt  dans  le  sens  positif 
choisi  est 

t  f  I   p  W„  cte, 


dM  =  dt 


l'intégrale  étant  étendue  à  la  surface  S.  Cette  formule  donne  ce 
qu'on  appelle  \eflux  de  matière  à  traversa  pendant  le  temps  dt, 
dans   le     sens    PN.    Remplaçant  W„    par    son   expression    (i3) 

a«+  jâp  -fyflp,  on  a 


(  uj  )  dM  =  dt  !    /   p  (a  a  H-  (3  v  -h  7  <r  )  (h. 

J    Jç 

Il  est  évident  que  le  flux  à  travers  la  même  surface,  pendant  le 
même  temps  dt,  dans  le  sens  contraire  ou  sens  négatif,  est  égal 
et  de  signe  contraire  :  il  est  donc 


-dt  f  fp(a 


a  u  -—  (3  v  -j-  Y  w  )  de. 


Application.  —  On  peut  déduire  de  là  une  autre  démonstra- 
tion de  l'équation  de  continuité.  Considérons  dans  le  milieu  en 
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mouvement  une  surface  géométrique  fermée  fixe  S  et  soient  PN 
la  normale  extérieure  à  cette  surface,  a,  p,  y  les  cosinus  direc  - 
teurs  de  cette  normale.  Nous  allons  évaluer  de  deux  façons  diffé- 
rentes l'accroissement  algébrique  dM  que  subit  pendant  Je 
temps  dt  la  masse  totale  de  matière  M  contenue  dans  la  surface  S. 
Une  première  expression  de  cet  accroissement  est  précisément 
le  flux  de  matière  à  travers  la  surface  S,  de  l'extérieur  vers  l'inté- 
rieur, c'est-à-dire  dans  le  sens  opposé  à  PN.  On  a  donc 

dM  =  —  dt  !    I  p(au-{-$v  -hyw)  dv. 

D'autre  part,  si  Ton  appelle  V  le  volume  limité  par  la  surface  S 
et  d-z  un  élément  de  ce  volume,  la  masse  totale  contenue  dans  S 
à  l'instant  t  est 

M-  f  f  fodx, 


iii< 


l'intégrale  étant  étendue  au  volume  \ .  Cette  masse  M  varie  avec  t 
parce  que,  en  chaque  point  déterminé  x,y,  z,  p  est  une  fonction 

de    t  :    pendant  le  temps  dt,  p  subit  l'accroissement  y-<i£,   on  a 

donc  pour  M  l'accroissement 


•ni 


I   d~dtd 


Égalant  ces  deux  expressions  de  dM.  et  supprimant  le  facteur  dt, 
on  a  l'équation 

/  /    /   àFdx~^  I   I  ^ ap  U  +  Pp  ç  +  ?  P  w)  d<J  =  °* 

L'intégrale  double    se    transforme    par  la    formule    de    Green 
(n°534) 


ffa^o  +  W-ffffê* 


dG     <m  \ 

~ày  +  dz) 


Après  cette  transformation,  on  a,  en  réunissant  les  deux  termes 
sous  un  même  signe  d'intégration, 

J  J  .  A  L  àt  àx  ày  Oz     J 
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Celte  intégrale  est  étendue  an  volume  V  limité  par  la  surface  S 
tracée  arbitrairement  dans  le  fluide  :  elle  doit  être  nulle  quelque 
soit  ce  volume,  ce  qui  exige  que  l'élément  placé  sous  le  signe 
d'intégration  soit  identiquement  nul  :  on  a  ainsi  l'équation  de  con- 
tinuité sous  la  forme 

dp        à(pu)        d(  pv)        ô(  p  w  1 


dt  ôx  Oy  dz 

701.   Comparaison  des  deux  équations  de  continuité  —  L'équa- 
tion de  continuité  dans  la  méthode  de  Lagrange  est 

pD  =  po, 

D  étant  le  déterminant  considéré  au  n°  694.  Dans  cette  équa- 
tion p,  x,y,  z  sont  considérés  comme  fonctions  de  a,  b,  c,  t  :  p0 
est  indépendant  de  t.  L'équation  exprime  donc  que  pD  est  indé- 
pendant de  t]  on  pourrait  exprimer  ce  fait  en  écrivant  que  la  dé- 
rivée de  pD  par  rapport  à  t  est  nulle.  La  nouvelle  équation  que 
Ion  obtiendrait  ainsi  est  précisément  l'équation  de  continuité  dans 
le  système  des  variables  d'Euler.  En  effet,  soit  dm  un  élément 
matériel  qui,  à  l'instant  initial  t  —  o,  a  pour  volume  t0  et  pour 
densité  p0  ;  ce  même  élément,  à  l'instant  t,  possède  un   volume  t 


et  une  densité  p,  et  l'on  a 


pz  =  p0T0; 


en  comparant  avec  l'équation  de  continuité  de  Lagrange,  on  voit 
que 


^0 


par  conséquent,  si  l'on  égale  à  zéro  la  dérivée  de  pD  par  rapport 
au  temps,  on  obtient  la  même  équation  qu'en  égalant  à  zéro  la  dé- 
rivée de  px;  or  c'est  précisément  ce  que  nous  avons  fait  plus  haut 
pour  obtenir  l'équation  de  continuité  d'Euler  (  n°  699). 

702.  Passage  d'un  des  systèmes  de  variables  à  l'autre.  —  Si, 
dans  le  mouvement  d'un  milieu  continu,  on  connaît  les  coor- 
données d'un  élément  quelconque  à  l'instant  t  en  fonction  de  ses 
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coordonnées  initiales  <2,  b,  c  et  du  temps  : 

(  x  =  f  (a,b,  c,  t), 

(  z  —fz(a,  b,  c,  t), 

il  est  facile  d'en  déduire  les  expressions  de   «,   c,  w  en  fonction 
de  x,  y,  z  et  t.  Pour  cela,  on  écrira 

(     u=  ft(a,b,c,t). 
(2)  <     v  =f[t(a,b,c,  t), 

les  seconds  membres  désignant  les  dérivées  de  /*,  y , ,  f2  par 
rapporta  £.  En  tirant  «,  &,  c  des  équations  (i)  pour  les  porter 
dans  les  expressions  (2),  on  aura  u,  v,  W  en  fonction  de  x,  y. 

Pour  passer  inversement  des  variables  d'Euler  à  celles  de  La- 
grange,  il  faut  intégrer  un  système  d'équations  différentielles  du 
premier  ordre,  de  façon  à  déterminer  les  trajectoires. 

Trajectoires  des  éléments  matériels  dans  le  système  d' Euler. 
—  Supposons  que  l'on  connaisse,  dans  le  mouvement  d'un  fluide, 
//,  v,  w  en  fonction  de  œty,  z,  t,  fonctions  que  nous  appellerons 
u  [x,  y,  5,  £),  ....  Proposons-nous  de  trouver  les  trajectoires  des 
divers  éléments  matériels  du  milieu  continu.  Le  long  d'une  tra- 
jectoire, les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  élément  dm  suivi  dans  son 

choc     d\f     d  s 
mouvement  sont  des  fonctions  de  t.  dont  les  dérivées  - .-»  -—-■>  -=- 

'  dt     dt     dt 

sont  les  projections  w,  t>,  w  de  la  vitesse  de  l'élément;  on  a  donc 

les  équations  : 


—  =  u(x,y,z}  t 


(iC  )  I  -£  =  9  {x>y,z,  t), 


dx 
~di 

dy 
dt 

dz 
dt 


=  w(*,y,z,  t). 


Ces  équations  sont  trois  équations  différentielles  du  premier 
ordre  définissant  x,  y,  z  en  fonction  du  temps  et  de  trois  con- 
stantes arbitraires  qui  seront,  pour  fixer  les  idées,  les  valeurs  a, 
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b,  c  de  #,  y,  z  pour  t  =  o.  On  aura  ainsi,  par  l'intégration  de  ces 
équations  : 

x=f(at  b,c,  t)9        y  —  fi(a,  b,  c,  t),        z  =/2(a,  b,  c,  t), 
et  l'on  sera  revenu  aux  variables  de  Lagrange. 

703.  Lignes  de  courant  ou  de  flux  à  un  instant.  —  Adoptons  les 
variables  d'Euler.  A  l'instant  t,  l'élément  dm  qui  passe  au  point 
V^x,  y,  z)  a  une  vitesse  W  dont  les  projections  w,  v,  w  sont 
fonctions  de  x,  y,  z,  t.  L'ensemble  de  ces  vitesses  au  temps  t 
forme  ainsi  un  champ  de  vecteurs. 

On  appelle  lignes  de  courant  ou  lignes  de  flux  à  V instant  t 
les  lignes  de  vecteurs  de  ce  champ,  c'est-à-dire  les  lignes 
telles  que  la  tangente  en  chacun  de  leur  point  P  soit  le  vecteur 
correspondant  W. 

Ces  lignes  ont  pour  équations  différentielles  les  équations 

dx        dy        dz 

(17)  —  =  -^  =  — , 

U  V  w 

dans  lesquelles  t  a  une  valeur  numérique  correspondant  à 
l'instant  considéré.  L'intégration  de  ces  équations  donne  un 
système  de  courbes  dont  les  équations  sous  forme  finie 

<P(x,y,  z,  t)  =  G,         *iO,JK,  *>l)  =  Ci, 

contiennent  deux  constantes  arbitraires  G  et  C\  et  la  lettre  t  qui 
est  supposée  avoir  une  valeur  déterminée.  Ces  lignes  varient  avec 
l'instant  considéré  t. 

Les  lignes  de  courant  sont  distinctes  des  trajectoires.  —  En 
effet,  les  trajectoires  sont  définies  par  les  équations  différen- 
tielles (16),  où  t  est  variable,  tandis  que  les  lignes  de  courant  à  un 
instant  t  sont  définies  par  les  équations  (ij )  où  t  a  une  valeur 
numérique  déterminée. 

Ainsi,  pour  prendre  un  exemple  tout  à  fait  élémentaire,  ima- 
ginons un  corps  solide  en  mouvement.  C'est  là  un  milieu  continu 
en  mouvement;  seulement  ce  mouvement  a  lieu  sans  déformation. 
Les  trajectoires  sont  les  courbes  suivies  par  les  divers  points 
matériels  du   corps,   courbes  qui   peuvent  être  de   natures   très 
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diverses  suivant  le  mouvement  du  corps  solide.  Mais  cherchons 
les  lignes  de  courant  à  un  instant  t]  nous  allons  voir  que  ce  sont 
des  hélices.  En  effet,  à  l'instant  £,  l'état  des  vitesses  W  des  divers 
points  du  solide  est  le  même  que  si  ce  solide  était  animé  d'un 
certain  mouvement  hélicoïdal  appelé  mouvement  hélicoïdal 
tangent  (Chapitre  II).  Chaque  vecteur  W  est  donc  tangent  en 
son  point  d'application  à  l'hélice  que  décrirait  ce  point  dans  le 
mouvement  hélicoïdal  tangent;  les  courbes  auxquelles  les  vec- 
teurs W  sont  tangents,  en  leurs  points  d'application,  sont  donc 
des  hélices.  C'est  ce  qu'il  serait  aisé  de  vérifier  analytiquement 
d'après  les  formules 

(    M-=  a  ~qz  —  ry, 
(18)  }    v—^-^j'x — pz, 

qui  donnent  les  projections,  sur  les  axes  fixes  Oxyz,  de  la 
vitesse  W  d'un  point'P(^,  y,  z)  d'un  corps  solide,  a,  (3,  y,  /?,  q, 
r  étant  des  fonctions  du  temps  t  (Chapitre  II). 

Il  est  cependant  un  cas  particulier  où  les  lignes  de  courant  se 
confondent  avec  les  trajectoires  :  c'est  Je  cas  du  mouvement  per- 
manent. 

704.  Mouvement  permanent  au  point  de  vue  cinématique.  — 
On  dit  que  le  mouvement  est  permanent  quand  le  champ  de  vec- 
teurs représentant  l'état  des  vitesses  du  milieu  à  un  instant  quel- 
conque t  reste  le  même  quel  que  soit  t.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
il  faut  et  il  suffît  que  les  projections  w,  v,  w  de  la  vitesse  de  l'élé- 
ment qui,  à  l'instant  t,  passe  au  point  x,y,z  soient  indépendantes 
de  t.  Dans  ce  cas,  u,  v,  w  dépendent  uniquement  de  x,  y,  z.  Par 
exemple,  dans  un  jet  d'eau  alimenté  d'une  façon  régulière,  si  l'on 
porte  son  altention  sur  un  point  géométrique  déterminé  P  choisi 
dans  le  jet,  la  vitesse  de  l'élément  fluide  qui  passe  en  ce  point 
est  toujours  la  même  :  à  chaque  instant,  un  nouvel  élément  passe 
en  P,  mais  il  y  passe  constamment  avec  la  même  vitesse;  le  mou- 
vement est  permanent. 

Dans  ce  cas,  les  lignes  de  courant  à  un  instant  quelconque  se 
confondent  avec  les  trajectoires,  car  w,  p,  w  ne  contenant  pas  t, 
les  équations  différentielles  (16)  des  trajectoires  peuvent  être  dé- 


286  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

barrassées  du  temps  et  être  écrites 

dx  dy  dz 

u^x,y,z)  "  v{x,y,z)  "  w{x,y,z)' 

elles  sont  identiques  à  celles  des  lignes  de  courant  (17). 

Dans  le  cas  général,  quand  le  mouvement  n'est  pas  permanent, 
les  trajectoires  forment  un  système  de  courbes  dont  les  équations 
dépendent  de  trois  constantes  arbitraires ,  à  savoir  les  coordonnées 
initiales  a,  b,  c  des  divers  points  P0  du  fluide  ;  c'est  ce  qu'on  appelle 
un  système  triplement  infini  de  courbes.  Mais  lorsque  le  mouve- 
ment est  permanent,  les  trajectoires  se  confondent  avec  les  lignes 
de  courant,  et  leurs  équations  ne  dépendent  plus  que  de  deux 
constantes  arbitraires  ;  elles  forment  un  système  de  courbes 
doublement  infini.  Cela  tient  à  ce  qu'une  même  trajectoire  est 
alors  suivie  par  une  infinité  simple  de  points  matériels,  car  les 
points  qui,  à  un  certain  instant,  se  trouvent  sur  une  trajectoire 
déterminée,  suivent  tous  cette  trajectoire. 

Nous  avons  pris  tout  à  l'heure,  comme  exemple,  un  corps  solide 
en  mouvement;  le  mouvement  d'un  corps  solide  est  permanent 
quand  c'est  le  mouvement  d'une  vis  dans  un  écrou  fixe;  tous  les 
points  du  corps  décrivent  alors  des  hélices  de  même  pas  qui  se 
confondent  avec  les  lignes  de  courant.  Au  point  de  vue  analytique, 
le  mouvement  d'un  corps  solide  est  permanent  quand  les  valeurs 
de  u,  p,  w  données  par  les  formules  (  18)  sont  indépendantes  de  t, 
c'est-à-dire  quand  a,  t3,  Y,/?,  q,  r  sont  des  constantes. 

Nous  reviendrons  sur  la  question  du  mouvement  permanent 
dans  la  dynamique  des  milieux  continus. 

70o.  Rotation  moyenne  ou  tourbillon  en  un  point,  à  un  instant. 
—  En  adoptant  les  variables  d'Euler,  on  appelle  rotation  moyenne 
en  un  point  P  à  l'instant  /,  ou  encore  tourbillon  au  point  P  à 
l'instant  £,  le  vecteur  û  ayant  pour  origine  le  point  P  et  pour  pro- 
jections sur  les  axes  les  quantités  £,  7),  Ç  définies  parles  formules 

y        dw        dv  du        dw  dv        du 

b         dy         dz  '        Oz         dx  b         dx        dy 

Les  vitesses  W(«,  r,  w)  à  l'instant  t  forment  un  champ  de  vec- 
teurs appliqués  aux  divers  points  P  pris  dans  la  masse  fluide  :  les 
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vecleurs  tourbillons  ù  forment  an  même  instant  un  nouveau  champ 
de  vecteurs  que  nous  avons  déjà  considéré  d'une  manière  générale 
dans  le  premier  chapitre  de  ce  Volume. 

Voici  la  raison  de  cette  dénomination  de  rotation  moyenne  ou 
tourbillon  donnée  au  vecteur  Q. 

Considérons  la  déformation  infiniment  petite  par  laquelle  on 
passe,  des  positions  des  points  du  milieu  à  l'instant  t:  aux  posi- 
tions des  mêmes  points  à  l'instant  t{  —  t  -f-  cit.  Si  x,y,  z  sont  les 
coordonnées  d'un  point  du  milieu  placé  en  P  à  l'instant  t,  ce  même 
point  matériel  à  l'instant  t{  =  t -\- dt  occupe  une  position  infini- 
ment voisine  P<   de  coordonnées 


xx 

=  X  -f- 

11  dt , 

y\ 

=  ?■+■ 

vdt , 

z\ 

—  z  -+- 

w  dt . 

Ces  formules  définissent  une  déformation  infiniment  petite  du 
système  des  points  P  dans  le  système  des  points  P<  :  les  fonctions 
U,  V,  W  définissant  cette  déformation  (n°  683)  sont  ici 

(20)  u  —  udt,         v  —  vdt,         w  =  wdt. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  l'étude  d'une  déformation 
infiniment  petite,  si  l'on  prend  un  clément  fluide  dm  entourant 
le  point  P  à  l'instant  t,  cet  élément,  à  l'instant  ts  =  t  -\-  dt,  prend 
une  nouvelle  forme  et  une  nouvelle  position  dm{  entourant  P1? 
et  l'on  peut  passer  de  dm  à  dmt,  en  faisant  subir  à  dm  : 

i°  Une  translation  PPj  ; 

20  Une  rotation  élémentaire  effectuée  autour  d'un  axe  Pco  issu 
de  P  et  obtenue  en  faisant  tourner  l'élément  des  angles  infiniment 
petits 

1   / »w        Ov  .  1  ,' Ou        <)w  1  1  fàv        du 

J)l  ~  2  V^7  ~  àï)  '      Pî  =  2  [te     -aï)  '      Pi  =  2  [aï  ~  dj') 

autour  des  parallèles  aux  axes  issues  de  P; 

3"  Une  déformation  pure,  composée  de  trois  dilatations  rectan- 
gulaires suivant  les  trois  directions  principales  en  P. 

Dans  le  cas  actuel,    d'après  les   valeurs  (  20)  de  u,  v,  W,  les 
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angles  élémentaires  de  rotation  pt,  p2,  p%  sont 


(21) 


i  pi- 

1  /  ôw 

2  \  ôy 

)  dl, 

ôz  ]       ' 

) 

i  /  du 

'i  \ôz 

ôw\     . 

-  ta)  '"' 

<  p2= 

[  p*= 

i   /  ôv 
1  \ôx 

du  \ 

à  y  J 

Comme  ces  diverses  transformations,  dont  est  composée  la 
transformation  totale,  se  font  dans  le  temps  dt,  on  peut  dire  que 
l'élément  dm  possède  à  l'instant  t  : 

i°  Une  vitesse  de  translation  égale  à  la  grandeur  PP4  de  la 
translation  divisée  par  dt,  c'est-à-dire  à  W(w,  p,  w)  ; 

2°  Une  vitesse  angulaire  de  rotation  PQ  dont  les  compo- 
santes suivant  les  axes  sont  les  angles  élémentaires  de  rotation  pK , 
p>2,p3  divisés  par  dt,  c'est-à-dire,  d'après  (21),  les  quantités 


1   f  ôw         ôv\         1   / du        ôw"",         1   /  ôv        uvl  \ 
1  \  ôy         ôz  J        1  \  ôz         ôx  J        1  \  ôx 


du\ 

à7/ 


ou  encore  £,  r^  Ç; 

3°  Une  vitesse  de  déformation  caractérisée  par  trois  vitesses  de 
dilatation  rectangulaires  dirigées  suivant  les  directions  principales 
en  P,  et  égales  aux  quotients  des  coefficients  de  dilatation  princi- 
paux par  dt\  nous  ne  calculerons  pas  actuellement  ces  dernières 
vitesses.  (  Voir  aux  Exercices.) 

Ces  considérations  justifient  les  noms  de  rotation  moyenne  au 
point  P  à  L'instant  t  ou  de  vecteur  tourbillon  en  P  donnés  au 
vecteur  PQ  de  projections  £,  i\,  Ç. 

On  peut  remarquer,  avec  M.  Boussinesq,  que  la  rotation  PQ 
est  la  rotation  instantanée  du  tricdre  trirectangle  fluide  formé  par 
les  directions  principales  en  P;  cela  résulte  de  ce  que  la  transla- 
tion PP,  et  la  rotation  élémentaire  de  composantes/?!,  p2,  p$  ont 
pour  effet  d'amener  les  trois  directions  principales  en  P  sur  les 
trois  directions  principales  en  P< . 

Nous  appliquerons  plus  Join  ces  considérations  au  mouvement 
des  fluides.  Prenons  encore,  comme  exemple  élémentaire,  le  cas 
d'un  corps  solide  en  mouvement.  Alors,  le  vecteur  tourbillon  en 
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chaque  point  à  V instant  t  est  égal  à  la  rotation  instantanée  du 
corps.  Gela  résulte  de  ce  qu'un  élément  dm  du  corps  à  l'instant  t 
peut  être  amené  dans  sa  nouvelle  position  dmK  à  l'instant  t  -j-  dt 
par  une  translation  suivie  d'une  rotation  égale  à  la  rotation  instan- 
lanée.  Analytiquement,  les  formules  (18)  qui  donnent  les  projec- 
tions sur  les  axes  de  la  vitesse  d'un  point  x,  y,  z  d'un  corps  solide 
montrent  également  que  le  vecteur  tourbillon  (ç,  r,,  Ç)  en  chaque 
point  est  égal  à  la  rotation  instantanée  (p,  g,  /•).  On  a,  en  effet, 
d'après  ces  formules, 


àw 

dv 

^=/" 

Tz 

d'où 

\  — 

1  Idw 

2  \ây 

on  trouve  de  même 

dv 
dz 


L  —  r . 


700.  Définition  mécanique  du  tourbillon  en  un  point  à  un 
instant.  —  Soit  un  point  P  (x,y,z)  à  l'instant  t  :  considérons  la 
portion  de  matière  contenue  dans  une  sphère  infiniment  petite  s 
de  centre  P  et  supposons  qu'à  l'instant  t  toute  la  matière  exté- 
rieure à  cette  sphère  soit  anéantie  et  la  matière  intérieure  brus- 
quement solidifiée.  Alors,  la  rotation  instantanée  initiale  que 
prendra  cette  sphère  solide  sera  précisément  le  tourbillon  au 
point  considéré.  [Stores,  On  the  friction  of  jluids  in  motion 
[Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  Society, 
Vol.  VIII).] 

En  effet,  soient,  avant  la  solidification,  u,  p,  w  les  projections 
de  la  vitesse  du  point  matériel  placé  en  P  (x,  y,  z)  et  ur:  vf:  w' 
celles  de  la  vitesse  d'un  point 'infiniment  voisin  P'  de  coordonnées 
x  -f-  x',  y  -r- y' -,  z  -f-  z' ,  les  quantités  infiniment  petites  x\  y\  s', 
Haut  les  coordonnées  de  P'  par  rapport  à  des  axes  Px',  Py',  Pz 
menés  par  P  parallèlement  aux  axes  lixes.  On  aura 

u  =  u{x  -f-  x' , y  -+-y',  z  -h  z  .  t), 


st-à-dire,  en   développant  parla  formule  de  Tajdor  et  se   bor- 
III.  *9 


Ou     ,        Ou     . 
—-  U    ~     -  X  -+-  -  -  r 
OX               Oy  ' 

<fc    ,        dv    , 
=  V    -f-    .--.r   H-  — -j' 

0»P 

•Ar      ,          ')(!'      , 

J(V 

=  w  -h  —  .r  -h  —  j 

Oz 
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nani  aux  termes  du  premier  ordre 


(22) 


Soient,  d'autre  part,  immédiatement  après  la  solidification, 
lit,  v{,  wt  les  projections  de  la  vitesse  du  centre  P  de  la  sphère 
solide  s,  p,  q,  r  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  de 
cette  sphère;  les  projections  u\,  c,',  w\  de  la  vitesse  du  point  de 
cette  sphère  qui  est  en  P'  sont 

|    u\  —  Mi  -i-  qz'  —  /•]', 
(23)  <    v\    —  p,  -+-  r^r  — pz' . 

(    <r',     :  <*',-+-/?/  —  r/.r'. 

Au  moment  où  la  solidification  a  lieu,  le  milieu  extérieur  étant 
supprimé,  des  percussions  se  produisent  entre  les  divers  points 
matériels  qui  constituent  la  sphère.  Mais  ces  percussions  sont 
toutes  intérieures  à  la  sphère. 

Or  on  sait  que,  si  un  système  matériel  subit  des  percussions 
intérieures,  la  somme  des  projections  des  quantités  de  mouve- 
ment sur  un  axe  est  la  même  après  et  avant  la  percussion,  ainsi 
que  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rap- 
port à  un  axe.  Appliquons  ces  théorèmes  à  la  sphère  infiniment 
petite  s  en  remarquant  que  cette  sphère  étant  homogène  et  avanl 
pour  densité  la  densité  en  P,  on  a,   par  raison  de  symétrie, 

!Sma?'  =  Lmy'  -  I  /»  ;'  =  o, 
2mi  '  z'  =  ^  m  z'x'  =  ^  mx'y'  =  <>, 
£  m  .r'2  ==  X  my"*    =  £  m  z*     =  M  k* , 

ces  sommes  étant  étendues  à  tous  les  points  matériels  P;  de 
masse  m  qui  forment  la  sphère,  etM  désignant  la  masse  totale  I,rn 
de  cette  sphère. 

D'abord,  en  écrivant  que  la  somme  des  projections  des  quanti- 
tés de  mouvement  sur  Taxe  des  x  est  la  même   après  et  avant   la 

solidification,  on  a 

S  mu.  =  S/??  u', 

1 
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à  11  , 

11  tSm  -l-  «  S  mz  — . . .  =  u'Lm  H — —S  mx  -+-..., 

c'est-à-dire,  d'après  (24), 

U\  —  u. 
On  Irouve  de  même 

v\  —  ^        w*i  =  (^« 

Ainsi  la  vitesse  du  point  P,  centre  de  la  sphère,  ne  change  pas. 

Ecrivons  ensuite  que  la  somme  des   moments   des  quantités  de 
mouvement  reste  la  même  par  rapport  à  l'axe  Vx'\  nous  aurons 

ou,  d'après  les  expressions  (22)  et  (23), 

Wy  S  my' — Cj  2  mz' -h  pzZ  m(y'2  -+-  z'2  ) — .  .  . 

div  .         dv  , 

=  wZmy  —  vZmz  -h  -r—  S  /«.y  2 —  2  mz  ~  -+-...  ; 

^  dy  Oz 

en  vertu  des  relations  (24),  cette  équation  se  réduit  à 

,/.2„_/2^  MdV 

2  /i  -  p  —   h  -    : —    —  h     -r —  î 

d'où 


[   /  dw        dv 


on  trouverait  de  même 


1   [du        dw 


■>.  \  dz        àx 


^_   1  f  dv         du\ 
2  \dx        dy  J 


La  rotation  instantanée  de  la  sphère,  immédiatement  après  la 
solidification,  est  donc  égale  au  tourbillon  au  point  P. 

707.  Lignes  de  tourbillon.  —  A  un  instant  déterminé  /,  les 
tourbillons  Ù  forment  un  champ  de  vecteurs  déterminé  dans 
toule  l'étendue  du  fluide  en  mouvement  :  on  appelle  lignes  de 
tourbillon  à  l'instant  t  les  lignes  de  vecteurs  de  ce  champ,  c'est- 
à-dire  les  lignes  telles  que  la  tangente  en  chacun  de  leurs  points 
coïncide  avec  le  tourbillon  en  ce  point. 

Les  équations  différentielles  des  lignes  de  tourbillon  à  l'instant/ 
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sont  donc 

(.5)  dx^dy^dz 

^  fl  S 

où  Ç,  rn  Ç  sont  les  quantités  (19),  £  aj'ant  une  valeur  déterminée. 
L'intégration  de  ces  équations  donne  les  équations  des  lignes  de 
tourbillon  sous  forme  finie 

avec  deux  constantes  arbitraires  C^  et  C2.  Ces  équations  con- 
tiennent la  lettre  t,  qui  figure  dans  les  équations  différentielles  (25), 
mais  qui  y  est  traitée  comme  une  constante  :  quand  on  fait  varier  £, 
les  lignes  de  tourbillon  changent. 

Par  exemple,  dans  un  corps  solide  en  mouvement,  les  lignes  de 
tourbillon  à  l'instant  t  sont  les  droites  parallèles  à  l'axe  instan- 
tané :  cela  résulte  de  ce  que  tous  les  vecteurs  tourbillons  sont  pa- 
rallèles à  cet  axe. 

Lorsque  le  mouvement  est  permanent,  a,  c,  w  et,  par  suite, 
ç,  7),  Ç  sont  indépendants  du  temps  ;  dans  ce  cas,  les  lignes  de  tour- 
billon ne  varient  pas  avec  t. 

708.  Potentiel  des  vitesses;  mouvement  irrotationnel  ou  non 
tourbillonnaire.  —  Portons  notre  attention  sur  une  portion  conti- 
nue du  milieu  matériel  en  mouvement.  A  un  instant  £,  les  vi- 
tesses W  des  divers  points  de  cette  portion  du  milieu  forment  un 
champ  continu  de  vecteurs  :  on  dit  qu'il  existe  à  l'instant  t,  pour 
cette  portion  du  milieu,  un  potentiel  des  vitesses,  ou  une  Jonction 
des  vitesses  quand  ce  champ  de  vecteurs  dérive  d'une  fonction. 
Analyliquement,  il  existe,  à  l'instant  /,  un  potentiel  des  vitesses 
quand  on  a  identiquement  à  cet  instant 

dz,  ûq  dv 

u  =  -t- l-  j  v  =  —*- ,  w  =  -L, 

âx  ay  Oz 

ce  étant  une  fonction  de  x,  r,  z  pour  tous  les  points  considérés. 
Cette  propriété  est  spéciale  à  un  instant  :  il  peut  se  faire  qu'elle 
ait  lieu  à  un  instant  t  sans  avoir  lieu  après  ou  avant.  Pour  que 
cette  circonstance  se    présente  à  un  instant  /,  il  faut  et  il  suffit 
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qu'à  cet  instant 

(  26  )  u  dx  h-  v  dy  -+-  w  dz 

soit  une  différentielle  exacte  dans  la  portion  considérée  du  milieu, 
c'est-à  dire  que  la  rotation  moyenne  Û  de  projections  ç,  ij,  Ç  soit 
nulle  à  cet  instant  en  tous  les  points  de  cette  partie  du  milieu 
continu.  Cela  tient  à  ce  que  les  conditions  pour  que  1  expres- 
sion (26)  soit  différentielle  totale  sont  précisément 


dw 

dv 

■ ■    - 

==  0 

dy 

dz 

Il  existe  des  cas  étendus,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  où 
il  va,  pour  une  portion  déterminée  du  milieu,  un  potentiel  des  vi- 
tesses à  chaque  instant  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 
Dans  ce  cas,  la  rotation  moyenne  Û,  de  projections  ç,  r,,  Ç,  est 
nulle,  quel  que  soit  t\  on  dit  que  le  mouvement  de  la  portion 
considérée  du  milieu  est  irrotationnel  (*)  ou  non  tourbillon- 
naire.  Les  composantes  «,  p,  w  sont  alors,  à  chaque  instant  £,  les 
dérivées  partielles  par  rapport  à  x,  y,  z  d'une  fonction  co(.r,  r,  z,  t) 
qui  con lient  en  général  le  temps  :  quand  le  mouvement  irrota- 
tionnel est  permanent,  u,  c,  <v,  étant  indépendants  du  temps, 
pourront  être  considérés  comme  les  dérivées  partielles  d'une  fonc- 
tion v(x,y,z)i  également  indépendante  de  t. 

A  chaque  instant  t,  la  vitesse  W  en  un  point  P  est  normale  à 

la  surface  équipotentielle 

cp  =  const. 

dirigée  par  rapport  à  cette  surface  du  côté  où  cp  croît  et  égale 
à  -  '  1  la  dérivée  étant  prise  suivant  la  normale  à  la  surface  équi- 
potentielle. 

709.  Flux  à  travers  une  surface  dans  le  cas  d'un  potentiel  de 
vitesses.  —  Quand  les  vitesses  W  dérivent  d'un  potentiel  cp,  la 
composante 

OLU  -f-  ,3  V  h-  y  w 


(')  Nous  empruntons  rette  expression  aux  excellents  Traités  de  Basset  (Cam- 
bridge, 1888  et  1890). 
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de  la  vitesse  d'un  élément  situé  en  P,  suivant  une  droite  PD  de 
cosinus  directeurs  a,  [3,  y,  est  égale  à  la  dérivée  de  <p  prise  sui- 
vant PD  (Chap.  IV).  En  particulier,  si  l'on  prend  un  élément 
superficiel  d<7  placé  en  P  et  la  normale  PJN  à  cet  élément  dans  un 
certain  sens,  la  composante  W„  de  la  vitesse  suivant  PN  est  la  dé- 
rivée -y-deo  suivant  cette  normale,  et  le  flux  de  matière  à  travers 
an         '  ' 

cet  élément  pendant  le  temps  dt  est 

p  —-  dadt. 
1  an 

Le  flux  dM,  à  travers  une  surface  S  pendant  le  même  temps, 
est 

Équation  de  continuité.  —  Si  m,  r,  sv  sont  les  dérivées  par- 
tielles d'une  fonction  co(#,jr,3,  t)  par  rapporta  x,  y,  2,  l'équa- 
lion  de  continuité  (10)  s'écrit 

do  /d*cD       d*v      d*y\ 

de       P  \  dx*        dyï        dz*  ) 

ou,  d'après  la  notation  déjà  employée  dans   la   théorie   de    l'at- 
traction, 

y  ~  ~dx*  ~  ~dy*  ~"  ~dz*  ' 
(-27)  -+pAcp  =  o. 

Si  le  milieu  en  mouvement  est  un  liquide  incompressible  à 
température  constante,  p  est  constant  et  l'équation  de  continuité 
s'écrit 

(28)  Acp  =  o. 

710.  Flux  et  circulation  le  long  dune  courbe  donnée  à  l'instant  t. 
—  Etant  tracée  dans  le  milieu  à  l'inslant  t  une  courbe  C  d'extré- 
mités A  et  B,  on  appelle  flux  le  long  de  cette  courbe  l'intégrale 


/        (u dx  4-  v dy  +  w dz ) , 
'  1 4 1 
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prise  le  long  de  la  courbe,  ou  encore  l'intégrale 


/  W  ds  co 


sW,é, 


prise  le  long  de  la  courbe.  Dans  le  calcul  de  celle  intégrale,  l  a 
une  valeur  constante,  correspondant  à  l'instant  considéré.  Cette 
intégrale  est  analogue  à  un  travail  :  ce  serait  le  travail  d'une  force 
fictive  W  de  projections  u,  p,  w  agissant  sur  un  point  matériel 
(iclif  qui  suivrait  la  courbe  d'une  extrémité  A  à  l'autre  B.  Quand, 
à  l'instant  t,  il  existe  un  potentiel  f  des  vitesses,  celte  intégrale 
est 

!         do  =  0|{  —  cpA. 


'   (A 


csB  et  cpA  désignant  les  valeurs  de  co  aux  deux  points  A  et  B.  On 
peut  répéter  sur  cette  intégrale  tout  ce  qu'on  a  dit  du  travail  dans 
le  cas  où  il  existe  une  fonelion  des  forces  uniforme  ou  non. 

Si  les  points  A  et  B  coïncident,  l'intégrale  donne  la  circulation 
le  long  de  la  courbe  fermée  C.  Deux  cas  sont  à  distinguer  :  i"  si 
la  fonelion  cp,  suivie  par  conlinuité,  n'a  qu'une  valeur  en  chaque 
point  du  fluide,  la  circulation  Je  long  d'une  courbe  fermée  quel- 
conque est  nulle,  car  A  coïncidant  avec  B,  on  a  cpA  =  cpI{  ;  20  si  la 
fonction  cp  est  à  déterminations  multiples,  la  valeur  de  la  circula- 
tion le  long  d'une  courbe  fermée  dépend  de  la  position  de  la 
courbe  :  elle  peut  être  nulle  pour  certaines  courbes,  différente  de 
zéro  pour  d'autres. 

Dans  le  premier  cas  le  mouvement  irrotationnel  est  dit  acy- 
cllque;  dans  le  deuxième,  il  est  cyclique. 

711.  Un  liquide  incompressible  ne  peut  pas  prendre  un  mou- 
vement irrotationnel  acyclique  dans  un  vase  fixe  et  complètement 
clos  qu'il  remplit  entièrement.  —  En  effet,  si  un  pareil  mouvement 
existait,  le  potentiel  cp  des  vitesses  devrait,  à  l'intérieur  du  vase  S, 
vérifier  l'équation  de  Laplace  (équation  de  conlinuité) 

Acp  =  o; 
il  devrait,  en  lous  les  points  de  la  surface  S  du   vase,    vérifier   la 
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condilion 


do 

au 


la  dérivée  étant  prise  suivant  la  normale  à  cette  surface;  cela  ré- 
sulte de  ce  que  le  flux  à  travers  un  élément  quelconque  de  la  sur- 
face du  vase  est  évidemment  nul.  En  outre  op  serait  uniforme. 

Mais  nous  avons  vu,  dans  le  Chapitre  XXIX,  n"  o9i,  que,  si  ces 
conditions  sont  remplies,  o  est  constant  dant  tout  l'intérieur  de  la 
surface  S  ;  on  a  donc  alors 

do  do  do 

U  =  — i-  =t  o  ,  V  =    — -  =  O ,  U'  =  -    •     =  o , 

Ox  ùy  -        '  ds 

et  le  liquide  est  immobile. 

Dans  les  mêmes  conditions,  il  peut  exister  un  mouvement 
cyclique  :  par  exemple,  dans  un  tore  de  révolution  autour  de  Os, 
un  liquide  peut  prendre  un  mouvement  irrotationnel  dans  lequel 

o  =  arc  tang  — •  Dans  ce  mouvement,  la  circulation  le   long  d'une 

Ou 

courbe  fermée  entourant  une  fois  Oz  serait  2tî. 


III.         SUR  LA  PROPAGATION  DES   ONDES;   DISCONTINUITES 
DANS   LE  MOUVEMENT  DES  FLUIDES. 

712.  Indications  bibliographiques.  —  Nous  nous  proposons 
d'exposer,  dans  ce  paragraphe,  la  théorie  de  la  propagation  des 
ondes  à  laquelle  s'attache  le  nom  de  Hugoniot.  Ce  savant  a,  le  pre- 
mier, défini  et  étudié  la  propagation  d'un  mouvement  dans  un 
autre,  et  cela  non  seulement  pour  les  mouvements  infiniment  pe- 
tits, mais  pour  les  mouvements  d'amplitude  quelconque.  Il  a,  le 
premier,  introduit  explicitement  la  notion  de  compatibilité  de 
deux  mouvements,  et  en  a  même  donné  une  définition  précise 
pour  le  cas  du  mouvement  rectiligne.  Dans  le  cas  du  mouvement 
à  trois  dimensions,  au  contraire,  cette  notion  est  beaucoup  moins 
complètement  dégagée;  aussi  l'auteur  se  place-t-il  dès  l'abord 
dans  l'hypothèse  où  il  j  a  compatibilité,  sans  rechercher  les  con- 
ditions pour  qu'il  en  soitainsi.(Voir  Comptes  rendus,  t.  CI,  1 885  ; 
Journal  de  U  Ecole  Polytechnique,  Cahiers  VII  et  VIII,  1887; 
et  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,    4e  série, 


CHAPITRE    XXXIII.    —    CINÉMATIQUE    DES    MILIEUX    CONTINUS.     297 

t.  [II  et  IV.  Voir  aussi  Duhem,  Hydrodynamique,  Elasticité, 
Acoustique;  1891 .) 

A  la  vérité,  l'origine  de  cette  théorie  doit  être  cherchée  un  peu 
plus  haut;  il  faut,  semble-t-il,  la  faire  remonter  à  deux  Mémoires 
de  M.  Christoffel,  insérés  aux  Annali  di  Matematica  ('),  et 
dans  lesquels  l'auteur  prend  pour  point  de  départ  le  Mémoire  de 
Riemann  :  Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von 
endlic/ier  Scluvingutigsweite.  Cette  circonstance  se  trouve,  en 
l'espèce,  avoir  un  inconvénient  :  M.  Christofïel  s'attache,  en  effet, 
aux  ondes  de  choc,  dont  l'existence  a  été  découverte  par  Riemann. 
Or  celles-ci  constituent  un  cas  singulier  dont  l'étude  doit  logi- 
quement suivre  et  non  précéder  celle  des  ondes  d'accélération.  En 
raison  même  de  la  difficulté  particulière  offerte  par  le  cas  qu'il 
traite,  l'auteur  est  conduit  à  se  limiter  aux  discontinuités  infini- 
ment petites,  ce  qui  diminue  la  portée  de  son  analyse.  Par  contre, 
M.  Christoffel  se  préoccupe  de  la  signification  géométrique  des 
résultais,  laquelle  a  élé  laissée  de  côté  par  Hugoniot.  Mais  une 
notion  fondamentale  appartient  à  ce  dernier  :  c'est  celle  de  com- 
patibilité, dont  la  nécessité  ne  parait  pas  avoir  été  aperçue  par 
M.  Christoffel  (2).  Seulement  Hugoniot  s'était  borné,  pour  étu- 
dier les  conditions  complètes  de  compatibilité,  au  cas  des  ondes 
planes. 

C'est  à  M.  Hadamard  que  l'on  doit  l'extension  de  ces  résultats 
au  mouvement  à  trois  dimensions;  dans  le  Cours  que  M.  Hada- 
mard a  professé  au  Collège  de  France,  en  1898-1899  et  1899-1900, 
il  a  nettement  séparé  les  faits  d'ordre  dynamique  des  faits  d'ori- 
gine cinématique.  Ce  sont  ces  derniers  que  nous  exposons  ici  : 
nous  montrerons  comment  M.  Hadamard  a  établi  les  conditions 
de  compatibilité  et  en  a  donné  une  interprétation  géométrique 
remarquable.  Les  recherches  de  M.  Hadamard  sont  résumées 
dans  une  Note  Sur  la  propagation  des  ondes,  insérée  dans 
le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  (icl  fascicule  1901); 
elles  seront  développées  dans  un  Ouvrage  qui  paraîtra  prochai- 
nement. 


(»  )  2e  série,  t.  VIII;  1877. 

(-)  Notice  sur  les  travaux  scientifiques  de  M.  Hadamard,  p.  ij  et   \\  ;  1901. 
(  Gauthier-Villars.  ) 
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713.  Discontinuités  des  divers  ordres.  —  Jusqu'à  présent,  nous 
avons  supposé  que  les  coordonnées  os,  y,  z  d'un  élément  matériel 
du  milieu  à  l'instant  /  élaient,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières 
et  deuxièmes,  des  fonctions  continues  des  coordonnées  initiales 
a,  b,  c  et  du  temps  t.  Nous  continuerons  à  supposer  que  x,y,  z 
sont  des  fonctions  continues  de  a,  6,  c,  /,  mais  nous  admettrons 
que  certaines  de  leurs  dérivées,  tout  en  restant  finies,  sont  dis- 
continues dans  les  conditions  suivantes  : 

Imaginons  qu'à  l'instant  t  il  existe,  dans  le  milieu  continu  en 
mouvement,  une  surface  S  divisant  le  milieu  en  deux  régions  que 
nous  appellerons  les  régions  1  et  2.  Nous  supposons  :  i"  que, 
dans  chacune  des  régions  1  et  2,  les  coordonnées  x,  y,  z  soient 
des  fonctions  continues,  tant  des  coordonnées  initiales  a,  b,  c  que 
du  temps  t,  et  qu'il  en  est  de  même  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un 
ordre  déterminé  /t  ;  2°  que,  au  contraire,  lorsqu'on  traverse  S, 
lune  au  moins  des  dérivées  d'ordre  n  éprouve  une  variation 
brusque,  toutes  les  dérivées  d'ordre  inférieur  à  n  restant  d'ailleurs 
continues. 

Nous  dirons  alors  que  la  surface  S  est  une  surface  de  disconti- 
nuité de  Y  ordre  n. 

Dans  cette  définition,  il  est  entendu  qu'on  appelle  ordre  d'une 
dérivée  quelconque  Y  ordre  total  de  dérivation  par  rapport  à  #, 
/>,  cet  t  indistinctement.  Nous  nommerons,  par  exemple,  dérivées 
du  second  ordre  les  dérivées  des  trois  catégories  suivantes  : 

i°  Dérivées  du  second  ordre  par  rapport  à  «,  b,  c. 


ôa- 


Oa  Oh 


•i°  Dérivées  du  premier  ordre  par  rapport  à  #,  b  ou  c  et  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  à  t , 


0    (dx\ 


à  (dz\ 


3"   Dérivées  du  second  ordre  par  rapport  à  t, 


d2x 


at- 


~dt* 


(la  première  catégorie  comprenant    18  dérivées,  la   seconde  9,  la 
troisième  3  seulement). 
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D'une  manière  générale,  les  dérivées  d'ordre  n  se  distribueront 
en  /1  +  1  catégories  analogues  aux  précédentes. 

Cette  surface  S  change  de  forme  et  de  position  avec  le  temps, 
non  seulement  dans  l'espace  absolu,  mais  aussi  dans  le  fluide,  de 
sorte  que  ce  sont,  à  chaque  inslant,  de  nouvelles  particules  fluides 
qui  se  trouvent  sur  la  surface  de  discontinuité  S;  l'équation  de 
cette  surface  est  donc  de  la  forme 

(  S)  Vx(x,y,z,  t)  =  0. 

Soient  a,  6,  c  les  coordonnées  initiales  des  particules  qui,  à 
l'instant  t,  se  trouvent  sur  la  surface  de  discontinuité  S  ;  ces  parti- 
cules forment,  dans  le  milieu  initiai,  une  surface  S0  dont  l'équation 


(So) 


F  (a,  b,  c,  t)  =  o, 


dépend  aussi  du  temps,  car  ce  sont  à  chaque  instant  de  nouvelles 
particules  qui  se  trouvent  sur  S  et,  par  suite,  sur  S0- 

Ces  deux  surfaces  se  correspondent  point  par  pointa  l'instant  t  ; 
en  outre,  S0  divise  l'ensemble  des  particules  dans  leurs  positions 
initiales  en  deux  régions  1  et  2  qui  correspondent  point  par  point 
aux  deux  régions  dans  lesquelles  S  divise  l'ensemble  des  parti- 
cules dans  leurs  positions  à  I  instant  t. 

A  l'instant  initial,  .r,  y,  z  sont  identiques  à  a,  6,  c,  les  deux 
surfaces  se  confondent,  F,  (#,  y,  z,  t)  devient  identique  à 
F («,  6,  c,  t). 


714.   Vitesse  de  propagation  de  l'onde.  —  La  surface   de  dis- 
continuité S  forme  une  onde   qui   se  propage  en  chacun  de  ses 

tant  t 

Fig.  327, 


continuité  o  forme   une  onde   qui   se  propage   en  chacun  d 
points,  à  chaque  instant,  avec  une  certaine  vitesse. 

Prenons   un   point  P(.r,y,  s),  sur  la   surface    S,   à  l'inst; 


(  fiig.  3^7)  ;  menons,  en  ce  point,  la  normale  PN  à  S,  et  appelons 
^ ' (x '1  y '  1  z')  Ie  point  où  cette  normale  rencontre  la  position  S'  de 


3oo 
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la  surface  à  l'instant  infiniment  voisin  t  -h  dt\  désignons  par  dn 
le  segment  de  normale  PPr  :  la  vitesse  de  propagation  G  de  l'onde, 
au  point  P,  à  l'instant  t,  est  égale,  en  grandeur  et  direction,  au 
segment  PP;  divisé  par  dt 


G 


dn 
~dt 


Il  est  aisé  d'évaluer  cette  vitesse,  connaissant  l'équation  de  la 
surface  S.  En  appelant  a,,  (3,,  y<  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male en  P  à  la  surface 


(S) 


FiO,.7>  z>  0  =  °> 


on  a 


*i 


k    Ox 


71  ~  k~dz~ 


k 


dx  J     r '  \dy  /         \  di 


Les  coordonnées  du  point  P'  sont  alors 

x'  =  x  -h  a.!  d/i,         y'  =  y  -t-  ^  du,         z'  =  z  H-  yi  ûfo3 

et,  en  écrivant  que  ce  point  est  sur  la  surface  de  l'onde  à  l'instant 

t-h  dt, 

F,  (a?', /,  z',  t-+-dt)  =  o, 

on  a 

F!  (.r  -h  ai  <t?/ï,  ./H-  ^i  flfa,  -s  -H  Yi  <^;   t  -+-  dt)  =  o. 

Développons  par  la  formule  de  Taylor,  en  remarquant  que 
F|  (a?,  y,  £,  0  est  nul,  et  conservons,  dans  le  développement,  les 
seuls  termes  du  premier  ordre;  nous  aurons 

<)F,         ,  dF,   _      .  OFy  r)F,     . 

— - —  aj  a/*  H —  pt  t//i  H —  Yi  <;//*.  -\ - —  dt  =  o  ; 

or  o/  oz    '  a£ 

d'après  les  valeurs  de  a, ,  p)?y,,A-,  on  tire  delà,  pour  la  vitesse  G, 
l'expression 

i    t)F, 


(O 


G  = 


k    àt 


On  a  ainsi  la  valeur  de  la  vitesse  :  sa  direction  et  son  sens  sont 
déterminés  par  la  direction  et  le  sens  du  segment  PP'. 
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En  particulier,  à  l'instant  initial,  x,y,  z  deviennent  a,  6,  c,  F, 
devient  F,  et  la  vitesse  de  propagation  est 

i    ÔF 

(■?■)  G 


h   dl 


en  posant 


h=\/( 


da  )  \àb  )  \ôc 


715.  Conditions  de  compatibilité.  —  L'existence  même,  à  un 
instant  t,  d'une  discontinuité  affectant  la  forme  d'une  surface,  en- 
traîne certaines  relations  qu'on  peut  appeler,  avec  M.  Hadamard, 
conditions  identiques  ;  le  fait  que  cette  discontinuité  persiste, 
quand  t  varie,  sous  la  forme  d'une  surface  unique,  entraîne 
d'autres  conditions  qui  sont  les  conditions  cinématiques  de  com- 
patibilité. Nous  allons  établir  ces  conditions  pour  les  disconti- 
nuités du  premier  et  du  deuxième  ordre. 

Nous  aurons  à  nous  appuyer  sur  la  remarque  suivante  :  Si  une 
fonction  des  coordonnées  est  définie  cVun  coté  d' 'une  surface 
et  sur  la  surface,  on  peut  lui  applique/%  sur  la  su rface,  les 
règles  de  dérivation  des  fonctions  composées. 

716.  Discontinuité  du  premier  ordre.  —  Soit  S  la  surface  de 
discontinuité  à  l'instant  £  :  les  particules  qui  sont  sur  cette  surface 
se  trouvaient,  à  l'instant  initial,  sur  la  surface  correspondante 

(  S0)  F  (a,  b,  c,  t)  —  o. 

Par  hypothèse,  #,  y]  z  sont  des  fonctions  continues  de  a,  b,  c,t, 

.     ,         ,  i  /   •     /  • ,  il  dx     dx     dx     dx       ,  . 

mais  les  douze  dérivées  premières  telles  que  —  ?  -,  — >  -y-  subis- 

1  l       oa     ob     oc      ctt 

sent  des  variations  brusques  quand    le  point  a,  6,  c  traverse  la 

surface  S0  de  la  région  1  à  la  région  2  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

quand  le  point  correspondant  x,  y,  z  traverse  S  de  la  région  1  à 

la  région  2. 

Pour  désigner  ces  variations  brusques  nous  emploierons  la  no- 

l;ilion  suivante.  Si  une  fonction  cp  prend  à  l'instant  t  la  valeur  ©, 

en   un    point  de    la   région    1    infiniment   voisin  de  la  surface  de 

discontinuité  et  la  valeur  cp2  ai1  point  de  la  région  2  infiniment 
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voisin  du  premier,  nous  poserons 


oco  =  o., 


Si  <p2  et  <pi  sont  continus  et  admettent  des  dérivées  dans  les  mi- 
lieux 1  et  2,  ocp  regardé  comme  fonclion  de  a1  &,  c  sera  continu 
sur  la  surface  S0  et  pourra  être  dilférentié  sur  cette  surface. 

Remarquons,  au  sujet  de  ces  dilférentiations,  que  l'on  u  iden- 
tiquement 

S  =  8?/    ■-> 

en  effet,  le  premier  membre  est  égal  à  ■—■ Li5  et  le  deuxième  a 

la  même  signification. 

Conditions  identiques.  —  Par  hypothèse,  à  l'instant  /,  l'al>- 
scisse  x  est  une  fonction  de  a,  b,  c  continue  quand  on  traverse  la 
surface  S0  :  on  a  donc,  le  long  de  cette  surface, 

O.T  =  r2  —  X\  =  o. 

La  différentielle  lolale  de  ox  le  long  de  la  surface  S0,  dans  la 
position  qu'elle  occupe  à  l'instant  £,  est  donc  nulle,  et  l'on  a,  en 


rems 

rq  liant 

que 

Ô  ÙX 

àa 

<>> 
=  6 

àx 

Oa 

(4) 

-,  O.r 
0  ■ — 

ôa 

da  ~ 

0 

<).r  A  dx 

—r  au  -{-  o  —  de  =  o, 

pour  tous  les  déplacements  <:/a,  <r/6,  <ic  effectués  sur  Sn,  c'est-à-dire 
vérifiant  la  condition 

dF    i         "V    ii        dF    i 

(5)  .    —  aa  h du  -+-  —  (te  =  o. 

v    ;  da  ôb  de 

Les  deux  relations  (4)  et  (5)  devant  être  vérifiées  pour  les 
mêmes  valeurs  de  da,  dby  de  les  coefficients  de  ces  quantités, 
dans  les  deux  équations,  doivent  être  proportionnels. 

Géométriquement,  cela  revient  à  dire  que  le  vecteur  ayant  pour 

(i  "Y*  f)  Y*  (l/Y* 

projections  S    -j   S  ~,  o  —  est  normal  à  la  surface  S0.  Appelons 
a,  [j,  y  les   cosinus    directeurs   de   cette    normale;    on   aura,    en 
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»<*=i/(£)*+(£)'+(£)' 


dF  \  * 
posai 


i   dF  0       iJF  i   dF 

(b)  a~Â^'        P-Â^'        ^~hlc" 

Exprimons  mainlenant  que  le  vecteur  S  -  —  >    ô  — 7  j    S  ^  est  nor- 
1  '  da  Ob         de 

mal  à  la  surface  :  nous  aurons,  en  désignant  par  X  un  facteur  de 

proportionnalité, 

0  -—  =  Àa,  0  —  =  Àp,  0  —  =  Av 


t)a  d/>  '  '  Oc 


ou 


g  <te       À   r)F  ?  dx       X   dF  ?  dx        X   dF 

On  trouve,  de  même,  en  désignant  par  a  et  v  deux  autres  fac- 
teurs, 

/    ^  à  y        [x  dF  ^  dv         \j.  dF  ^  Oy         ;jl  dF 


(7Ï 


da         h  da  Ob         h  Ob  de         h   àc 

A  dz         v    dF  ^  dz         v    dF  *,  dz        v    àF 

àa        li   Oa  db         h  Ob  de        h    de 


D'après  cela,  il  suffirait  en  chaque  point  de  S0  de  connaître  les 
trois  quantités  X,  u.,  v,  ou  le  vecteur  ayant  pour  projections  ),,  <j., 
v,  pour  connaître  les  variations  des  neuf  dérivées  partielles  de  x, 
y,  z  par  rapport  à  a,  /?,   e. 

Conditions  cinématiques  de  compatibilité.  —  Les  relations 
précédentes  s'appliquent  à  un  inslant  déterminé  /;  si  maintenant 
on  admet  que,  t  variant.,  cette  discontinuité  se  propage,  en  n'af- 
fectant jamais  que  les  points  d'une  surface  unique  variable  avec  t. 
on  obtiendra  de  nouvelles  conditions. 

Les  valeurs  xK  et  x2  de  x  en  deux  points  «,  b,  c  infiniment  voi- 
sins l'un  de  l'autre,  placés  de  part  et  d'autre  de  la  surface  S0,  res- 
tent égales,  par  hypothèse,  quand  t  varie;  cela  veut  dire,  analyti- 
quement,  que  l'on  a 

%x  =  o 

pour  toutes  les  valeurs  de  a,  b,  c,  t  vérifiant  la  relation 

F  (a,  b,  c,  t)  =  o. 


3o/|  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX     CONTINUS. 

Si  donc  on  fait  varier  a,  b,  c,  t  de  da,  db.  de,  dt,  ces  accrois- 
sements étant  assujettis  à  la  seule  condition  de  laisser  la  fonction  F 
nulle, 

d¥    .         d¥    „        OY    ,         ôY    . 

(  8  )  -t—  aa     — =-  db  -'-    :  -  de  h dt  =  o, 

da  Ob  de  0! 


on  devra  avoir  aussi 
c'est-à-dire 


/  007  =  O, 


à  ox         '        d  o.r  d  o.r     ,  d  ox     . 

— —  cmr  H --.     db  -+-  -- —  de  -h  — ; —  dt  ==  o, 

c'a  dA»  de  a/ 


ou 


j,  do?  *  do?  „  d.r     .  ^  d.r 

(o)  o  —  aa  +  o  —  <:/£  -+-  o  —  «c  -h  o  — r  dt  =  o. 

J'  da  d/;  dr  <:// 

Dans  cette  dernière  équation,  pour  nous  conformer  aux  con- 
ventions faites  plus   haut   pour  les  dérivées  partielles,  nous  dési- 

Cl  0  X  (>    (XX    îi/'f  •     1 1  1        <"*  > 

gnons  par  —  ou  ô  -~  Ja  dérivée  partielle  de  ox  par  rapport  a  £, 

prise  en  regardant  a,  b,  c  comme  constants. 

Les  deux  relations  (8)  et  (9)  devant  être  vérifiées  par  les  mêmes 
valeurs  de  da,  db,  de,  dt,  les  coefficients  de  ces  quantités,  dans 
les  deux  relations,  doivent  être  proportionnels.  Il  faudra  donc 
joindre,  aux  conditions  (7)  déjà  écrites,  la  suivante  : 

,  dx        X    ôY 
(  10 1  0  — -  =    •  ■ — -• 

dt         h    01 

On  peut  appliquer  le  même  raisonnement  ïi y  et  z,  et  l'on  trouve 
à  cùté  des  conditions  (7)'  les  deux  suivantes  : 

*  d)-        u.  ôY  „  dz        v    OY 

7  c&        A   d/  r//         h   dt 

Pour  que  ces  nouvelles  équations  soient  compatibles  avec  les 
précédentes,  il  faut  que  le  vecteur  ),,  jj.,  v  précédemment  défini  et 

le   vecteur  0— >   0 -,  ?   b  —  aient  même    direction.   Ce    dernier 

<:/£  dt  dt 

vecteur  représente  la  variation  géométrique  de  la  vitesse  d'un  élé- 
ment quand  on  traverse  la  surface  :  en  efl'et,  les  projections  u,  v, 

clic     d  Y      cl  ~ 
\r  de  la  vitesse  d'un   élément  sont  -,   ■>  -,-,     .-:  on  a  donc 

dt     dt     dt  ' 


*,  d.r 

"\ 

r,      (t)' 

-\ 

^  dz 

■v 

o  — 7- 

=  0//. 

0    -—-    - 

=  oç. 

0   ——    : 

=   OU'. 

dt 

dt 

? 

dt 
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Le  rapport  des  longueurs  des  deux  vecteurs  est  égal  à  y-  —  ; 

on  peut  toujours  supposer  que  l'instant  considéré  a  été  pris  pour 
instant  initial,  on  a  alors  pour  expression  de  ce  rapport  la  quan- 
tité G  définie  au  n°  714,  comme  étant  la  vitesse  de  propagation 
de  l'onde. 

La  direction  commune  de  ces  deux  vecteurs  s'appelle  la  direc- 
tion de  la  discontinuité  :  la  discontinuité  du  premier  ordre  sera 
appelée  longitudinale  ou  transversale,  suivant  que  cette  direc- 
tion est  normale  ou  tangente  à  la  surface  de  l'onde  S. 

Si  les  deux  vecteurs  (X,  [/.,  v),  (ou,  Se,  hw)  n'avaient  pas  la 
même  direction,  la  propagation  d'une  discontinuité  unique  du 
premier  ordre  serait  cinématiquement  impossible  :  la  disconti- 
nuité, à  partir  de  l'instant  considéré,  cesserait  alors  d'affecter  une 
surface  unique  et  devrait,  pour  le  moins,  se  dédoubler  en  deux 
discontinuités  distinctes. 

En  général,  au  coursd'un  mouvement  déterminé,  les  conditions 
de  compatibilité  seront  évidemment  vérifiées,  car  il  ne  peut  y 
avoir  constamment  dédoublement  de  la  discontinuité  :  on  aurait 
alors,  non  des  discontinuités  isolées,  mais  des  tranches  de  discon- 
tinuité, ce  que  nous  ne  supposons  pas. 

En  résumé,  une  discontinuité  du  premier  ordre  est  caractérisée, 
en  chacun  de  ses  points  à  chaque  instant,  par  un  vecteur  X,  m,  v 
et  par  un  nombre  G  qui  est  la  vitesse  de  propagation. 

717.  Variation  de  densité  dans  une  discontinuité  du  premier 
ordre.  —  Il  existe  une  relation  simple  entre  le  saut  de  vitesse  nor- 
male, le  saut  de  densité  en  un  point  de  la  surface  S  et  la  vitesse  de 
propagation  G  de  la  discontinuité  en  ce  point.  Pour  l'obtenir, 
considérons  une  position  S  de  la  surface  à  l'instant  t,  et  la  posi- 
tion S'  de  la  surface  à  l'instant  t  -f-  dt  :  puis  construisons  (ftg>  ^27) 
le  cylindre  droit  ayant  pour  base  un  élément  d<7  de  S  et  limité 
à  S'.  La  hauteur  PP'  de  ce  cylindre  est  G  dt,  d'après  la  définition, 
même  de  la  vitesse   de  propagation   G  (n°  714);  son  volume  est 

Gdtd<7. 

Nous  allons  évaluer  de  deux  façons  la  variation  que  subit  pen-, 
dant  le   temps  dt  la  masse   totale   de    matière   contenue  dans  ce 
cylindre  : 

i°  Appelons   p,    la  densité  au-dessous  de   S   et   o2  au-dessus, 
III.  20 
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dans  le  voisinage  immédiat  de  S.  A  l'instant  t,  la  matière  qui  rem- 
plit le  cylindre  a  pour  densité  p2,  sa  masse  est  p2Gdtdy;  à  l'in- 
stant t  +  dt,  la  matière  qui  remplit  le  cylindre  a  pour  densité  p, , 
car,  la  discontinuité  étant  venue  en  S',  le  cylindre  est  au-dessous 
de  S';  la  masse  contenue  dans  le  cylindre  est  donc  p^Gdtd<r. 
D'où  une  première  expression  de  la  variation  de  masse 

Ci  t)  (pi  —  p2)G  dt  di. 

2°  Appelons  W,  la  vitesse  des  particules  fluides  au-dessous 
de  S,  et  W2  la  vitesse  au-dessus,  dans  le  voisinage  immédiat  de  S. 
La  variation  de  la  masse  contenue  dans  le  cylindre  est  égale  à 
l'excès  des  masses  entrées  sur  les  masses  sorties  dans  le  temps  dt. 
Appelons  "Win  et  W2/i  les  projections  de  Wfl  et  W2  sur  la  nor- 
male PP'  à  la  surface  S  et  WU)  W2f  leurs  projections  sur  le  plan 
tangent  à  S  :  ce  sont  les  vitesses  normales  et  tangentielles  des  par- 
ticules sur  les  deux  côtés  de  la  discontinuité. 

Pour  évaluer  les  masses  liquides  entrant  dans  le  cylindre  ou  en 
sortant  par  la  surface  latérale,  il  faut  tenir  compte  de  la  vitesse 
tangentielle  ;  pour  évaluer  les  masses  traversant  les  bases,  il  faut, 
au  contraire,  tenir  compte  de  la  vitesse  normale.  Les  vitesses 
tangentielles,  à  chaque  instant,  diffèrent  infiniment  peu  les  unes 
des  autres  sur  une  même  section  droite  du  cylindre;  la  masse 
liquide  qui  entre  par  la  surface  latérale  est  donc  égale  à  celle  qui 
sort  par  cette  surface.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  bases  ; 
par  la  base  inférieure  il  entre,  pendant  le  temps  dt,  une  masse 
liquide  p,  W4«  dtd<j;  par  la  base  supérieure  il  sort,  pendant  le 
même  temps,  une  masse  liquide  p2W2ndtd<7.  En  effet,  pendant 
que  la  discontinuité  se  transporte  de  S  en  S',  le  cylindre  restant 
immobile,  la  base  inférieure  du  cylindre  est  plongée  dans  le  mi- 
lieu 1  et  la  supérieure  dans  le  milieu  2.  On  a  donc  une  seconde 
expression  de  la  variation  de  la  masse  contenue  dans  le  cylindre 

(ta)  (piWi*—  p2W2n)dtd<j. 

Egalant  ces  deux  expressions,  on  a 

03)  G(Pi  —  Pi)  =  pi  Wi„  —  p2  Wa», 

p2(G-W2„)  =  pi(G-  W,„). 

On  peut  dire  que  G  —  W2n  est  la  vitesse  de  propagation  G2  de 


CHAPITRE    XXXIII.    —    CINÉMATIQUE    DES    MILIEUX    CONTINUS.    307 

la  discontinuité  par  rapport  au  milieu  2,  et  que  G  — W</?  est  la 
vitesse   de  propagation  G4    par  rapport   au  milieu  1    :  la  relation 

s'écrit  alors 

P2G9  =  pi  Gi. 

Cas  d'un  fluide  incompressible.  — Si  le  milieu  matériel  est 
un  fluide  incompressible,  on  a  p2  =  p<,  et  la  relation  (i3)  montre 
que  l'on  a  aussi 

Donc,  dans  un  fluide  incompressible,  la  variation  brusque 
de  vitesse  affecte  seulement  la  composante  tangentieile;  la 
composante  normale  ne  subit  pas  de  saut  brusque.  Ce  fait 
paraît  d'ailleurs  évident  :  si,  dans  un  fluide  incompressible,  il  se 
produisait  un  saut  brusque  de  vitesse  normale,  les  éléments  fluides 
primitivement  en  contact  se  sépareraient. 

Inversement,  si  la  discontinuité  est  tangentieile,  c'est-à-dire  si 
Wan  —  W|fl  est  nul,  la  densité  ne  varie  pas  d'un  côté  à  l'autre 
de  S  ;  on  a  p2  =  o, . 

718.  Discontinuités  du  deuxième  ordre.  —  Supposons  mainte- 
tenant  que  les  dérivées  premières  de  a?,  y,  z  par  rapport  à  a,  Z>,  c,  t 
soient  continues  quand  on  traverse  la  surface  S  formée,  à  l'in- 
stant £,  par  les  molécules  qui,   à  l'instant  initial,   étaient  sur  la 

surface 

F  (a,  ù,  c,  t)  =  o. 

Alors,  en  employant  la  même  notation  que  plus  haut,  on  a 

s  àx  ^  dx  ^dx 

04)  °   "T-   =  °>  ô   TT   =  °J  Ô—    =0, 

àa  db  ôc 

(.5)  °rf7=°> 

avec  des  conditions  analogues  pour  y  et  z. 

Conditions  identiques.  —  Donnons  à  t  une  valeur  numérique; 

comme  les  quantités  0  -—>  •  •  •  sont  nulles  tout  le  long  de  S,  leurs 

différentielles  totales  prises  le  long  de  S  sont  nulles.  Donc,  en  dé- 
signant par  da,  db,  de  un  déplacement  arbitraire  sur  S,  on  a,  par 
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différentiation  totale  des  relations  (14)1 

/    6    d2x      .  ^    d2x  .,    d2x     , 

o    — — -    da  -f-  o  - — rr  db  -^  o  - — —  de  =  o , 
l        aa2  c'a  db  da  oc 

/    r>  \  ]     <s      O'  X        7  -\      O"  X        7J  ^      O    *        , 

(io)  /   o- — -da-ho    — —   du  ~+- o  de  —  o, 

oa  ou  ou2  ou  Oc 

I    ft    d22?  d^tt  «^ 

o  - — -  da  -f-  o   w    ,    du  H-  o    -r— -   ac  =  o. 
\       oa  oc  ou  oc  oc1 

Nous  écrivons   ces    relations    en    nous    appuyant    sur    ce    que 


^  dx\        ^d^x  d    f^dx\        ^    d2x 

o  —     =  o  — —  ,  — -     o  —      =  o 


da  \    da  J  da2  db  \    da  )  da  db 

Chacune  de  ces  relations  (16)  devant  avoir  lieu  pour  tous  les 
déplacements  da,  db,  de  vérifiant  la  condition 

dF  dF  dF 

(il)  —  da  -h  — -y  db  -+-  —  de  =  o , 

da  db  de 

les  coefficients  deda,  db,  de  dans  chacune  des  trois  relations  (16) 

dF     dF     dF  .  <n  d2  x 

doivent  être  proportionnels  à-r-j  -r-.-> En  écrivant  que  o  — — - •» 

11  da     db     de  l  da2 

*    d2x       *    d2x  ,  ,    dF     dF     dF  ,  .    ,.  ,  .       c 

?  o  -r — r-  sont  eeaux  a  -r-?  -r^->  -r-  multiplies  par  le   lacteur 


da  d£>        c^a  de  &  da     db     de 

~)       dF 

de  proportionnalité—  v-i  on  voit  que  les  coefficients  des  deux 

autres  relations  (16)  sont  égaux  à  ces  mêmes  quantités  multipliées 

X   dF        X    dF         ,,  ,  ,     . 

respectivement  par  tt  tt-  et  -7-  —  »  et  1  on  a  les  relations 

1  x        /i2  db        h2    de 


0 


d2x 

x  fdFy 

j  d2x 

X 

/(?F\2 

~  d2a? 

x  /dFy 

da2 

Tt2  \da~J    ' 

°dbï 

=  112 

U)' 

0  

de2 

=  7T2  \  ~dc~)  ' 

d2x 

X    dF  dF 

s    d2  x 

X 

dF  dF 

j,    d2# 

X    dF  dF 

db  de 

h2  db    de  ' 

de  da 

/l2 

de    da 

"  da  d6 

h2  da  db 

On  trouve,  pour  la  variation  brusque  des  dérivées  secondes  dejK 
et  z  par  rapport  à  a,  b,  c,  des  expressions  analogues  dans  lesquelles 
le  facteur  ),  serait  remplacé  par  p.,  puis  par  y, 


(18)' 


,  d2v         \x  l'ùFy  ^  d2y  u.    dF  dF 

ô  ^-4  =  -f-     —  )  ,  •    • ,  0 


da2         h2  \da )  db  de        h2  db    de 

d2z         v    /dF\2  ,    d2z  v    dF  dF 

dô2   :  =  h2  \dâ)  '  °  dbdc  =~  7Ï2  d~b    de  ' 
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Dans  ces  relations  h  désigne  la  même  quantité  4  /  (  -r-  i 


que  plus  haut,  de  façon  à  mettre  en  évidence  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  la  surface  de  discontinuité. 

On  peut  donc  dire  que  les  variations  des  dérivées  secondes  par 
rapport  à  «,  b,  c  sont  définies  par  un  certain  vecteur  de  projec- 
tions )v,  pi,  v. 

^  .  ..,,,.,,     dx    dy    dz 

Passons  maintenant  aux  variations  des  dérivées  de  -7-?  -£-? .-?. 

dt    dl     dt 

ou  de  u,  v,  w  par  rapport  à  #,  b,  c.  Comme  par  hypothèse  ou,  ov, 
Sîv  sont  nuls  le  long  de  S,  leurs  différentielles  totales  le  sont.  On 
en  conclut  qu'en  appelant  \i9  p.,,  V\  trois  facteurs  de  proportion- 
nalité, on  a 


09) 


Ces  variations  sont  donc  encore  définies  par  un  certain  vecteur 
(^1,  [Ai,  v,). 

Enfin,   les  trois  dérivées  secondes  de  #,  y,   z  par  rapport  au 

d2  x     d2  y     d2  z         du     dv     dw       ,  .  , 

temPs  if'  âP'  ne- ou  *'  dt'  hï subissent>  q»and  on  traverse 

la  surface,  des  variations  que  nous  appellerons  X2,  p.2,  v2, 

„  d2z 


1    -,  du 
i       âa 

h  âF 
h   âa 

^  du 

X. 
h 

âF 
db" 

»  du 

0  — 
âc 

\x  àF 

h    âc 

1   .  âv 
âa 

IMâF^ 
h   âa    , 

,ài> 
°Tb   = 

h 

âF 
âb' 

A  âv 
âc 

=  im  à_F 

h    âc 

1    *  àw  _ 
\       âa 

vi   âF 
h   âa 

^  âw 
0  db  = 

h 

âF 
âby 

ç,  âw 
âc 

_  vf    âF 
Il    âc 

d27- 

on  peut  écrire  aussi 

(,0y               s  g  =  x,, 

dt 

V-2. 


dt2 


^  dw 
P.,        8^=7,; 

ces  variations  sont  définies  par  le  vecteur  (X2,  pi2,  v2)  qui  est  la 
variation  géométrique  de  l'accélération  d'un  côté  à  l'autre  de  S. 

Conditions  de  compatibilité  cinématique.  — ■  Faisons  main- 
tenant varier  £,  et  écrivons  que  la  discontinuité  subsiste  sous 
forme  de  surface. 

La  quantité  0  —  est  une  fonction  de  a,   &,  c,  t  qui  reste  nulle 
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quand  a,  b,  c,  t  varient  de  façon  à  vérifier  l'équation 

F  (a,  b,  c,  t)  =  p. 

Faisons  varier  a,  b,  c,  £  de  da,  db,  de,  dt,  on  aura  donc 

c'est-à-dire 

(il)  o  — -  da  -t-  o  - — -,  do  -h  o  - — -  <r/c  4-  o  — —  dt  =  o, 

c'a2  c'a  du  da  de  da 

sous  la  condition 

/     -x  dF    7         dF    ,7        c>F    7         dF    7 

(  22  )  —  «a  -\-  -rj-  do  -\ — —  ac  -+-  --  dt  —  o. 

da  do  de  dt 

En  écrivant  cette  relation  (21)  nous  nous  appuyons  sur  ce  que 

d    /\  dx\        ^  d%x 
da  \     da  J  da- 

d  / \  dx\        ^  /  d    dx\        <s  /  à     dx  \        ^  du 
dt\     da/  \dt  da  j  \da    dt  j  da 

Les  relations  (21)  et  (22)  devant  avoir  lieu  pour  les  mêmes  va- 
leurs de  da,  db,  de,  dt,  les  coefficients  de  ces  quantités  dans  les 
deux  relations  doivent  être  proportionnels 

^  d2x  «,  du 

O Ô  -r— 

c'a2  c'a 


dF  '         dF 

c'a  dt 

Mais,   d'après  (18),  les   trois  premiers  rapports  sont  égaux   à 

dF 

"X    dF  15        >      /      %    î      1        •  Xi    àa      s^  1 

-—  -r—  et,  d  après  (10),  le  dernier  est  -, — rpr*  On  a  donc 

h%  da      '        l  x   Jn  h    dF 

~dt 

(23^  ^  =  hDt' 

On  trouve  de  même 

/      .-,  lJ-    d¥  V      ^F 

(2^  ^Zlt'        "*  =  hdtu 
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Prenons  maintenant  la  relation 


ou  =  o, 


et  différentions-la  totalement  en  y  faisant  varier  a,  6,  c,  t  sous  la 
condition  F  (a,  6,  c,  £)  =  o.  Nous  aurons 

^  du    j         ^  du  jj  <)m    ,        a  û?m 

v  da  d6  de  a£ 

sous  la  condition 

OF    ,         dF    „        dF    .        â¥    , 

— -  aa  -h  —7-  a£>  h — —  <ic  -f-  -rr  «£  =  o. 

da  ew  oc  at 

Les  coefficients  de  d'à,  <:/&,  afc,  ^  dans  ces  deux  relations  sont 
donc  proportionnels.  En  écrivant  ce  fait  et  tenant  compte  des  re- 
lations (19)  et  (20)',  on  a 

X,  dF 

On  trouve  de  même 

Nous  avons  ainsi  établi  les  conditions  (23)  et  (23)'  d'une  part, 
(20)  61(25)'  d'autre  part,  qui  expriment  la  compatibilité.  Ces  con- 
ditions ont  une  interprétation  géométrique  simple  :  elles  montrent 
que  les  trois  vecteurs  (X,  fji,  v),  (X,,  [/.,,  v<),  (X2,  {JL2,  v2)  ont  à 
chaque  instant,  en  chaque  point  de  la  discontinuité,  la  même  di- 
rection et  que  leurs  longueurs  forment  une  progression  géo- 

,     .  j  .         1   dF     n 

métrique  de  raison  -?  -7-*   Comme  on  peut   toujours   supposer 

qu'on  a  pris  l'instant  actuel  pour  instant  initial,  on  voit  que  cette 
raison  est  égale  à  la  vitesse  de  propagation  G  de  la  discon- 
tinuité. 

En  résumé,  quand  la  compatibilité  existe,  et  c'est  ce  qu'on  doit 
admettre  comme  le  cas  général  pour  un  mouvement  déterminé 
quelconque,  une  discontinuité  du  second  ordre  est  caractérisée 
par  un  vecteur  (X,  jji,  v)  et  un  nombre  G,  la  vitesse  de  propaga- 
tion :  les  deux  autres  vecteurs  (X,,  a,,  v,  ),  (X2>  [*2?  v2)  ont  même 
direction  que  le  premier  (X,  m,  v)  et  sont  égaux  au  premier  mul- 
tiplié respectivement  par  G  et  G2.  On   peut  appeler  la  direction 
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commune  de  ces  trois  vecteurs  la  direction  de  La  discontinuité. 

On  peut,  en  particulier,  classer  les  discontinuités  en  disconti- 
nuités purement  longitudinales  dans  lesquelles  la  direction  de  la 
discontinuité  est,  en  chaque  point,  normale  à  la  surface  S,  et  en 
discontinuités  purement  transversales  dans  lesquelles  la  direction 
de  la  discontinuité  est,  en  chaque  point,  tangente  à  la  surface  S. 

Gomme  l'a  montré  M.  Hadamard,  les  mêmes  propriétés  s'éten- 
dent aux  discontinuités  d'ordre  n.  (  Voyez  aux  exercices.) 

719.  Variation  des  dérivées  de  la  densité  dans  une  discontinuité 
du  deuxième  ordre.  —  Nous  avons  indiqué  (n°  717)  la  méthode 
directe  par  laquelle  M.  Hadamard  trouve  la  variation  de  densité 
dans  une  discontinuité  du  premier  ordre.  Pour  résoudre  le  même 
problème,  dans  les  discontinuités  d'ordre  supérieur,  M.  Hadamard 
emploie  la  méthode  analytique  suivante  : 

Partons  de  l'équation  de  continuité 


D  = 


po, 


où  D   désigne  le  déterminant  fonctionnel  du  n°  694,  de  x9y,   z 
par  rapport  à  #,  b,  c. 

Prenons  les  logarithmes  népériens 

Lp  —  Lpo  =—  LD, 

puis  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  «, 

,-x  àLp       dLp0  _       l^m 

da  da  D  da 

A  l'instant  t,  la  surface  de  discontinuité  a  pour  équation  dans  le 
milieu  primitif 

(S)  F(a,  b,  c,  t)  =  o; 

quand  on  passe  d'un  côté  à  l'autre  de  cette  surface,  p0  varie  d'une 
manière  continue  ainsi  que  ses  dérivées,  car  les  discontinuités  de 
o0  affectent  une  autre  surface.  Les  dérivées  premières  de  x,  y,  z 
étant  continues,  p  varie  d'une  manière  continue  d'un  côté  à  l'autre 

de   S.    Mais  quand  on  traverse   cette  surface  S,    la    dérivée    — — 


CHAPITRE    XXXIII.    —    CINÉMATIQUE    DES    MILIEUX    CONTINUS.    3l3 

subit  une  variation  brusque  qui,  d'après  (26),  est  donnée  parla 
formule 

dans  le  deuxième  membre  de  cette  formule,  nous  faisons  sortir  le 
déterminant  D  du  signe  0,  car  les  dérivées  premières  de  x,y,z 
par  rapport  à  «,  6,  c  sont  continues  d'un  côté  à  l'autre  de  la  sur- 
face  S.    Calculons    - —  Nous  trouverons 

da 

àD        à2x  f  ày  àz        dz  dy 
àa        da2  \  àb   àc        db    àc 

à- y    f  àz  àx        dx  dz 


da  db  \  de   da        de    da 

d'2  z    /  dx  dy        dy  dx\ 

dade  \da  db        da  db  J 

où  il  J  a  neuf  termes  analogues  à  ceux  qui  sont  écrits.  Quand  on 
traverse  la  surface,  les  dérivées  premières  de  ce,  y,  z  ne  varient 

pas;  les  seuls  termes  -r—r  •>   .    ••     ?  •  •  •  subissent  des  variations  que 

1  da1     da  db  ' 

nous  avons  calculées  plus  haut  (équations   18  et  18'). 
On  a  donc 

/    *{àT>\         X     /dFy  /dy  dz        dz   dy\ 

l       \~dct  )  -  Id-  \6â)    \db  de        db   de  J  ~*~ " 


(28) 


|j.   dF  dF  /dz  dx  dx  àz 

h2  da  db  \ de  da  de   da 

v    dF  àF  I àx  ày  ày  àx\ 

/i2  àa    àc  \àa  db  da  db  J 


En  portant  cette  expression  dans  la  relation  (27)  nous  aurons 
la  variation  de  la  dérivée  de  Lp  par  rapport  à  a.  Mais  on  peut 
simplifier  la  formule  en  imaginant  que  l'instant  actuel  ait  été  pris 
pour  instant  initial.   Alors  x,  y,  z  se  réduisent  identiquement  à 

7  1         1  ,   •     ,  •   h       dx     ày     àz    ,  , 

a.  o,  c  :  les  dérivées  partielles  — ,  -v,  — -  deviennent  égales  a  1  et 

11  '  da     db     de  ° 

les  autres  dérivées  du  premier  ordre  deviennent  nulles.  Dans  ces 
conditions,  tous  les  termes  non  écrits  dans  (28)  deviennent  nuls 
et  l'on  trouve 


('^9) 


„  àD 

1    dF  A   àF        [x  àF         s   àF\ 
h  Oa  \  h   da        h  db          h    de  / 

da 
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Comme,  d'autre  part,  D  —  i  quand  on  est  à  l'instant  initial,  la 
formule  (27)  devient 

On  trouvera,  de  même. 


1 

dF 

'(- 

dF 

lx 

dF 

V 

d_F\ 

h 

da 

da 

-h 

h 

db 

+ 

h 

de  )' 

1    dF 

h  db 

A  dF  [x  dF  v  <)F\ 
y  /i  da        h    db        h   de  J 

1    dF 
h   de 

(l  dF  11  dF  v  dF\ 
\  Il  da         h  db         h   de  J 

db 

s  /dhp 

Ces  trois  variations  sont  proportionnelles  aux  cosinus  direc- 
teurs  de  la  normale  à  la  surface   de  discontinuité,  le  facteur  de 

proportionnalité 

Il    dF        11  dF        v    d¥\ 
\li  da        h  db         h   de  j 

représentant,  au  signe  près,  la  projection  du  vecteur  caractéris- 
tique (X,  u,,  v)  sur  la  normale  à  la  discontinuité.  Les  variations  des 
dérivées  de  densité  dépendent  donc  seulement  de  la  composante 
normale  du  vecteur  X,  ^,  v.  Si  la  discontinuité  était  purement 
tangentielle ,  les  trois  variations  (3o)  et  (3o7)  seraient  nulles. 
Réciproquement  si  ces  variations  sont  nulles,  la  discontinuité  est 
tangentielle  :  c'est  ce  qui  a  lieu,  en  particulier,  pour  un  liquide 
incompressible. 

On  a  ainsi,  pour  le  second  ordre,  des  résultats  analogues  à  ceux 
du  n°  717.  Ces  résultats  s'étendent,  avec  les  mêmes  conclusions, 
comme  l'a  montré  M.  Hadamard,  aux  discontinuités  d'ordre  supé- 
rieur. (  Voyez  aux  exercices.) 

720.  Variation  de  la  rotation  moléculaire  instantanée  dans  une 
discontinuité  du  second  ordre.  —  Soit  comme  plus  haut  û  la 
rotation  instantanée  en  un  point  :  cette  rotation  est  un  vecteur 
ayant  pour  projections  les  quantités 

c        1  /  dw        dv  \ 
~  2  \dy         Oz)1 

qui  dépendent  de  dérivées  du  second  ordre  des  coordonnées. 
Voyons  quel  est  le  saut  brusque  que  subit  cette  rotation  quand 
on    traverse  la  surface  S.  Pour  simplifier,  nous  pouvons  toujours 
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supposer  que  l'instant  actuel  a  été   pris   comme  instant  initial; 
alors  x,  y,  z  sont  égaux  à  «,  b,  c,  et  l'on  a 

i  / dw        dv\ 
*  =  «2  \~db  ~Tc)'   "" 

Mais  les  formules  du  numéro  précédent  donnent 

vG[3, 


^  dw 

v,  à¥ 

v    d¥  d¥ 

°-âb 

h   ôb 

hï    dt  db 

i    d¥ 
en  appelant  G  la  vitesse   de  propagation  —  — -  et  ^  le  cosinus  de 

l'angle  de  la  normale  à  la  surface  avec  0#,  P  —  T  37'  On  a  pour  les 

autres  variations  des  expressions  analogues,  et  l'on  trouve  finale- 
ment 

o£  ={G(vp—  hy), 

8ï)  =  |G(Xy  —  va), 
•     8Ç  =  |G({ji.a  —  Xp). 

Donc  le  vecteur  SÇ,  8yj,  8Ç  représentant  la  variation  brusque  de 
la  rotation  moléculaire  instantanée  est  le  demi-moment  de  la 
vitesse  de  propagation  portée  sur  la  normale  par  rapport  à 
l'extrémité  du  segment  Çk,  jjl,  v)  représentatif  de  la  discon- 
tinuité. 

On  peut  remarquer  que  la  composante  tangentielle  du  vec- 
teur (X,  pi,  v)  intervient  seule  ici  :  en  laissant  à  cette  composante 
la  même  valeur  et  faisant  varier  la  composante  normale,  on  n'al- 
térerait pas  8£,  Zt\,  8Ç. 

Au  contraire,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  numéro  précédent, 
la  composante  normale  du  vecteur  (X,  u.,  v)  intervient  seule  dans 
la  variation  brusque  de  la  densité  d'un  côté  à  l'autre  de  la  surface 
de  l'onde. 

EXERCICES. 

1.  Vérifier  effectivement  par  le  calcul  que  si  l'on  prend  la  dérivée  de  pD  par 
rapport  au  temps,  en  suivant  un  élément  dans  son  mouvement,  on  obtient  l'équa- 
tion de  continuité  d'Euler  (n°  701). 

Réponse.   —  Développant  D  et  appelant  les  mineurs  tels  que 

dy  dz       dz   ôy 
da  db        da  db 


3i6 
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on  a 


car 


,  dx 

a  -r- 

da 
dt 


du 

da 


dD 
~dt 


du  dyz        du  d  yz        du  d  yz 


da  d  bc 
dv  dzx 
da  d  bc 
dw  dxy 
da    d  bc 


db  d  ca 
dv  d  zx 
db  d  ca 
dw  dxy 


de    d  ab 

dv   d  zx 

de    d  ab 

dw  dxy 


db    d  ca        de    d  ab 


Mais  u  étant  supposé  exprimé  en  x,  y,  z  devient  une  fonction  de  a,  b,  c  par 
l'intermédiaire  de  x,  y,  z  (formules  i  du  n°  691  );  donc 

du        du  dx        du  dy        du  dz 

—  —  -\-  —    -z-  _f-  —    — .  » 

da        dx  da        dy  da        dz    da  ' 


,     ,     ,         ,        du    du    dv 
on  calcule  de  même  -rr  ?  -r— >    .— » 
db     de     da 


On  a  alors,  après  réductions, 


d 


dD        (du        dv 


dt 


dw 


\  dx        dy        dz 


D, 


et  l'équation  —  (pD)  =  o  donne  bien  l'équation  de  continuité  d'Euler. 


2.  Vérifier  analytiquement  que,  dans  un  corps  solide  en  mouvement,  les  lignes 
de  courant  à  un  instant  t  sont  les  hélices  que  décriraient  les  points  du  corps 
dans  le  mouvement  hélicoïdal  tangent. 

Réponse.  —  Prenant  comme  axe  Oz  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  tangent  à 
l'instant  considéré  t,  on  a,  pour  les  proportions  u,  v,  w  de  la  vitesse  d'un  point  x, 
y,  z  du  corps  u  = —  ry,  v  =  rx,  w  ■=  y,  /•  étant  la  rotation  instantanée  autour 
de  Oz  à  l'instant  considéré  et  y  la  vitesse  de  glissement  le  long  de  O.S.  Les  équa- 
tions des  lignes  de  courant  à  l'instant  t  sont  alors 


On  peut  les  écrire 


et,  en  intégrant, 


dx  dy  _  dz 

—  ry        rx         y 

x  dx  +  y  dy  —  o, 

y  x  dy  —  y  dx 

ctz  —  — —  i 

r        xz-Jryi 

y  y 

z  -+-  -  arc  tan  g  —  =  C, 
r  x 


Ces  équations  définissent   un  système    d'hélices  toutes  de   même   pas  autour 
de  Oz. 


3.  Discontinuités  cV ordre  supérieur.  —  Soit  une  discontinuité  d'ordre  n  :  ran- 
geons les  dérivées  nièmes  de  chacune  des  coordonnées,  de  x,  par  exemple,  sur  /?,+  i 
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lignes  d'après  l'ordre  de  dérivation  par  rapport  à  £, 


n  —  î 
n. .  .  . 


d"x 
da" 

dn x 
dan-[db 

d"-lx' 

dn  -lx' 

da1-1  ' 

dan'2db 

&l-2x" 

dan~2 

dx(n-i) 

dx^'1-^ 

da 

db      ' 

X", 

d'lx 

dcn 

dn~xxy 

c)cn-\ 

d'l~2x" 

de-2  ' 

dx("-^ 

de 

.  . ,  nièmes 

de 

X 

par 

rap 

où  x',  x" ,  . . .,  #(")  sont  les  dérivées  premières,  secondes, 
port  à  t. 

Chacune  de  ces  lignes  définit  un  facteur  cle  proportionnalité,  la  première  \,  la 
deuxième  Xn  ...,  la  (n .-h  i)ièmc)N/.  On  aura  un  Tableau  analogue  pour^'  et  z  avec 
n  ■+- 1  facteurs  correspondants  \xi  et  v-.  On  a  ainsi,  en  définitive,  n  -+- 1  vecteurs 
(X,  [A,  v),  (X„  fi„  v,),  ...,   (\t,  ;j.,;,  v„). 

Les  conditions  de  compatibilité  cinématique  exigent  que  tous  ces  vecteurs  aient 
même  direction  et  que  leurs  longueurs  forment  une  progression  géométrique  dont 
la  raison  est  la  vitesse  G.    .  (Hadamard.) 

4.   Variation  de  la  densité  dans  une  discontinuité  d'ordre  n.  —  En  employant 

la  méthode  du  n°  719,  on  démontrera    que   les   variations  brusques   des   dérivées 

d'ordre  n  —  î  de  logo,  par  rapport  à  a,  b,  c  sont  proportionnelles  aux  termes  du 

développement  de 

_j_(dF       dF       dF\>- 

h'1-1  \  da 


le  facteur  de  proportionnalité  étant 

1   dF- 
h  da 


db 


h  ~db 


de) 


v_  dF 
h   de 


c'est-à-dire    la    projection    du    vecteur    caractéristique    de    la    discontinuité 
(~K,  jjl,  v)  sur  la  normale  à  la  sur/ace.  (Hadamard.) 

5.  Dilatations  principales  dans  une  déformation  infiniment  petite.  —  Dé- 
montrer que  les  coefficients  des  dilatations  principales  en  un  point  pour  une  dé- 
formation infiniment  petite  (n°  G85  )  sont  les  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  en  8  (  n°  670  )  : 


du.  _ 

2 2  6 

dx 


dv 
dx 

du 
dz 


du 

dy 

d\v 
dx 


dv 
dx 

dy 

dw 
dy 


du 
dy 


dv 

dz 


du        dw 
dz         dx 


dw 

~ày" 
dw 
dz 


dv 
dz~ 


6.   Vitesses  de  dilatations  principales  en  un  point  dans  un  fluide  en  mou- 
vement (n°  705).  —  Remplaçant,  dans  la  formule  précédente,  u,  v,  w  par  udty 
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v  dt,  wdt,  et  faisant  —  =  s,   on  obtient  une  équation  de  troisième  degré  en  5 
dont  les  racines  sont  les  vitesses  demandées. 

7.  Théorème  de  Bertrand.  —  En  tout  point  d'une  particule  fluide  en  mouve- 
ment, il  y  a  au  moins  un  élément  superficiel  fluide  dont  le  plan  reste  parallèle 
à  lui-même  pendant  le  temps  dt  {Comptes  rendus,  1868,  ier  semestre,  p.  1227". 
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CHAPITRE  XXXIV. 

DYNAMIQUE  DES   FLUIDES   PARFAITS. 
THÉORÈMES    GÉNÉRAUX. 


721.  Objet  du  Chapitre.  —  Nous  nous  occuperons,  dans  ce  Cha- 
pitre, des  équations  du  mouvement  des  fluides  dits  parfaits.  Ces 
équations  doivent  être  modifiées  quand  on  tient  compte  de  Ja  vis- 
cosité. 

I.  —  FLUIDES  PARFAITS.  -  ÉQUATIONS. 

722.  Définition;  pression  en  un  point.  —  Un  fluide  est  parfait 
quand  sa  viscosité  est  nulle,  c'est-à-dire  quand  il  n'existe  aucune 
résistance  au  glissement  des  particules  fluides  les  unes  sur  les 
autres.  D'après  cela,  dans  un  fluide  parfait  en  mouvement  tous 
les  efforts  sont  des  pressions  normales  aux  éléments  plans  sur 
lesquels  ils  s'exercent.  Les  efforts  sont  normaux  pour  qu'il  n'y 
ait  pas  de  résistance  au  glissement;  ce  sont  des  pressions  pour  que 
les  molécules  fluides  au  contact  ne  se  séparent  pas. 

Si  nous  appliquons  à  un  fluide  parfait  en  mouvement  les  for- 
mules générales  du  Chapitre  XXX,  applicables  à  l'équilibre  et  au 
mouvement  d'un  milieu  continu  quelconque,  nous  obtiendrons  les 
résultats  suivants  : 

A  un  instant  t,  en  chaque  point  P(.r,jK,  z)  du  fluide  parfait,  les 
composantes  tangentielles  de  l'effort  T4,  T2,  T3  sont  nulles:  les 
projections  Tx,  Tr,  Tz  de  l'effort,  rapporté  à  l'unité  de  surface, 
s' exerçant  sur  la  face  négative  d'un  élément  quelconque  é/o-,  sont 

alors 

Tar=N1a,         Tr=N2p,         T,=  N3T. 
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Cet  effort  devant  être  normal  à  l'élément  ds,  on  doit  avoir 

If?       Il  -  II 

«  ■    -    fi    "     T  ' 

ce  qui  exige 

N1^N2=N3. 

En  outre,  l'effort  devant  toujours  être  une  pression,  les  projec- 
tions Tx,  Ty,  Tz  doivent  être  de  mêmes  signes  que  a,  j3,  y;  la  va- 
leur commune  de  N, ,  N2,  N3  est  donc  une  quantité  positive  p1  que 
Ton  appelle  pression  au  point  P  à  l'instant  t.  Cette  quantité  est 
une  fonction  uniforme  p  des  coordonnées  œ,  y,  z  du  point  P  et  du 
temps  t.  Sur  tout  élément  âf?  passant  par  P,  s'exerce  un  effort  qui 
est  une  pression  normale  pde. 

D'après  cela,  dans  un  fluide  parfait  en  mouvement,  la  quadrique 
directrice  et  l'ellipsoïde  des  efforts  sont,  en  chaque  point,  à  chaque 
instant,  des  sphères. 

Il  faut  bien  remarquer  qu'il  n'existe  pas  de  fluides  parfaits;  les 
fluides  les  plus  mobiles  ont  une  certaine  viscosité.  Ainsi  l'eau  est 
un  liquide  visqueux  :  c'est  ce  qui  résulte  de  ce  fait  que  de  l'eau 
coulant  sous  l'action  de  la  pesanteur  dans  un  canal  rectiligne  de 
pente  constante  prend  un  mouvement  qui  est  loin  d'être  un  mou- 
vement uniformément  accéléré,  comme  il  devrait  arriver  évidem- 
ment si  les  molécules  d'eau  glissaient  sans  résistance  les  unes  sur 
les  autres. 

Néanmoins,  quand  il  s'agit  de  fluides  très  mobiles,  on  peut, 
comme  première  approximation,  les  traiter  comme  des  fluides 
parfaits. 

723.  Équations  du  mouvement  d'un  fluide  parfait.  —  Soient, 
comme  dans  le  Chapitre  XXX,  X,  Y,  Z  les  projections  des  forces, 
rapportées  à  l'unité  de  masse,  agissant  sur  les  éléments  de  volume 
du  fluide;  p  la  densité  du  fluide  et  J  l'accélération  de  l'élément 
fluide  placé  à  l'instant  t  au  point 

les  équations  générales  du  n°  616,  dans  lesquelles  on  fait 
Ti  =  Ts=T,=  ô,         NI=N2  =  N3=/>, 
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deviennent 

(I>      £  =  p(x-j-}'      ;|  =+(*-'*)>      55  =  p(z-J;)- 

Telles  sont  les  équations  du  mouvement  des  fluides  parfaits. 
Dans  ces  équations  X,  Y,  Z,  p  et  p  sont  des  fonctions  uniformes  et 
finies  de  #,  y,  z  et  t  dans  toute  l'étendue  du  fluide.  La  fonction  p 
est  assujettie  à  être  continue  en  tous  les  points  du  fluide,  puisque 
ses  dérivées  partielles  sont  finies,  d'après  les  équations  (i);  en 
outre,  cette  fonction  doit  rester  positive  ou  nulle  dans  le  fluide. 
La  densité  o  est  également  positive,  mais  peut-être  discontinue.  Il 
faudra  adjoindre  à  ces  trois  équations  (i)  V équation  caracté- 
ristique du  fluide 

(2)  $(p,p,t)  =  o 

entre  la  pression,  la  densité  et  la  température  t  (n°  627),  et  M  équa- 
tion de  continuité.  On  devra  demander  à  une  hypothèse  nouvelle 
une  autre  relation  entre  Tet  les  autres  fonctions  inconnues.  (  Voyez 
Duhem,  Hydrodynamique,  Elasticité,  Acoustique,  t.  I,  p.  99.) 

724.  Équation  caractéristique.  —  Nous  signalerons  pour  l'équa- 
tion caractéristique  trois  cas  simples,  très  importants  au  point  de 
vue  des  applications  : 

Premier  cas.  —  Le  fluide  est  un  liquide  incompressible  à  tem- 
pérature constante;  alors  on  a 

p  =  const. 

Deuxième  cas.  —  Le  fluide  est  un  gaz  parfait  suivant  les  lois  de 
Mariotte  et  de  Gay-Lussac  :  alors 

P 
— — i =  const., 

p(n-ocx)  ' 

a  étant  égal  au  coefficient  de  dilatation  des  gaz  — -- 

0  °      273 

Troisième  cas.  —  Transformation  adiabatique  d'un  gaz. — 
Si  le  mouvement  d'un  gaz  est  tel  que  les  éléments  en  mouvement 
sont  subitement  dilatés  ou  comprimés,  leur  température  change; 
mais  si  Ton  admet,  comme  il  arrive,  par  exemple,  dans  la  propa- 
gation du  son,  que  cette  dilatation  ou  cette  compression  sont  suf- 
fisamment rapides  pour  que  chaque  élément  fluide  ne  perde  ni  ne 
gagne  de  chaleur,  la  transformation  de  chaque  élément  dm  est 
III.  21 


322  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

dite  adiabatique  et  la  relation  entre  la  densité  et  la  pression  de 
l'élément  est  de  la  forme 

A*  et  y  désignant  des  constantes  dont  la  seconde,  y,  est  le  rapport 
de  la  chaleur  spécifique  du  gaz  sous  pression  constante  à  sa  cha- 
leur spécifique  sous  volume  constant,  y  =  i,  z}o8. 

Pour  l'étude  des  difficultés  qui  se  présentent  dans  des  cas  plus 
généraux,  nous  renverrons  à  une  Note  de  M.  Duhem  (Comptes 
rendus,  21  janvier  1901,  p.  117  ). 

725.  Discontinuités  dans  le  mouvement  d'un  fluide.  —  A  chaque 
instant  t,  la  pression  est  une  fonction  uniforme,  continue  et  posi- 
tive dans  toute  l'étendue  du  fluide. 

Les  autres  éléments  peuvent  subir  des  discontinuités.  Le  cas  le 
plus  simple  est  le  cas  où  la  discontinuité  affecte  la  forme  d'une 
surface  S  variable  avec  t.  La  discontinuité  est  alors  une  onde  qui 
se  propage  dans  le  fluide. 

Nous  avons,  à  la  fin  du  Chapitre  précédent,  étudié  en  détail  ce 
genre  de  discontinuités  et  nous  les  avons  classées  en  discontinui- 
tés des  divers  ordres,  d'après  M.  Hadamard  ('  ). 

En  particulier,  pour  les  discontinuités  du  premier  et  du 
deuxième  ordre,  nous  avons  étudié  les  variations  brusques  de  la 
densité,  de  la  vitesse,  de  l'accélération,  du  tourbillon,  quand  on 
passe  d'un  côté  à  l'autre  de  la  surface  S. 

II.   —   ÉQUATIONS    DU   MOUVEMENT   AVEC    LES    VARIABLES 

DE   LAGRANGE. 

726.  Équations  du  mouvement.  —  Soient  a,  6,  c  les  coordon- 
nées initiales  d'un  élément  fluide  à  l'instant  /  =  o,  x,  y,  z  ses 
coordonnées  à  l'instant  t\  pour  connaître  le  mouvement,  il  fau- 
drait connaître  x,y,  z,  p  et  p  en  fonction  de  a,  b,  c,  t. 

x=f  (a,  b,  c,  t), 

z  =  fo( a,  b,  c,  t), 


(1)  Voir  Hadamard,  Leçons  sur  la  propagation  des  ondes  et  les  équations 
de  l'Hydrodynamique.  Hermann,  éditeur. 
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Les  projections  de  la  vitesse  sont  alors 


j 


dx  dy  _  dz 

dt  dt  dt 

et  celles  de  l'accélération 

d2x  _  d2y  _d2z 

J  y  — z — ~~  1  J  v  — : y  J  **  — ■    — ~ • 

dr-  y       dt*  dt* 

Les  équations  du  mouvement  (i)  s'écrivent  donc 

( r \      L  ^E  —  y  —  d%x  -  d-P-  =  Y  —  ^-  I  ^P  —  7  —  — 

Uj       pdx~  dt*9  ?ày~''  dt*'  p  dz  <ft*' 

Il  faut  joindre  à  ces  équations  l'équation  ofe  continuité  et  l'équa- 
tion caractéristique 

(5)  Sf  =  P" 

On  a  ainsi  cinq  équations  pour  déterminer  #,  j/-,  z,  p  el  p  en 
fonction  de  a,  6,  c  et  £.   . 

Dans  les  équations  (4),  p  et  p  sont  supposés  exprimés  en  fonc- 
tion de  #,  y,  s,  £.  Si  l'on  veut  mettre  en  évidence  les  variables  in- 
dépendantes de  Lagrange  a,  b,  c,  £,  il  suffît  de  remarquer  que  p 
et  p,  étant  fonctions  de  x,y,  z,  deviennent  fonctions  de  a,  b,  c  par 
l'intermédiaire  de  x,  y,  z  qui,  d'après  (3),  sont  des  fonctions 
de  a,  b,  c.  On  a  donc,  en  particulier,  pour/?, 


(6) 


En  multipliant  ces  équations  par-  et  remplaçant  —  i  j-i  ~  par 

leurs  expressions  tirées  des   équations  du   mouvement,  on  a  les 
trois  équations 


(7) 


dp 
da 

dp  dx        dp  dy 
dx  da        dy  da 

dp  dz 
dz  da 

dp 
db 

dp  dx        dp  dy 
dx  db        dy  db 

dp  dz 
+  dz  db 

dp 
de 

dp  dx        dp  dy 
dx  de        dy  de 

dp  dz 
dz  de 

i    i   dp 

1   p  da 

/          d2x\dx        / 

d2y\dy        / 
dt*  )da\ 

d*z^ 
"  ~dt*  j 

dz 
1^ 

)   l  dp 

j  P.  àb 

/          d'2x\  dx 
-\X        dP'Jdb*'"" 

\   l  dp 

\   P  de 

/          d2x\  dx 
-\X       dt*      de~*~'-" 

324  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

qui,  jointes  à  l'équation  de  continuité  et  à  l'équation  caractéris- 
tique (5),  déterminent  les  cinq  fonctions  se,  y,  z,p  et  p  des  variables 
indépendantes  a,  6,  c,  t. 

727.  Conditions  initiales  et  conditions  aux  limites.  Disconti- 
nuités. —  Dans  l'intégration,  il  faudra  tenir  compte  de  deux 
espèces  de  conditions  :  les  conditions  initiales  ayant  lieu  pour 
t  =  o,  et  les  conditions  aux  limites  ayant  lieu  aux  limites  du  fluide, 
quel  que  soit  t. 

i°  Conditions  initiales.  —  On  donne  à  l'instant  t  =  o  la  ré- 
gion R0  de  l'espace  occupée  par  le  fluide,  la  pression  et  la  den- 
sité p0  et  o0  en  chaque  point  a,  &,  c  du  fluide  et  les  projections  des 
vitesses  initiales  u0,  vQr  w0  de  chaque  élément.  Donc  pour  t  =  o, 
p0,  o0,  m0,  v0,  w0  sont  des  fonctions  données  de  a,  b,  c  dans  la 
région  R0. 

2°  Conditions  aux  limites.  —  D'autres  conditions  sont  impo- 
sées au  fluide  pendant  son  mouvement  :  ce  sont  les  conditions  aux 
limites  ou  à  la  surface. 

Le  cas  le  plus  simple  est  le  cas  où  le  fluide  est  assujetti  à  rester 
dans  un  espace  limité  par  des  surfaces  fixes  données;  c'est  le  cas 
d'un  gaz  ou  d'un  liquide  assujetti  à  rester  dans  un  vase  fixe  qu'il 
remplit  entièrement,  ou  à  couler  dans  un  tube  fixe  dont  il  touche 
les  parois.  Il  faudra  alors  exprimer  qu'à  un  instant  quelconque  t 
les  éléments  fluides  qui  touchent  la  surface  fixe  donnée  ont  une 
vitesse  tangente  à  cette  surface.  Soit  W(x,  y,  z)  =  o  l'équation 
de  la  surface  fixe;  il  faut  que  l'on  ait  identiquement,  quelque 
soit  t, 


dW 

ÔW 

dW 

u  -— 

H-  V 

, 

-t-  w 

— — 

=  o 

ox 

ày 

dz 

pour  tous  les  éléments  liquides  pour  lesquels  W(x,y,  z)  est  nul. 
Plus  généralement  il  pourrait  arriver  qu'un  fluide  fût  assujetti 
à  rester  en  contact  avec  une  surface  matérielle  dont  la  forme  et 
la  position  dépendent  du  temps, 

(8)  W(x,y,z,t)  =  o; 

tel   serait  le  cas    d'un  fluide  contenu  dans  un  vase   animé  d'un 
mouvement  donné.  Il  faut  alors  écrire  que  l'élément  fluide  dm  de 
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coordonnées  x,  y,  z,  qui,  à  l'instant  t,  est  sur  la  surface  (8), 
glisse  le  long  de  cette  surface,  c'est-à-dire  que  sa  position  x-^-dx, 
y  -+-  dy,  z  +  dz  à  l'instant  t  -+-  dt  est  encore  sur  la  surface  ;  on  a 
ainsi  la  condition 

W(x  -h  dx,y  -+-  dy,  z  -+-  dz,  t  -+-  dt)  =  o. 

Développant  et  tenant  compte  de  W  =  o,  on  a 

dW   ,         dW   _         dW   .         dW   , 

— —  dx  -f-  -t—  «r  H — —  «3  H — r-  dt  =  o; 

dx  dy  az  dt 

mais  cte,  dy,  dz,  étant  les  projections  du  déplacement  de  l'élé- 
ment dm  pendant  le  temps  dt,  sont  égaux  respectivement  à  udt, 
vdt,  wdt,  et  la  condition  devient 

dW         dW  dW       dW 

(q)  II- ht>— -  -4-  W h-T-=0. 

KV  dx       t    ày  dz         dt 

Quand  il  s'agit  d'un  liquide,  il  peut  exister  une  surface  libre  : 
si  cette  surface  libre  confine  au  vide,  la  pression  sur  la  surface  libre 
devra  être  nulle  ;  si  la  surface  libre  est  eu  contact  avec  l'air  re- 
gardé comme  immobile,  la  pression  sur  cette  surface  est  constante 
et  égale  à  la  pression  atmosphérique.  La  surface  libre  a  alors  pour 
équation  p  — pa=  o,  pa  étant  constant  ;  en  outre,  comme  les  par- 
ticules qui  sont  à  la  surface  libre  restent  en  contact  avec  cette 
surface  pendant  le  temps  dt,  on  a,   sur  cette  surface,  d'après  (9) 

dp  dp  dp        dp 

îtf+cf  H-tv-r  +  f  =  0. 
dx  dy  dz         dt 

Dans  certains  cas  les  deux  sortes  de  conditions  aux  limites 
existent  à  la  fois  pour  un  liquide  :  par  exemple,  un  liquide  coulant 
dans  un  canal  fixe  à  ciel  ouvert  est  assujetti  à  rester  en  contact 
avec  des  surfaces  fixes  et  en  même  temps  à  avoir  sa  pression  con- 
stante sur  la  surface  libre. 

Il  peut  arriver  que,  pour  satisfaire  à  ces  diverses  conditions  aux 
limites,  il  faille  admettre  dans  le  fluide  l'existence  de  certaines 
discontinuités  du  genre  de  celles  que  nous  avons  signalées  à  la  fin 
du  Chapitre  précédent. 
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728.  Cas  où  la  densité  est  fonction  de  la  pression.  —  Les  équa- 
tions se  simplifient  quand  la  densité  est  fonction  de  la  seule  pres- 
sion 

P  =/(/>)• 

Ce  cas  se  présenterait  en  particulier  si  la  température  x  restait 
constante  en  tous  les  points  et  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment; car,  dans  cette  hypothèse,  l'équation  caractéristique  entre/), 
p  et  t  deviendrait  une  relation  entre  p  et  p. 

11  se  présente  aussi  quand  chaque  élément  subit  une  transforma- 
tion adiabatique  (724). 

Supposons  donc  p  =  f(p)  et  introduisons,  au  lieu  de  la  pres- 
sion, la  fonction 

p=   [PdP_=  fP    dP  t 

Jpn     P        Jpo  /(/>)' 

oùpo  est  une  constante  quelconque  :  P  est  une  fonction  uniforme 
de  p  définie  à  une  constante  près,  car  la  limite  inférieure  de  l'in- 
tégrale p0  est  arbitraire. 

Comme  p  est  une  fonction  des  coordonnées  x,y,  z  de  l'élé- 
ment dm  et  du  temps  £,  il  en  est  de  même  de  P,  et  l'on  a  évi- 
demment 

dP         i   dp  dP         I   dp  dP         i   dp 

dx        p  dx  dy        p  dy  dz         p  dz 

Les  équations  sont  alors 

fcx  dP  dïy  dP  fcz  _  dP 

(IO)       ~dïï~x~dx'y       ~M-X~~dy'       ~dF^-L~dI; 

on  a  ainsi,  avec  l'équation  de  continuité,  quatre  équations  définis- 
sant a?, y,  z)  P  en  fonction  de  a,  &,  c,  t. 

Les  équations  sont  écrites  en  regardant  P  comme  une  fonction 
de  x,y,  z.  t)  mais  #, y,  z  étant  des  fonctions  de  a,  6,  c,  t,  P  est 
fonction  de  a,  6,  c  par  l'intermédiaire  de  x,y,  z,  et  l'on  a 


dP 

da 

dP  dx        dP  dy 
dx  da        dy   da 

dP   dz 
dz   da 

dP 

dP  dx  -+- .  .  .  , 

db 

dx  db 

dP 
de 

dP  dx 

dx  de 
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rlemplaçant,  dans  ces  identités,  -r—  >  -t— >  —  par  leurs  valeurs  ti- 
rées de  (10),  on  aurait  les  quatre  équations  du  mouvement  sous  la 
forme 


(") 


dP        /          d*x\ 

da  ~~  \           dP  ) 

!  àx       (          d*y\ 

1  da        \           dP  j 

'  da 

■(•- 

d*-z" 
dP  t 

\dz 
Ida' 

dP        /          d*xs 
db   ~  \     ~~  dfl] 

\  dx 

ÔP     _  /          d*x^ 

~dc  "  \           dP  / 

\  dx 

pD  — p0=  0, 

où  les  variables  indépendantes  a,  b,  c,  t  sont  mises  en  évidence. 

729.  Cas  où,  la  densité  étant  fonction  de  la  pression,  il  existe 
en  outre  une  fonction  des  forces.  —  Soit,  comme  dans  le  numéro 
précédent,  p  =f(p),  mais  supposons,  en  outre,  que  la  force  X, 
Y,  Z  rapportée  à  l'unité  de  masse  dérive  d'une  fonction  de  forces 
U(#,  y,  z)  ou,  plus  généralement,  que  X,  Y,  Z  soient  les  dérivées 
partielles,  par  rapport  à  .r,  y,  z,  d'une  fonction  U(#, y,  z,  t) 
pouvant  contenir  le  temps  : 

X  =  —  Y  =  —  Z  =  —  ■ 

dx  dy  dz  ' 

les  équations  (10)  du  mouvement  peuvent  alors  être  écrites  sous 
une  forme  encore  plus  simple,    si    l'on  introduit  la   fonction  de 

x,  y,  z,  t 

Elles  deviennent,  en  effet, 

(l2)  d^  =  dq  cPy  _  dQ  dPz  _    dQ 

{î2)  dP        dx'  dP"dy'  dP  ~ "dz  ' 

On  peut  interpréter  ces  équations  en  disant  que,  dans  le  cas  con- 
sidéré, il  existe  un  potentiel  des  accélérations  ou  une  fonc- 
tion des  accélérations. 

En  effet,  les  équations  du  mouvement  expriment  qu'à  chaque 
instant  t,  dans  toute  l'étendue  du  fluide,  les  projections  du  vecteur 
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accélération  sont  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  x,y,  z  d'une 
certaine  fonction  Q  de  x1y1  z,  t. 

730.  Cas  où  il  existe  un  potentiel  des  vitesses  pour  une  partie 
de  la  masse  fluide;  théorème  de  Lagrange;  démonstration  de 
Cauchy.  —  A  chaque  instant  t,  les  projections  w,  p,  w  de  la  vi- 
tesse d'un  élément  fluide  quelconque  dm  sont  déterminées  :  ce  sont 
donc  des  fonctions  uniformes  du  temps  t  et  des  coordonnées  x,  y,  z 
de  l'élément  à  l'instant  considéré.  En  supposant  ?/,  v,  w  exprimés 
de  cette  façon,  on  emploie  le  système  des  variables  d'Euler. 

Comme  nous  l'avons  vu  au  n°  708,  on  dit  qu'il  existe,  à  l'ins- 
tant t,  un  potentiel  des  vitesses  pour  une  certaine  portion  du 
fluide,  quand,  à  cet  instant,  les  valeurs  de  w,  v,  w  relatives  à  cette 
portion  du  fluide  sont  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  x,y,  z 
d'une  fonction  <p  de  x,y,  z  : 

do  d<p  d<x> 

U  =      ri  ,  P    =    — L  ,  W    =    V L  .• 

ox  ay  oz 

Le  champ  des  vecteurs  vitesses  W,  réduit  à  la  portion  de  fluide 
considérée,  dérive  alors  de  la  fonction  cp.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
il  faut  et  il  suffît  que  le  tourbillon  û  de  projections  (Ç,  r\,  Ç)  soit 
nul  à  l'instant  t  en  chaque  point  de  cette  portion  du  fluide. 

Cette  propriété  des  vitesses  peut  exister  pour  une  certaine  va- 
leur numérique  de  £,  c'est-à-dire  à  un  instant  déterminé .  Mais 
peut-elle  avoir  lieu  quel  que  soit  £,  c'est-à-dire  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement?  En  d'autres  termes,  un  mouvement  peut-il 
être  constamment  irrotationnel  pour  tous  les  éléments  d'une  cer- 
taine partie  du  fluide?  Le  théorème  suivant,  dû  à  Lagrange,  donne 
un  cas  très  général  dans  lequel  il  en  est  ainsi  : 

Théorème  de  Lagrange.  —  Supposons  que,  dans  un  fluide 
parfait  en  mouvement,  la  forée  rapportée  à  V unité  de  masse 
dérive  d'une  fonction  U(#,jk5  z,  t),  et  que  la  densité  soit 
fonction  de  la  seule  pression  ;  alors,  si,  à  un  instant  déterminé, 
les  vitesses  d'une  portion  du  fluide  dérivent  d'un  potentiel,  il 
en  est  de  même  à  tout  autre  instant  pour  cette  portion  du 
fluide. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  faut  montrer  que,  si  le  tour- 
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billon  est  nul  dans  une  partie  de  la  masse  fluide  à  l'instant  initial 
t  =  o,  il  l'est  dans  cette  même  partie  à  un  instant  quelconque  t, 
et,  réciproquement,  si  le  tourbillon  est  nul  dans  une  partie  du 
fluide  à  l'instant  t,  il  l'est,  dans  cette  même  partie,  à  l'instant 
initial. 

A  l'instant  initial,  t  =  o,  w,  p,  w  prennent  des  détermina- 
tions w0,  ç0,  Wq  qui  sont  fonctions  des  coordonnées  initiales 
a,  b,  c  des  éléments  fluides  dans  la  région  $l0;  les  projections  Ç, 
7j,  Ç  du  vecteur  tourbillon  Q  (n°  710)  prennent  donc,  pour  t  —  o, 
les  valeurs  initiales  données  par  les  formules 


dw0        dv0  àuo        dwQ  __  di>0        du0 


A  l'instant  £,  l'élément  fluide  parti  du  point  <2,  b,  c  occupe  une 
position  x,  y,  z  et  possède  une  rotation  moyenne  (ou  tourbillon) 
de  projections 

.  £  _  dw        dv  du        dw  dv         du 

dy        dz  dz        dx  dx        dy 

Il  faut  montrer  que,  si,  dans  une  partie  du  fluide,  £0,  7)0,  Ç0  sont 
nuls,  il  en  est  de  même  de  Ç,"tj,  Ç  et  inversement.  C'est  ce  que 
Cauchy  a  établi  d'une  manière  simple  en  montrant  que  £,  r0  Ç  sont 
des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  Ç0,  7)0,  Ç0  et  inversement. 
Démonstration  de  Cauchy.  —  D'après  les  hypothèses  faites 
dans  l'énoncé  du  théorème,  on  peut,  comme  nous  l'avons  vu  dans 
le  numéro  précédent,  écrire  les  équations  du  mouvement 

du  _    dQ  dv  _    dQ  dw        dQ 

dt        dx  dt        dy  dt         dz 

en  posant 

Nous  désignerons,  pour  abréger,  par  ur,  v',  w'  les  dérivées  —f-i-r> 

dw  ,     .  -.       ,         .         , 

—rri  et  nous  écrirons  les  équations  du  mouvement 

(l5)  K'=   -^,  p'=-r-^,  «/=-^. 

da;  dj'  dz 

Dans  ces  équations,  Q  est  regardé  comme  fonction  de  x,  y,  s,  £, 
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mais  œ,  y,  z  sont  des  fonctions  de  a,  b,  c,  t.  On  a  donc 


dQ  _    dQ  dx 
da        dx    da 

dQ  dy       dQ  dz 
dy   dx        dz    da 

ou,  d'après  (i5), 

dQ          ,  dx 
da            da 

,  dy           ,  dz  m 
da            da  ' 

on  trouve  de  même 

dQ          ,  dx 
db             db 

,dy           ,dz 

V    — h  W   • 

db  ^      db 

Éliminant  Q  entre  ces  deux  relations  à  l'aide  de  la  relation 

d   fdQ\        d   fdQ 

on  a  l'équation 


da  V  db  1        db  V da 


du'  dx        du'  dx        dv'  dy        dv'  dy        dw'  dz        dw'  dz 
da   db         db    da        da   db        db   da         da    db         db    da 

Si  maintenant  on  remarque  que,  d'après  les  théorèmes  élémen- 
taires sur  l'interversion  des  dérivations  partielles,  on  a 

d   I du\        du'  dx  d   / dx\        du 

dt  \da)        da  dt  dt  \da  J        da 

on  reconnaît  sans  peine  que  le  premier  membre  de  (16)  est  la  dé- 
rivée partielle,  par  rapport  à  t,  de  la  quantité 

du  dx        du  dx        dv    dy        dv   dy        dw  dz        dw  dz 
da  db        db  da       da  db        db  da       da   db       db    da 

Cette  quantité,  ayant  sa  dérivée  par  rapport  à  t  nulle,  est  donc 
indépendante  du  temps  t  :  elle  est  égale,  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement,  à  sa  valeur  initiale;  or,  à  l'époque  t  =  o,  on  a 

u  =  u0,         v  =  v0,         w  —  wp0,         a?  =  a,        y  =  b,         z  =  c 

et,  par  suite,  toujours  pour  t  =  o, 

dx  dx  dy  dy 

—  =  i  —  =  o  -z—  =  o  —  =i  .  .  .  • 

da        '  db         '  da         '  db         ' 

la  valeur  initiale  de  la  quantité  considérée  est  donc 

dv0        du0 
da         db 
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On  en  conclut  l'équation 

du  dx        du  dx        dv   dy        dv   dy       dw  dz       dw  dz        àvç       du0 
da  db        db  da        da  db        db  da       da    db       db    da        da        db 

et  deux  équations  analogues  obtenues  en  permutant  a,  b,  c  et 
u0,  p0,  Wq.  Nous  écrirons  ces  trois  équations  en  introduisant  la 
notation  des  tourbillons  (i3)  :  nous  aurons  ainsi 

du  dx        du  dx        dv   dy        dv    dy        dw  dz        dw  dz 
da  db        db  da        da  db         db  da        da    db        db   da 

,  du  dx        du  dx        dv   dy        dv   dy        dw  dz        dw  dz  t 

*    db  de        de    db        db  de         de    db         db   de         de    db  ' 

du  dx        du  dx        dv   dy        dv    dy        dw  dz        dw  dz 
de   da       da  de        de  da       da  de         de   da       da   de 

Introduisons  maintenant  dans  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions les  dérivées  partielles  de  u,  e,  wpar  rapport  à  x,  y,  z.  Pour 
cela,  il  suffit  de  remarquer  que,  à  l'instant  £,  la  vitesse  de  l'élé- 
ment dm  qui  est  au  point  x,  y,  z  est  bien  déterminée  :  les  pro- 
jections a,  v,  w  de  cette  vitesse  sont  donc  des  fonctions  de  x,y, 
Z)  d'autre  part,  on  peut  regarder  ces  projections  comme  fonc- 
tions de  a,  6,  c  par  l'intermédiaire  de  x,  y,  z,  qui  sont  fonctions 
de  a,  b,  c  :  on  a  donc 


du 
da 

du  dx  du  dy  du  dz 
dx  da        dy  da       dz   da 

du 

db 

du  dx  du  dy  du  dz 
dx  db        dy  db        dz   db3 

en  portant  dans  la  première  des  formules  (18),  on  voit  que  le  pre- 
mier terme  de  cette  formule  devient 

du  dx        du  dx  _    du  /  dx  dy        dx  dy\        du  f  dx  dz        dx  dz\ 
da  db        db   da  ~~  dy  \àb   da        la  db /        dz  \d~b  ~dâ        da  ~db)' 

On  calcule  de  même  les  deux  autres  termes  dans  la  première  for- 
mule (18),  en  permutant  x,y,  z  et  u,  v,  w, 

dv   dy  dv   dy        dv  / dy  dz  dy  dz\        dv  l dy  dx  dy  dx\ 

da  db  àb  da  " ~  dz\db  da  da  db  /        dx  \àb  da  da  db /  ' 

dw  dz  dw  dz        dw  I  dz  dx  dz   dx\        dw  /  dz  dy  dz  dy\ 

da  db  db   da  "  dx  \db  da  da  db  /  ~^  dy  \~db  da  9â  db /' 

Ajoutant  ces  trois  quantités  pour  les  égaler  à  2Ç0,  d'après  la  pre- 
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mi  ère  formule  (18),  on  a 


(«<)) 


/ dw 

w 

du 
dz 


/dz  dy        dz   dy 


dv_ 

dz]    \db  da 

dw\   /dx  dz 
ôx  )  \db  da 


da  db 

dx  dz  N 
da  db  j 


l  dv         du\    / dy  dx        dy  dx\ 
\dx         dy  /    \db  da        da  db  J 


On  transformerait  de  même  la  deuxième  et  la  troisième  des 
équations  (18),  et  l'on  obtiendrait  ainsi  les  trois  équations  sui- 
vantes, dans  lesquelles  nous  remplaçons  les  quantités  - — , 

par  2?,  27i,  2Ç, 


dz 


,  dz  dy        dz  dy 
*  db  da        da  db 


/  dx  dz         dx  dz 
1  \db  da        da  db 


(10) 


>( 


dz  dy        dz   dy\  I  dx  dz 

de  db        db  de  J  \dc  db        db   de 


dx  dz 
db  de 
dx  dz 


t  / dz   dy        dz  dy\  /dx  dz 

\da  de        de  da  J  \da  de        de  da 


/dy  dx  dy  dx\ 
'^{db  da~da"db)  =  ^°' 

/dy  dx  dy  dx\ 
^\dc~db~  db  de  J  =  *0' 

/dy  dx  dy  dx\ 
^\dâ"dc  ~  de   dâ.)  =Tio' 


On  obtient  des  formules  équivalentes  plus  simples  en  résolvant 
ces  trois  équations  du  premier  degré  par  rapport  à  Ç,  rj,  Ç.  Pour 


avoir  £,   on  multipliera  la  première  de  ces  équations  par  — ,  la 

uT*  OIT 

deuxième  par  —  >  la  troisième  par  -^-  et  l'on  ajoutera.  Le  coeffi- 
cient de  Ç  dans  la  somme  est  alors  le  développement  du  détermi- 
nant 

dx     dx     dx 

da     db     de 


D  = 


dy 

dy 

dy 

da 

db 

de 

dz 

dz 

dz 

da 

db 

de 

par  rapport  aux  éléments  de  la  première  ligne  :  les  coefficients  de 
7)  et  Ç  sont  nuls,  comme  on  le  vérifie  immédiatement.  On  a  donc 


(21) 


r  y       y    dx  dx  dx 

D«  =  «•  Ta  +  l»  db     +Ço^; 


on  trouve  de  même,  en  multipliant  les  équations  (20)  par-^->  —-» 
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dy  .  dz    dz     dz  .  i        -, 

■—  et  ajoutant,  puis  par  -r- >  j-  ?  -^  et  ajoutant,  les  deux  autres  re- 
lations 

dy 


(21') 


D'après  l'équation  de  continuité,  le  déterminant  D  n'est  pas  nul, 
il  est  égal  à  —  ;  dans  le  cas  où  le  fluide  est  un  liquide  incompres- 
sible à  température  constante,  D  =  i . 

Ces  équations  de  Cauchy  rendent  maintenant  le  théorème  de 
Lagrange  évident.  En  effet,  si  à  l'instant  t  =  o,  pour  un  élément 
fluide  déterminé,  le  tourbillon  Q0(?o>  *1o>  ?o)  est  nu^  ^es  équa- 
tions (21)  et  (21')  montrent  que,  pour  ce  même  élément,  le  tour- 
billon Û(£,  7],  Ç)  est  nul  à  un  instant  postérieur  quelconque  t. 
Inversement,  d'après  les  formules  (20),  si  ù  est  nul,  Q0  l'est.  Le 
théorème  de  Lagrange  est  donc  démontré. 

Les  relations  établies  par  Cauchy  sont  d'une  importance  capi- 
tale :  elles  montrent  que  le  tourbillon  est  un  élément  cinéma- 
tique qui  est  indestructible  par  les  forces  de  la  nature,  par  les 
forces  conservatives  qui  agissent  sur  le  fluide,  aussi  bien  que  par 
les  pressions  de  celui-ci.  Si  la  rotation  d'un  élément  n'existe  pas, 
elle  ne  naîtra  pas  et,  si  elle  est  née,  elle  subsistera.  Elle  ne  peut 
naître  ou  s'éteindre  que  par  l'action  du  frottement  ou  de  forces 
non  conservatives  (*). 

Le  théorème  de  Lagrange  s'applique  en  particulier  d'une  ma- 
nière simple,  quand  le  liquide  en  mouvement  part  du  repos. 
Alors  on  a  en  tous  les  points  a,  b,  c  du  liquide  dans  sa  position 

initiale 

w0  =  o,         f>o  =  o,         wQ  =  o  ; 

par  suite,  le  tourbillon  initial  est  nul  en  chaque  point 

£0  =  0,         ï)o  =  o>         £0  =  o. 
Donc,   à  un  instant  quelconque  du  mouvement,  les  projections 


(')  Maurice  Lévy,   L'hydrodynamique  moderne,  etc.  {Revue  des  Sciences, 
p.  72/j;  1890). 
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Ç,  7j,  Ç  du  tourbillon  sont  nulles,  et  les  vitesses  dérivent  d'un 
potentiel. 

731.  Interprétation  des  équations  de  Cauchy.  Généralisation 
du  théorème  de  Lagrange.  Équations  de  Weber.  —  Les  équations 
de  Cauchy  ont  évidemment  une  portée  plus  générale  que  la  con- 
clusion spéciale  que  nous  en  avons  tirée.  Nous  y  reviendrons  à 
propos  de  la  théorie  des  tourbillons.  On  peut  les  interpréter  de  la 
façon  suivante  : 

Considérons  l'expression  différentielle 

(  22  )  u  dx  -h  v  dy  -h  w  dz  —  (  u0  da  -+•  ^0  db  -+-  w0  de  ) , 

où  t  est  regardé  comme  une  constante,  et  #,  y,  z  comme  des 
fonctions  de  a,  b,  c,  t  correspondant  au  mouvement  du  fluide.  Les 
équations  de  Cauchy  telles  que  (18)  signifient  que,  pour  chaque 
valeur  de  t,  V expression  (22)  est  une  différentielle  totale 
exacte. 

En  effet,  t  étant  regardé  comme  une  constante,  on  a 

,  dx    ,  dx    7J        dx    7 

dx  =  —  da  -+-  — .-  db  -4-  -7-  de. 
da  db  de 

dy  =  -f-  da  h-  -xt  db  h — ^—  de, 

J        da  db  de 

dz  dz  dz 

dz  =  —  da  -+-  -77  db  -h  —  de. 
da  db  de 

L'expression  (22)  s'écrit  alors 

dx  dy  dz  \    ,  /     dx  dy  dz  \    „ 

u hP-7 — h  w u0  )  da  +  (  u  -y  -+-  v  -rj-  -h  w  —j Va)  db 


da  da  da  J  \     db  db  db 

f     dx  dy  dz  \    . 

^\uTc^vTc+wlTc-w°)dc> 
expression  de  la  forme 

A  da  -h  B  db  -t-  G  de  ; 

et  les  relations  telles  que  (18)  signifient,  comme  on  le  verra  immé- 
diatement, 


dB     _  dk 

dC  __  dB 

d\  __  dC  m 

da         db 

db         de 

de        da  ' 

la  quantité  considérée  est  donc  bien  une  différentielle  exacte  d'une 
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fonction 

F(a,  b,  c,  t) 

et  l'on  a,  pendant  tout  le  mouvement, 

dx  dy  dz  d¥ 

da  da  da  da 

dx  dy  dz  d¥ 

dx  dy  dz  d¥ 

de  de  de  de 

équations  que  l'on  peut  résumer  dans  l'équation  unique 

u  dx  -+-  v  dy  -+-  w  dz  —  (  u0  da  -+-  p0  db  -t-  w0  de)  =  d¥. 

D  après  ces  équations  (20),  les  trois  dérivées—»  -y,  —  sao- 
r  *■  v       n  da    db      de 

nulent  pour  t  =  o,  car  u,  p,  w  prennent  alors  les  valeurs  u0,  v0,  w0 
et  x,  y,  z  les  valeurs  a,  &,  c.  Donc  pour  t  =  o,  F  se  réduit  à  une 
constante  indépendante  de  a,  b,  c. 

Dans  cette  manière  d'interpréter  le  calcul  de  Gauchy,  le  théo- 
rème de  Lagrange  sur  le  potentiel  des  vitesses  devient  évident  :  si 

u0  da  -+■  Vq  db  ~\-  w0  de 

est  une  différentielle  totale  exacte  d' une  fonction  <fo(a1  b,  c), 

u  dx  -4-  v  dy  -h  w  dz 

est  également  une  différentielle  exacte  à  chaque  instant  t.  On 
a  en  effet 

u  dx  -f-  v  dy  -t-  w  dz  =  u0  da  -h  v0db  -+-  w0  de  -f-  d¥  ; 

si  donc 

Uq  da  -+-  Vq  db  -+-  w0  de  =  dy0, 
on  a 

u  dx  h-  v  dy  -h  w  dz  =  d(y0-Jr¥), 

et  le  théorème  de  Lagrange  est  démontré. 

Différentions  la  première  des  équations  (23)  par  rapport  à  t  en 

d   000        oit  •       • 

remarquant  que  -r  -r-  =  -r-t  •  •  •  ;  il  vient 

du  dx        dv  dy        dw  dz  du  dv  dw         d    dF 

dt  da        dt  da        dt    da  da  da  da        da    dt 
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Mais,  d'après  les  équations  du  mouvement  (12),  l'ensemble  des 
trois  premiers  termes  s'écrit 

dQ  dx       dQ  dy        dQ  àz 
dx   àa        dy   da        dz   da 

ce  qui  est  identique  a  r— •  Un  a  donc 


^[>  +  ^"!^-2>-§ 


"1 

Q+  i:(u'--+-  p2+  w«)-   ^-    =  o. 

On  trouverait  de  même 

La  fonction  entre  crochets  est  donc  indépendante  de  «,  &,  c  et 
ne  dépend  plus  que  de  t.  D'où 

_h_(W2+p24_w2)___=x(0. 

Comme  jusqu'ici  la  fonction  F  a  simplement  été  définie  par  la 
condition  que  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  a,  b,  c  aient 
des  valeurs  données,  elle  n'est  déterminée  qu'à  une  fonction  de  t 

près  et  l'on  peut  faire  rentrer  i  y(t)dt  dans  F  en  remplaçant  F 

par  F  -+-  !  %(t)  dt;  on  a  donc  enfin 

^        1  ,    »         «  »s        d¥(a,  b,  c,  t) 

(24)  Q  +  >(M2+(;2+HC,2.)=   L-^_2-J-J, 

où  la  fonction  F  est  maintenant  complètement  déterminée  à  une 
constante  additive  près.  On  peut  convenir  de  déterminer  cette 
constante  de  façon  que  F  s'annule  avec  £,  car,  pour  t=  o,  F  est 
indépendant  de  a,  6,  c. 

Les  équations  (a3)  et  (24)  ont  été  données  par  Weber  dans  le 
Tome  68  du  Journal  de  Crelle  en  1 868  ;  avec  l'équation  de  conti- 
nuité et  l'équation  p  =  y*(yp),  elles  forment  un  système  de  six  équa- 
tions du  premier  ordre  déterminant  x,  y,  s,  p,  /?,  F  en  fonction 
de  a,  &,  c,  t.  Dans  ces  équations,  il  faut  imaginer  u,  v,  w  rem- 
n       ,  dx    dy     dz 

Places  Par  dt'-di'Tt- 
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732.  Propagation  d'une  discontinuité  du  deuxième  ordre  dans 
un  gaz;  vitesse  du  son;  théorème  de  Hugoniot.  —  Supposons  que, 
dans  un  fluide  au  repos,  ayant  en  chaque  point  une  densité  p0  et 
une  pression  /?0,  on  produise  un  ébranlement  initial  donnant  nais- 
sance à  une  discontinuité  du  second  ordre  limitée  par  une  surface. 
Supposons  de  plus  que  cette  discontinuité  se  propage  en  conti- 
nuant à  affecter  la  forme  d'une  surface  S,  comme  nous  l'avons 
expliqué  dans  le  dernier  paragraphe  du  précédent  Chapitre.  C'est 
ce  qui  a  lieu  pour  la  propagation  d'une  onde  sonore  dans  un  gaz  : 
en  effet,  dans  ce  cas,  l'onde  affecte  la  forme  d'une  surface  S  et, 
d'un  côté  à  l'autre  de  cette  surface,  les  dérivées  secondes  des  coor- 
données «r,  y,  z  d'un  élément  et  particulièrement  l'accélération 
d'un  élément  subissent  des  variations  brusques. 

Il  est  très  remarquable,  comme  l'a  montré  Hugoniot  [Comptes 
rendus,  t.  CI)  que  l'on  puisse  calculer  la  vitesse  de  propagation  G 
de  cette  onde,  en  chaque  point,  à  chaque  instant,  sans  intégration, 
en  employant  simplement  les  conditions  de  compatibilité  précé- 
demment indiquées. 

Les  équations  du  mouvement  sont  de  la  forme 

i   dp  _  du 

p  dx  dt 


Les  forces  X,  Y,  Z  sont  supposées  quelconques,  mais  finies  et 
continues  en  tous  les  points  du  fluide,  comme,  par  exemple,  la 
pesanteur.  Nous  supposons  en  outre  qu'il  y  ait  une  relation  entre 
la  pression  p  et  la  densité  p,  relation  que  nous  écrirons] 

p  =  W(p). 
On  a  alors 

dx  dx 

et  les  trois  équations  du  mouvement  peuvent  s'écrire 


où  Lp  est  le  logarithme  népérien  de  p. 

Ceci  posé,  désignons,  comme  plus  haut,  par  8<p  la  différence  des 

III.  22 
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valeurs  que  prend  une  fonction  quelconque  cp  de  pari  et  d'autre  de 
la  surface  de  discontinuité.  La  densité  p  est  continue  à  travers 
cette  surface  :  donc  sur  la  surface  elle  est  égale  à  p0,  puisque,  au 
moment  où  l'onde  arrive  dans  une  certaine  position,  la  partie  du 
fluide  située  du  côté  de  la  surface  de  discontinuité  non  encore 
atteint  par  l'onde  est  au  repos  dans  l'état  d'équilibre  considéré  au 

dl   n 

début.  Les  quantités  X,  Y,  Z  sont  également  continues,  mais  -~ 

du  v  ■  ,   ..  c 

et  — r-  sont  discontinues  a  travers  o. 
dt 

L'équation  du  mouvement  (A)  donne  donc,  si  l'on  égale  les 
variations  des  deux  membres,  d'une  face  à  l'autre  de  la  discon- 
tinuité, 

^  „„, ,    x  ps  àh  p  ^  du 


car  8X  =  o. 

On  peut  toujours  imaginer  que  l'instant  actuel  soit  l'instant 
initial  ;  on  a  alors  x  =  a,  y  =  b,  z  =  c, .  .  .  et,  d'après  les  résultats 
du  n°  719, 


.dhp_^dhp  i    dF  /X  dF        f*  dF        v 

dx  da  h  da  \  h  da        h  db         h 


dF 
de 


F(a,  6,  c,  t)  =  o  étant  l'équation  de  la  surface  de  discontinuité. 
D'autre  part,  on  a,  d'après  les  conclusions  du  n°  718, 


dt  '         l  ' 


G  désignant  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde. 

L'équation  (B)  donne  donc,  puisque  p  =  p0  sur  la  surface, 

On  a,  de  même,  en  prenant  les  deux  autres  équations  du  mou- 
vement, 


(C) 


[       {Po)h  dc\ïi  da  "*"  h  db  +  h  de)  " 
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Ajoutons  oes  trois  équations,   après  avoir  multiplié  la  première 

i   dF    !     j  i   dF    .  .  .,  i   <)F    r  , 

par  t  -r— »  la  deuxième  par  -=■  ~-y-,  la  troisième  par  T  —  •  Comme  la 
r       h  àa  l        h  oo  l        h  oc 

somme  des  carrés  de  ces  trois  multiplicateurs  est  égale  à  i ,  puisque 
ce  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  de  dis- 
continuité, on  obtient  la  relation 


L*  KPo)       ^  *\h  da        h  db        h  dcj 


=  o. 


L'un  des  deux  facteurs  de  ce  produit  doit  être  nul.  En  égalant  le 

t        -,         r  a  dF  ,      ,  .  !      ,. 

deuxième  iacteur  T h.  .  •  a  zéro,  on  exprime  que  la  disconti- 

h  àa  J  l 

nuité  est  transversale;  mais  une  discontinuité  de  ce  genre  ne 
peut  pas  se  propager  dans  un  gaz,  car  les  équations  (G)  donnent 
alors  G  =  o.  C'est  donc  le  premier  facteur  qui  est  nul,  et  l'on  a 


T.^-fê); 


w 

d'où,  pour  la  vitesse  de  propagation, 


G  = 


V    \d?)0 


Comme  le  remarque  M.  Hadamard  (Bulletin  de  la  Société 
mathématique,  1901)  le  signe  de  G,  c'est-à-dire  le  sens  de  la  pro- 
pagation, est  défini  par  la  connaissance  des  deux  vecteurs  X,  u,  v, 
\{ ,  jjl^  ,  v,  dont  le  quotient  est  G. 

La  discontinuité  est  longitudinale,  caries  équations  (C)  mon- 
trent que  X,  pi,  v  sont  proportionnels  aux  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  la  surface  de  l'onde. 

Cas  d'un  gaz  parfait.  —  Dans  le  cas  où  la  conductibilité  du 
gaz  pour  la  chaleur  peut  être  négligée,  la  transformation  subie  par 
chaque  élément  du  gaz  est  adiabatique  :  si  donc  le  fluide  est  un 
gaz  parfait,  la  relation  entre  p  et  p  est  (n°  724) 

p  =  k  pï, 

où  h  est  une  constante  et  y  le  rapport  des  deux  chaleurs  spéci- 
fiques sous  pression  constante  et  sous  volume  constant.  On  a  alors 
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d'où,  pour  la  vitesse  du  son, 


G=l/ïr 


Cette  formule,  qui  attribue  à  la  vitesse  du  son  dans  l'air  une  valeur 
théorique  exactement  égale  à  celle  que  donne  l'expérience,  a  été 
obtenue  par  Poisson  en  1808  par  une  méthode  qui  consiste  à  inté- 
grer les  équations  de  l'hydrodynamique  dans  un  cas  parti culier, 
en  ayant  égard,  suivant  une  remarque  antérieurement  faite  par 
Laplace,  au  développement  de  chaleur  qui  accompagne  la  com- 
pression de  l'air. 

Newton,  qui  avait  abordé  le  premier,  suivant  une  analyse  d'ail- 
leurs obscure  et  défectueuse,  le  problème  de  la  vitesse  du  son, 
ayant  implicitement  supposé  que  la  délente  était  isothermique  et 
non  adiabatique,  c'est-à-dire  s'effectuait  suivant  la  loi  de  Mariotte 

p  =  £p,  avait  trouvé  la  valeur  G  =  i  /  —  qui  est,  dans  l'air,  beau- 
coup trop  faible  (*  ). 

733.  Équations  du  mouvement  dans  un  système  quelconque  de 
coordonnées.  —  L'artifice  de  calcul  qui  permet  de  passer  des  équa- 
tions du  mouvement  d'un  point  en  coordonnées  cartésiennes  aux 
équations  du  mouvement  en  coordonnées  quelconques  (Équa- 
tions de  Lagrange  pour  un  point  libre,  t.  I)  s'applique  identi- 
quement à  la  transformation  des  équations  (4). 

Supposons  qu'au  lieu  de  définir  la  position  d'un  point  par  ses 
coordonnées  cartésiennes  x,  y,  z  on  la  définisse  dans  un  système 
quelconque  de  coordonnées  q{,  q2,  qz  liées  à  x,  y,  z  par  des  for- 
mules 

#=  ¥(01)  ?2,?3),         7  =  <M?i,?2,?3),  z  =w(qu  q^qz)\ 

il   s'agit  d'écrire   les   équations  du  mouvement  dans  le  nouveau 
système  de  coordonnées.  La  méthode  que  nous  suivrons  s'applique 
même  au  cas  où  les   coordonnées  cartésiennes  seraient  des   fonc^ 
tions  données,  non  seulement  de  trois  nouvelles  coordonnées  q{, 
q2,  q%,   mais  aussi  du  temps  :  cela  revient,  au  point  de  vue  géo- 

(')  Sarrau,   Cours  de  l'École  Polytechnique,  i,e  division,  1899-1900,  p.  187. 
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métrique,  à  dire  qu'elle  s'applique  même  si  le  nouveau  système  de 
coordonnées  est  mobile  et  animé  d'un  mouvement  connu. 

Nous  supposerons  donc,  pour  traiter  le  cas  le  plus  général,  que 
x,  y,  z  soient  des  fonctions  données  de  qK ,  q2,  q*  et  de  t  : 

(25)     x  =  <?(ql,q2,q3,t),        y  =  <K<7i>  £2,  qz,t),         z  =  w{qu  q2,  qz,  t). 

Reprenons  les  équations  du  mouvement  (4)  sous  la  forme 


(26) 


d*x 
dt'2 

p  dx 

d*y 
dt* 

Y         l    dP 

P  ày 

d°>z 
~dt* 

7        l  dP. 

~~            0  dz' 

dans  ces  équations,  x,  y,  z  sont  des  fonctions  de  a,  b,  c,  t  qui  se 
réduisent  à  a,  b,  c,  pour  t  =  o\  d'après  les  formules  (25),  on 
voit  que  qK ,  q2,  q3  sont  de  même  des  fonctions  de  t  et  de  a)  6,  c  ; 
mais  en  appelant  q°{,  q^  q\  les  valeurs  des  coordonnées  d'une 
particule  à  l'instant  t  =  o,  on  a,  d'après  les  formules  (25), 

«/=?(??>  £$»?î»°)l 

c=T3(q\,  q%,  q\,o)\ 


on  pourra  donc  aussi  regarder  qly  q2l  q$  comme  fonctions  de  t  et 

de  q\,  q\->  q\- 

Gela  posé,  reproduisons  textuellement  le  calcul  employé  dans  le 
premier  Volume  pour  obtenir  les  équations  de  Lagrange  :  multi- 

-,  .  i        ,  /    n  \  •  dx      dy      dz 

plions  les  équations  (20)  respectivement  par-—:»  ~—y  - — et  ajou- 
tons. Nous  aurons 

(37)  ^+7''-^+^  =  Qi---^ 

àqi        J    àqt  dqx        X1        p   dqx 

en  désignant  par  x" ',  y" ',  z"  les  dérivées  secondes  de  x,y,  z,  par 
rapport  au  temps  dans  le  mouvement,  par  Q,  la  quantité 

dq\  dqx  dqt 
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et  en  remarquant  que  l'on  a 

dp    dx        dp   dy         dp    dz  dp 

dx  dqt        dy  dqi        dz  dqv        dqx 

On  peut  écrire  l'équation  (27) 

/    d  /   .  dx  ,  dy  .   dz 

-tAx  -, — t-y  -r-  -^z  T- 

I  at  \      dqx       *     dqx  dqx 

/    ,  d    dx  ,  d    dy  ,  d  \dz 

~  \X'dtd^i'Jrydt^'{'Z  dt\dql 

-o       î  EL. 
Or  y,  dérivée  première  par  rapport  au  temps,  peut,  d'après  (25), 


s'écrire 


dx     ,         dx     ,         dx     ,        dx 


On  en  conclut 

dx         dx'  d    dx         dx' 

dqi        dq\  dt  dqx        dqx 

et  deux  formules  analogues  pour  y  et  z.  Posons  alors 

T  =  -}-(#'*+/*+ s'2)  =  J(a2-hP2-i-  w2); 

l'équation  du  mouvement  (28)  devient 

d  /  dT  \        dT  1    dp 

29)  di\d^\)  ~dj\~  =  ^,_  p  d^l; 

on  obtiendra  de  même  deux  autres  équations 

)   dt\dq't)        dq2  "      2        p  dq2  ' 

9  )lL(£L\-  —  -o     l  dp 

\  dt  \dq'z)        dqz~~      3       p   dqà  ' 

Ces  trois  équations  remplacent  les  trois  équations  (26). 

Les  quantités  Q4,  Q2,  Q3  s'obtiennent  comme  nous  l'avons  vu 
dans  le  premier  Volume.  Pour  avoir  Q, ,  imaginons  le  déplacement 
virtuel  8#,  oy1  ùz  déduit  des  formules  (20)  en  y  supposant  q2,  q$ 
et  t  constants  et  faisant  varier  qK  de  ^qK  ;  pour  ce  déplacement,  le 
travail  de  la  force  X,  Y,  Z  est 

X  ùx  -h  Y  oy  -+-  Z  ûz  =  Qi  0^1. 
On  a  de  même  Q2  et  Q3. 
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Dans  le  cas  où  les  forces  X,  Y,  Z  dérivent  d'une  fonction 
U(#,y,  3,  t)  pouvant  contenir  t}  on  a 

_d\J    dx        aU    d/        dU    dz         d\]_ 
dx   dqx        ày  dqv         dz   dq\         dqi 

f  V2        àqt  V3        dq% 

Gomme  application,  il  serait  facile  d'écrire  les  équations  du 
mouvement  d'un  fluide  en  coordonnées  polaires  dans  l'espace  :  il 
suffirait  de  reprendre  les  calculs  faits  dans  le  premier  Volume 
pour  obtenir,  à  l'aide  des  équations  de  Lagrange,  le  mouvement 
d'un  point  en  coordonnées  polaires  dans  l'espace. 

Les  équations  (29)  du  second  ordre  en  qn  q2,  q-s  contribuent 
à  définir  ces  paramètres  ainsi  que  p  et  p  en  fonction  de  t  et 
de  a0    <7°    <7° 

Équation  de  continuité  analogue  à  celle  de  Lagrange.  —  Il  faut 
joindre  à  ces  équations,  l'équation  de  continuité  écrite  dans  le  nouveau 
système  de  coordonnées.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  faire  en  s'appuyant  sur 
les  propriétés  des  déterminants  fonctionnels.  Employons  la  notation  clas- 
sique 

D(/,  ?,40, 

pour  désigner  le  déterminant  fonctionnel  de/,  cp,  <];  regardés  comme  fonc- 
tions de  x,  y,  z. 

Dans  le  calcul  précédent,  x,  y,  z  peuvent  être  regardés  comme  des 
fonctions  de  q^,  q2,  q%  et  de  t;  q{,  qiy  q3  comme  des  fonctions  de  q\, 
q\,  q§  et  de  t\  enfin  q\,  q\,  q\  comme  des  fonctions  de  a,  b,  c.  On 
a  alors,  pour  le  déterminant  appelé  D, 

(30     D  =  D(>>J^;0=-     D(x,y,z)      D(gi,  y2»  93)   V(qï,qhÇ$) 
'  D(a,  b,  c)   "  D(qu  q2,  q3)  D(q\,  q\,  q%)       D(a,  b,  c) 

Gomme  le  dernier  des  trois  déterminants  ci-dessus  est  constant,  l'équa- 
tion de  continuité  qui  consiste  à  écrire  que  pD  est  constant  pour  une 
même  particule  fluide,  revient  à  écrire  que 

(32)  D(3?,  jk,  ^)      D(gi,  g2,  qz) 
}                                         ?V{ququqz)V{q\,ql,ql) 

est  constant  pour  une  même  particule  fluide. 

Par  exemple,  en  coordonnées  polaires  dans  l'espace  r,  6,  w 

(33)  x  =  r  sin6  cosco,        y  =  r  sin  0  sin  co,         ,s  =  /*cos6. 
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on  a 

D(x,  r,  z)  .    .    * 

D(r,  6,  co) 

On  aura  donc  pour  l'équation  de  continuité 

(34)  p^sine-nD(/\9lt0)     ^const.; 

D(/'0)  o0,  w0) 

à  l'instant  initial  p,  r,  6,  w  deviennent  p0,  /'o,  60,  w0  ;  la  constante  est  donc 
p0/*§  sin80. 


III.  —  VARIABLES  D'EULER. 

734.  Équations  du  mouvement.  —  En  appelant  w,  v,  w  les  pro- 
jections de  la  vitesse  de  l'élément  fluide  qui,  à  l'instant  £,  passe  au 
point  géométrique  x,y^  z,  nous  avons  vu  (n°  696)  que  les  pro- 
jections de  l'accélération  J  de  cet  élément  sont 

T  du  du  du        du 

Ax=u h  v- h  w- H  -r-j 

dx  dy  dz         dt 


'    i   dp 
[   p  dx 

=  X  — 

du 
dx 

du 

dy 

du 

—  w  — 
dz 

du 

j    i  dp 

\  p  ~ày 

=  Y- 

dv 

dx 

dv 
dy 

dv 

~wTz 

dv 

1    i   dp 

\   P  àz 

=  Z- 

dw 

dx 

dw 
dy 

dw 

dz 

dw 
~  ~dt' 

Les  équations  générales  du  mouvement  des  fluides  parfaits  (n°  723) 
deviennent  donc  dans  ce  système  : 


(35) 


Ces  équations,  jointes  à  l'équation  de  continuité  (n°  699) 

(36)  %  +  fUgÙ  +  dJp  +  *&?>  =  o 

dt  dx  dy  dz 

et  à  l'équation  caractéristique 

(37)  #(/>,p,x)  =  o, 

forment  un  système  de  cinq  équations  contribuant  à  définir  u,  v, 
w,  p  et  o  en  fonction  des  variables  indépendantes  x,y,  z,  t.  Les 
conditions  initiales  et  les  conditions  aux  limites  s'expriment 
comme  nous  l'avons  vu  plus  haut  (n°  727). 
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735.  Exercice.  —  Mouvement  d'un  liquide  pesant  s' écoulant  par 
le  fond  d'un  vase  de  révolution  d'axe  vertical;  hypothèse  du 
mouvement  par  tranches  parallèles.  —  Soit  un  vase  de  révolution 
autour  de  la  verticale  descendante  Oz  :  ce  vase  est  plein  d'un  liquide 
pesant  immobile  jusqu'au  niveau  Ox  :  nous  prendrons  ce  niveau  pour 
plan  des  xy,  l'axe  0~  étant  dirigé  vers  le  bas.  Supposons  qu'à  l'in- 
stant t  =  o  on  débouche  une  large  ouverture  circulaire  horizontale  Ai  Bi 
dans  le  fond  du  vase  et  imaginons  que  le  vase  soit  alimenté  de  façon  que 
le  niveau  reste  horizontal  et  constant.  On  demande  de  trouver  le  mouve- 
ment du  liquide. 

Nous  donnerons  une  solution  approchée  de  ce  problème,  fondée  sur 
l'hypothèse  du  mouvement  par  tranches  parallèles  (1). 

Le  mouvement  étant  évidemment  symétrique  autour  de  Oz,  la  vitesse  W 
d'un  élément  peut  être  décomposée  en  deux  composantes,  l'une  w  parallèle 
à  Oz,  l'autre  5  dirigée  suivant  le  rayon  perpendiculaire  à  Oz.  Nous  admet- 
trons que  la  forme  du  vase  est  telle  que  s  soit  négligeable  par  rapporta  w; 
cette  hypothèse  exige  que  les  parois  du  vase  soient  peu  inclinées  sur  la 
verticale,  puisque,  sur  la  paroi,  la  vitesse  W  doit  être  tangente  à  la  paroi. 

Fig.  3a8. 
A0  0  B0        _ 


1 

w0 

A  1 

7  B 

\     w 

A  \ 

J B, 

'1 

W, 

X. 

Nous  supposerons  donc  s  nul  et  nous  admettrons  de  plus  que,  en  tous  les 
points  d'une  même  section  S  perpendiculaire  à  l'axe,  toutes  les  vitesses  w 
sont  les  mêmes.  D'après  cela,  w  est  une  fonction  de  z  et  t.  Pour  z  =  o, 
w  prend  une  valeur  w0  qui  est  la  vitesse  des  points  de  la  surface 
libre  A0B0  et,  pour  une  certaine  valeur  z  =  h  égale  à  la  profondeur  du 
vase,  w  prend  une  valeur  w^  qui  est  la  vitesse  des  points  de  la  tranche 
AiBt  constituant  l'ouverture,  c'est-à-dire  la  vitesse  d'écoulement.  Appe- 
lons S0,  S  et  Si  les  aires  des  sections  A0B0,  AB  et  AiBt  :  S0  et  S4  sont 
constants,  S  est  fonction  de  z  (Jig.  328). 

Actuellement  l'équation  de  continuité  est  remplacée  par  cette  condition 
que  le  volume  liquide  qui,  dans  le  temps  dt,  traverse  une  section  droite 


(  '  )  Voir  :  Hydromechanics  de  Besant,  et  Elementary  T  realise  on  Hydrody- 
namics  de  Basset. 
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quelconque  AB  est  le  môme  pour  toutes  les  sections  :  on  a  donc 

(38)  S0  w0  =  S  w  =  St  wt. 

D'après  nos  hypothèses,  u,  v  sont  nuls,  w  est  une  fonction  de  z  et  t  :  la 
seule  force  appliquée  est  la  pesanteur,  X  =  Y  —  o,  Z  =  g.   Sur  les   trois 

équations  d'Euler  (35),  les  deux  premières  montrent  que  ~   et   -— -   sont 

T  '       dx         dy 

nuls;  p  est  donc  fonction  de  z  et  t  seulement;  la  troisième  donne 

„    .  i   dp  dw  dw 

v    Jl  p  dz        b         dt  àz 

D'après  les  conditions  (38)  on  a 

W  =  "S  Wqi 

où  S  est  fonction  de  z  seul  et  w0  de  t  seul  :  donc 

dw        S0  dw0 
~dt    ~  "S     dt 

L'équation  (39)  est  alors 

1  dp  S0  dw0  dw 

~ç>dz=g~lî~dt~~W~dz' 

Donnons  à  t  une  valeur  constante,  multiplions  par  dz  et  intégrons;  nous 
avons 

1  _,    dw0     r"  dz        1      „      „ ,  . 

où  F(£)  désigne  la  constante  d'intégration  qui  peut  dépendre  de  t. 

Pour  z  =  o,  la  pression  /?  est  la  pression  atmosphérique  II  et  la  vitesse  w 
la  vitesse  w0  à  la  surface  libre  :  donc 

-II  =—  -  wl^-F(t). 
p  2 

De  même  pour   z  =  h,  la  pression  p  à  l'orifice  d'écoulement  est  sensi- 
blement égale  à  la  pression  atmosphérique  IT,  et  w  k  w\\ 

1  *-r  ,0    dwn    r  l  dz        1      _       _, .   . 

Retranchons  ces  deux  relations  membre  à  membre,  en  désignant  par  a 
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rhdz 

l'intégrale    /      -^-  qui  dépend  de  la  forme  du  vase  :  nous  aurons 

aS°~Jr  =^  +  ^o_w'î)' 

c'est-à-dire  d'après  (38) 

Gomme  S0  est,  par  la  nature  même  de  la  question,  supérieur  à  Si,  le 
coefficient  de  w$  est  négatif,  et  l'on  peut  écrire 


dt 
en  posant 


rfB,-=*(x.  -*§), 


,=    >    (U-X      x.=  ** 


2 a S0  \Sf         /  aS0À- 

On  en  déduit 


£<^ 


i  au 


dw0  dwQ 


Wn  A  -h  W{ 


D'où,  en  intégrant  et  remarquant  que,  pour  t  =  o,  w0  =  o,  car  le  liquide 

part  du  repos 

.  X  -|-  w>0 

2À/c£  =  Log  ? > 

À  —  cv0 

ghnt £ — hkt 

La  vitesse   d'une  tranche  quelconque  w  et  la  vitesse  d'écoulement  wx 

sont  ensuite  données  par  les  relations  (38). 

Quand  t  augmente  indéfiniment,    w0   tend   vers   la   limite   X;   w   et   w^ 

S         S 
tendent  vers  les  limites  X  — ,  X  ^-«  Le  mouvement  tend  donc  vers  un  état 

permanent.  La   limite  de  la  vitesse  d'écoulement  est,  d'après  les  valeurs 
de  X  et  fc, 

r  i  so      c  t  /    igh 

lim  Wt  - 


=*S=V 


G2  G2 

°o  —  °1 

Dans  le  cas  particulier  où  Si  est  petit  par  rapport  à  S0,  cette  limite  est 
voisine  de  \Ji.gh. 

Nous  retrouverons  ce  résultat  directement  dans  l'étude  du  mouvement 
permanent  (n°  744). 

736.  Autre  forme  des  équations  du  mouvement.  —  On  peut 
écrire  autrement  les  équations  du  mouvement  (35)  en  faisant  ap- 
paraître les  composantes  Ç,  ttj,  Ç  du  vecteur  tourbillon  au  point 
(x,y,  z)  à  l'instant  t. 
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Pour  cela  remarquons  que,  W2  désignant  le  carré  de  la  vitesse 
d'un  élément 

on  a  identiquement 


i  T,,n\  du  dv  dw 

-W2     —  u- h  v  -r h  w  — 

dx  \i         1  dx  dx  dx 


et,  par  suite, 


du  du  du  d   /i  W2\  (du        dv\  I du        dw\ 

dx  dy  dz         dx\i        )  \dy        dx)  \dz         dx )  ' 

d'où,  d'après  la  notation  employée  pour  les  tourbillons  (n°  706), 


-  (  -  W2  )  -f-2(rjw  —  Çf). 


du  du  du  d 

—  -+-  v  ■ —  -+-  w  —  =  — 
dx  dy  dz         dx 


Transformant  de  même  les  quantités  analogues  qui  figurent  dans 
les  équations  du  mouvement  (35),  on  voit  que  ces  équations 
peuvent  s'écrire 

p  dz  dz  \i       /  dt 

737.  Cas  où  p  étant  fonction  de  p  les  forces  dérivent  d'un  po- 
tentiel. —  Nous  avons  déjà  étudié  ce  cas  avec  les  variables  de 
Lagrange  (n°  730)  et  nous  avons,  pour  ce  cas,  démontré  le  théo- 
rème de  Lagrange  d'après  Cauchy.  Avec  les  variables  d'Euler,  on 
peut  retrouver  les  mêmes  résultats  comme  il  suit  : 

Supposons  que  p  =  f(p)  et  posons,  comme  plus  haut, 


rp  dp 


•p 
p0 
supposons,  en  outre,  que  l'on  ait 


v      ^u  v      dXJ  dU 

ox  dy  dz 

U  étant  fonction   de   x,  y,  z,  t.    Les   équations   (4o)   pourront 
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s'écrire 


du         ,  Y   .  dH 

,  dv  t  dU 

dw         ,,  ,  dH 

où  H  désigne  la  quantité 

(42)  H  =  {W^4-  P  -  U  =  -J-W»-  Q, 

en  désignant,  comme  plus  haut  (n°  730),  par  Q  la  différence  U  —  P. 

Équations  de  Helmholtz.  —  En  éliminant  la  fonction  H  entre 
ces  équations,  nous  obtiendrons  trois  relations,  équivalentes  à 
celles  que,  d'après  Cauchy,  nous  avons  déduites  de  l'élimination 
de  Q  entre  les  équations  (i5)  du  n°  730. 

Ecrivons,  par  exemple, 


oy  \  oz  J        oz  \ôy  / 


Nous  aurons 


d*w         d*v  d  .,  .  d  fy         ,     . 

D'après  la  valeur  de  Ç,  l'ensemble  des  deux  premiers  termes  est 
égal  à  2  ~;   on  a  donc,  en  développant, 

dP  d£  d£        ■'  /  dv        dw  \  du        ^  du  / 

dt  dy  dz  \dy         dz  dy  dz  \ 


drt        dt, 
dy        ô 


Mais  on  a  identiquement 

d*       <hj       ^ 
c'a?        c^        oz 

et,  d'après  l'équation  de  continuité, 


i   dp        du         dv        dw 

..  .     L     _L_      _1_     _1_     


=  O. 


p  dt        dx        dy        d 

Remplaçons  alors,   dans  l'équation   ci-dessus,  —  H-  -~  par  —  - 

1  7  l  ?   dy         dz  r  d: 
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dv         dw  du  i    dp       „       -, 

et .  -r 1 — r—  par  — .'-  ,  elle  devient 

dy         dz  r  dx         p  a£ 


<9w       „  dw 


<tè  (^  ^  dt        t  dp       ,  du 

dt  dx  dy  dz        P  dt  dx         {  dy       b  dz 

les  quatre  premiers  termes  forment  la  dérivée  de  ;  par  rapport  au 
temps,  prise  en  suivant  l'élément  fluide  dans  son  mouvement,  c'est- 

a-dire  -7-  :  on  a  donc 
dt 

dt        £  do       „  du  du       „  ^w 

— -  —  —  — ,  -    =  C h  T  • h  Ç  — 

<i£        p  dt  dx  dy  dz 


ou  encore 
(43) 


d  I  ç\  £   <?M  Y)   ()«  Ç    ()w 

dt\p  /        p  dr         p  o>y         p  dz 


On  aurait,  par  un  calcul  analogue,  les  deux  équations 

I    d  / 1\\        £   dv        y]    dv        £  dv 

\  dt\p)  ~  p  dr^~  p  dy~*~  p  ai' 

\   dt  \  p  /        p  dx         P  dy        p  dz 

Ces  équations  ont  été  employées  parHelmholtz  pour  démon- 
trer d'importants  théorèmes  relatifs  aux  tourbillons,  sur  lesquels 
nous  reviendrons  plus  tard. 

Nous  allons  montrer  comment  on  en  déduit  facilement  le  théo- 
rème de  Lagrange. 

Démonstration  du  théorème  de  Lagrange  déduite  des  équa- 
tions de  Helmlioltz.  —  Si  l'on  suit  une  particule  dans  son  mou- 
vement, les  coordonnées  x,y,  z  de  cette  particule  sont  des  fonc- 
tions du  temps,  ainsi  que  w,  p,  w,  £,  7),  Ç  et  p.  On  peut  alors 
regarder  les  équations  (43)  et  (43')  comme  un   système  de   trois 

équations  différentielles  linéaires  et  homogènes  définissant  -,  -,  - 

n  &  P     P    P 

en   fonction    du   temps,  les  coefficients  de  ces  équations  —  >  —t 

-p?  •••  etc.,  étant  des  fonctions  du  temps.  L'intégration  de  ces 

équations    fournira   pour-»-»  -    des    fonctions  de   t   dépendant 

1  P     P     P  r 

d'une  façon  linéaire  et  homogène  de   trois  constantes  arbitraires 
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>  Y 

qui  seront,  par  exemple,  les  valeurs—0?  — ,  —  des  trois  fonctions 

1  '  r  r  po      po     po 

à  l'instant  initial.  On  aura  ainsi  des  expressions  de  la  forme 

|  =  |Vi(0  +  */.<0 +  £/.<«). 

p  po  po  po 

(     \~    ^?l(0+^?2(0+^?3(0, 

1    P  po  po  po 

,  l  =  h(l)+?««)+^(«J- 

\    P         po  po  po 

Dès  lors,  si  à  l'instant  initial  la  rolation  de  la  particule  fluide 
considérée  est  tuille,  Ç0,  Y)0,  Ç0  sont  nuls  et,  par  suite,  £,  Y),  Ç  le 
sont  à  un  instant  quelconque. 

Cette  démonstration  revient  au  fond  à  celle  de  Cauchj  :  si  dans 
les  relations  (21)  établies  au  n°  730,  d'après  Cauchj,  on  rem- 
place D  par  —  y  on  obtient  précisément  les  relations  (44)  dans 
lesquelles  les  fonctions  fK  (t),  fz(t),  ...    sont  connues  et  égales 

(j'y*       OIT 

à  —  >  -ry?  •  •  •  •  Il  résulte  de  là  que  les  relations  de  Cauchj  (21)  du 

n°  730,  dans  lesquelles  on   considère  —  *  4^.,  —  comme  des  con- 

^  Po      po     Po 

stantes  arbitraires,  constituer,  t  précisément  les  intégrales  générales 
des   équations  de  Helmholtz  (43)et(43/)  regardées  comme  défi- 

nissant-r  -->  -  en  fonction  du  temps.  C'est  ce  qu'on  vérifiera  faci- 

P     P    P  r  ] 

lemenl.  (  Voir  aux  Exercices.) 

738.  Cas  où  p  étant  fonction  de  p  les  forces  et  les  vitesses  dé- 
rivent d'un  potentiel.  —  L'intégration  des  équations  se  simplifie 
quand  les  trois  conditions  suivantes  sont  remplies  : 

i°  La  densité  est  fonction  de  la  pression  ; 

20  Les  forces  X,  Y,  Z  dérivent  d'une  fonction  U(.r, y,  s,  t)  pou- 
vant contenir  t\ 

3°  Les  vitesses  u,  t>,  w  dérivent  d'un  potentiel  <p(#,y,  s,  t)\  en 
d'autres  termes  les  tourbillons  sont  tous  nuls. 

Posons  alors,  comme  plus  haut, 


Q=U  f*; 

./  P 
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les  équations  (35)  du  mouvement  prennent  la  forme 

du  du  du        du        dQ 

u- h  v \-  w- h  -r r—  =  o. 

dx  dy  dz  dt         dx 


En  remplaçant  u}  t>,  w  par  -^ >  -y,  -¥ ,  on  écrit  la  première  de 
ces  équations 

dy  d2  cp         dy     d2  y  dy    d2y  d2  y  dQ 

dx  dx2        dy  dx  dy        dz  dx  dz        dx  dt        dx 


Q     =o, 


ou 

encore 

d  [  i  \/àoy 
dx  (  i  [_  \dx  J 

\ày) 

<m 

-8 

ce 

qu'on  peut  écrire 

d 

dx 

O- 

-S-*) 

=  o, 

W2  étant  le  carré  u2-h  v2  H-  w2  de  la  vitesse  de  l'élément  placé 
en  x,y,  z.  Les  deux  autres  équations  du  mouvement  montrent  de 

même  que  les  dérivées  partielles  de  la  quantité  -  W2+  —  —  Q, 

par  rapport  à  y  et  z}  sont  nulles. 

Cette  quantité  est  donc  indépendante  des  variables  #,  y,  z  et 
ne  dépend  plus  que  de  la  quatrième  variable  t.  On  a  ainsi  l'équa- 
tion unique 

(45)  £W2+^-Q  =  <KO 
ou,  d'après  la  définition  de  H, 

(46)  H+g!=<KO, 

qui  remplace  les  trois  équations  du  mouvement.  On  peut  faire 
rentrer  la  fonction  du  temps  <\>(t)  dans  cp.  En  effet,  jusqu'à  présent 
cette    fonction  cp  a  été   définie   uniquement   par   cette    propriété 

que 

dy  d®  dy 

dx  dy  dz  ' 

or  toute  aulre  fonction  cp 4  différant  de  cp  par  une  fonction  de  t 
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seulement,  par  exemple 

?i  =  <p—  /    ty{t)dt, 

'■to 

possède  évidemment  la  même  propriété  et  peut  également  servir 
de  potentiel  de  vitesses,  puisque  les  dérivées  partielles  de  o,  par 
rapport  à  x,  y,  z,  sont  identiques  à  celles  de  cp. 
Mais  alors  l'équation  (45)  s'écrit 


i  dt 


Q  =  o. 


•i  \\àx ) 

fï 

HSfh 

f)cp 
~dt  ~ 

-Q  =  o, 

dp          à    l 

dt +  dx  y 

dx  ) 

dr\9  ày) 

S(P 

— -  1  =  0 

dz) 

En  résumé,  les  équations  du   mouvement  peuvent  être  rame- 
nées aux  suivantes  : 


(47) 


La  deuxième  de  ces  équations  est  l'équation  de  continuité  (36); 
la  troisième,  l'équation  caractéristique. 

On  a  ainsi  trois  équations  pour  déterminer  ®,p  et  p  en  fonction 
de  x,  y,  z,  t  :  la  fonction  cp  n'est  déterminée  qu'à  une  constante 
additive  près,  car  cp  ne  paraît  dans  toutes  les  équations  que  par 
ses  dérivées  partielles.  IL  faudra  distinguer  deux  cas  suivant  que  co 
est  uniforme  ou  non  dans  le  fluide  (n°  710). 

Liquide  incompressible  à  température  constante.  —  Dans  le 
cas  où  p  est  constant,  l'équation  de  continuité,  dans  l'hypothèse 
d'un  potentiel  de  vitesses  o,  se  réduit  à  l'équation  de  Laplace 

Acp  =  o 


que  nous  avons  étudiée  en  détail  à  propos  de  l'attraction.  Comme 
la  fonction  Q  est  alors  égale  à  U —  ~s  il  faudra  intégrer,  sous  les 
conditions  initiales  et  les  conditions  aux  limites,  les  deux  équations 


î[(2)'*'* 


ày) 

Htïh 

dç> 
dt 

d1®        d'1^        d2y 
~dx*  +  dy-  """  ~dzï 

=  ( 

-rr  —  U-H 


P 

—    —  O 


(48) 


définissant/)  et  cp  en  fonction  de  x,  y,  z,  t. 
III. 


23 
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Dans  ces  équations,  Ja  somme  (  -p  )  -h  (  -~  )   -f-  (  ~  J   est  égale 

au  carré  W2  de  la  vitesse. 

Remarque.  —  On  peut  évidemment  rattacher  les  résultats  de  ce 
numéro   aux  équations  (41)*   Actuellement,  le  mouvement  étant 

,     >.         r  ,        ,       ,         du  d2o 

irrotationnel,  ç,  r,,  ç,  sont  nuls  ;  de  plus,  -r-  =  - — '-  > 

Les  équations  (41)  s'écrivent  donc 


:»-©- 

-< 

>*S)- 

elles  montrent  que  la  fonction  H  +  -^  est  indépendante  de  a?,  jr,  £, 
comme  nous  l'avons  vu  par  un  calcul  direct. 


739.  Exercice.  —  Une  masse  liquide  dénuée  de  poids  affecte  la 
forme  d'une  couche  sphérique  de  Trayon  extérieur  a  entourant  un 
noyau  sphérique  solide  de  rayon  b  :  la  surface  extérieure  de  cette 
couche  est  soumise  à  une  pression  constante  IL  Dans  ces  conditions,  le 
système  est  en  équilibre.  A  un  instant  donné  t  =  o,  le  noyau  solide 
intérieur  est  anéanti  :  trouver  le  mouvement  du  liquide. 

Cet  exercice  est  emprunté  à  l'Ouvrage  intitulé  :  «  An  elementarv 
Treatise  on  Hydrodynamics  and  Sound  »,  by  A.-B.  Basset,  M.  A., 
F.  R.  S.,  ïrinity  Collège,  Cambridge,  1890,  p.  25. 

Il  est  évident,  par  raison  de  symétrie,  que  la  vitesse  de  chaque  élément 
est  dirigée  vers  le  centre  et  que,  à  chaque  instant,  les  points  qui  sont  à  la 
même  distance  du  centre  ont  la  même  vitesse  :  les  surfaces  libres  inté- 
rieures et  extérieures  restent  donc  sphériques. 

Le  liquide  partant  du  repos,  le  mouvement  est  irrotationnel,  d'après  le 
théorème  de  Lagrange.  Les  vitesses  dérivent  donc  d'un  potentiel  cp.  Si  l'on 
prend  comme  origine  le  centre  commun  O  des  deux  sphères,  point  qui 
reste  fixe,  et  si  l'on  appelle  r  la  distance  d'un  élément  fluide  au  centre,  la 
fonction  cp  est,  par  raison  de  symétrie,  fonction  des  seules  variables  r  et  t  : 

Ecrivons  qu'elle  vérifie  l'équation  de  continuité 

d^o        d2cp         d*v 

dx*  ~*~  dyï  +  ~d$  =  °" 
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On  a,  puisque  <p  dépend  de  x,y,  z  par  l'intermédiaire  de 

r  =  \J x"1  H-  y%  -+-  ,s3, 
dcp        t)cp  x  d2cp         <j2cp  a?2        <9cp  /  i         a?2 


da?        dr  /•  tte2        t)r2  r2        dr  \  /•        7 

<92  o     d%  cp  ,  . 

on  a  de  même  -~-y  -t— *-j  d'où  pour  l'équation  de  continuité 

dyï       dz*  V  ^ 


ce  qu  on  peut  écrire 
On  a  donc 


<3>2  cp        2  do 


év-s>- 


r"^=F(0, 


F(£)  désignant  une  fonction  de  2  et 

Fi(^)  étant  une  deuxième  fonction  de  t.  On  peut  alors  écrire  les  compo- 
santes ii.  v,  w  de  la  vitesse  W  qui  sont  les  dérivées  partielles  de  cp  par 
rapport  à  a?,  y,  z.  La  vitesse  elle-même  estimée  positivement  suivant  le 
prolongement  du  rayon  r  a  pour  expression 

W  =  —r-> 
dr 

la  dérivée  étant  prise  suivant  le  rayon,  c'est-à-dire 

Gomme  le  système  part  du  repos,  W  est  nul  avec  t,  la  fonction  F(£) 
s'annule  donc  avec  t. 

La  première  des  équations  générales  (48)  donne  alors,  puisque  U  =  o# 

(5o)  £=I!£)_Fi(*)-I.Ws. 

p  r  -2 

Appelons,  à  un  instant  quelconque  £,  R0  le  rayon  de  la  sphère  exté- 
rieure, W0  la  vitesse  des  éléments  situés  sur  cette  sphère  :  R0  est  une 
fonction  de  t  et  l'on  a  évidemment 

(5l)  w°-^r--Rf' 

d'après  la  formule  (49);  appelons  de  même  Ri  le  rayon  de  la  sphère  inté- 
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rieure  et  Wi  la  vitesse  des  éléments  situés  sur  cette  sphère  :  nous  aurons 
de  même 

{  2)  Wl        dt  R? 

Gomme  à  chaque  instant  la  pression  extérieure  est  II  et  la  pression 
intérieure  o,  on  a,  en  faisant  successivement  r  =  R0  et  r  =  Ri  dans  l'équa- 
tion (5o). 

.       P  Ro  2 

D'où,  en   retranchant  et   remplaçant  W0  et  Wi  par  leurs  valeurs  (5i) 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  i¥ (t)  dt  en  remar- 
quant que,  d'après  (5i)  et  (52),  i¥ (t)  dt  est  égal  à  iH^  dR0  et  à  2  Rf  dRlw 
Nous  pourrons  écrire 

a5Hi-Hi-,F(or(o*(é-i)-P(0.(Ç-^)- 

Le  deuxième  membre  est  alors  la  différentielle  du  produit 
d'où  en  intégrant 

C  désignant  une  constante  que  l'on  détermine  en  remarquant  que,    pour 

2  n 

t  —  o,   Ri  =  b  et   F(0  =  o.  Donc  C  =  —  —  63  et  l'on  a  l'équation 

3  p  l 

(53)  |5(R,_6.)  =  F.(0(^-^). 

On  trouverait  de  même 
(.54)  |S(R3_aa)  =  F!(0(^_J.): 

Ces  deux  équations  exigent  que 

condition  évidente,  car  le  volume  liquide  compris  entre  les  deux  sphères 
limites  est  constant.  Ces  équations  permettraient  de  calculer  R0  et  Rt  en 
fonction  de  t;  par  exemple,  pour  calculer  R1?  il  suffirait  de  remplacer  dans 
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la  première  R0  par  (Rf-ho3  —  &3)3  et  F(£)  par  Rf  — t— •  On  aurait  ainsi 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre  donnant  Rt  en  fonction  de  t. 

Cette  équation  différentielle,  dans  laquelle  on  remplace  —j—  par  Wi,  donne 

la  vitesse  Wi  en  fonction  de  Rt. 

Faisons  le  calcul  dans  l'hypothèse  que  le  liquide  s'étend  à  l'infini  :  alors 
a  =  oo,  c  —  co,  R0  =  co.  L'équation  (53)  devient  donc 

i  II  F2(t) 

En  y  remplaçant  F(£)  par  Rf  —~-y  on  a 


^Rt  An  v/^3— Rf 


^  V   3P        R| 

où  il  faut  prendre  le  signe  — ,  car  Rt  diminue  quand  t  augmente.  En  sépa- 
rant les  variables,  on  a  t  en  fonction  de  Ri,  par  une  quadrature.  Si  l'on 
veut  calculer  le  temps  T  au  bout  duquel  la  cavité  est  pleine,  il  faut  inté- 
grer par  rapport  à  Ri  de  h  à  o;  ce  temps  est  donc 

nb      z 

T  =  l/l£    /       R?rfRi 

ou  en  faisant  Rf  =  b'^x 

T  =  b  i/^T    f  X~^1  ~  œT*dœ' 

L'intégrale  définie  a   une  valeur  purement  numérique  :  c'est  une  inté- 
grale eulérienne  de  première  espèce  B  (  ->  -  ]  qui  a  pour  expression 

5  i  5 

r-ri  r- 

6  2  ,-    6 

■ —  ou  y  7t  —  > 

r4  \A- 

3  3 

car  r  -  =  Jtz. 

i 

740.  Equations  analogues  à  celles  d'Euler  dans  un  système  quel- 
conque de  coordonnées.  —  Nous  avons  indiqué  au  n°  733  comment  on 
peut  écrire,  dans  un  système  quelconque  de  coordonnées  qu  q2,  q3,  les 
équations  du  second  ordre  définissant  gr1}  q%,  qz  en  fonction  de  t  et  deq^, 
a0    o° 

Posons 

_  dqt  _  dqt  '  _  dqz 

(A)  u'-~dï>        u*--dt'        u'~~dt 


358  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

Ces  trois  quantités  sont  fonctions  de  t,  q\,  q\,  q\  :  mais  on  peut  les 
considérer  aussi  comme  fonctions  de  t  et  de  qx-,  q2,  q3.  Ce  nouveau  sys- 
tème de  variables  indépendantes  est  analogue  à  celui  d'Euler.  Nous  dési- 
gnerons par  un  à  de  ronde  les  dérivées  partielles  prises  par  rapport  au 
temps  dans  ce  nouveau  système.  Soit  alors  /(qx,  q%,  qs,  t)  une  fonction 

des  nouvelles  variables,  on  peut  avoir  à  prendre  la  dérivée  -~->  par  rap- 
port à  i  en  regardant  qt,  q2,  q$  comme  constants,  ou  la  dérivée  totale  ~- 

par  rapport  à  t  en  regardant  qu  q2,  qs  comme  des  fonctions  du  temps. 
Cette  dérivée  totale  a  pour  expression  développée,  d'après  (A), 

df  _     df  àf_  àf_        _àf 

dt         dqx         '    dq2  dq%  dt 

Les  équations  de  Lagrange,  écrites  au  n°  733,  s'écrivent  alors  immédia- 

11  .  1  1  dqx     dq* 

tement  dans  le  nouveau  système  :  pour  cela,  on  y  remplacera  — j—>  —~y 

dq%  .     ,         , ,  .    ,  ,  ,        d2qt 

—}->  par  ui,    u2,    113,    puis   les    dérivées   totales  secondes   —  >    •••    ou 


du* 


diiy         diii  du\  diii  du\ 

dt         aq\  dq2  dqz  dt 


Il  restera  en  outre  à  transformer  l'équation  de  continuité. 

Équation  de  continuité  analogue  à  celle  d'Euler.  —  Désignons,  pour 
abréger,  par  M  le  déterminant  fonctionnel  de  ce,  y,  z  par  rapport  à  qly 
q2,  q%  et  par  K  le  déterminant  fonctionnel  de  qx,  q2,  qz  par  rapport  à  q\y 


M=       D(x,y,z)  D(qx,q2,qz) 

-    B(qx,q2,q,y  &(??,£§,?§) 


L'équation  de  continuité  que  nous  avons  établie  (n°  733)  exprime  que  le 
produit  pMK  est  constant  pour  une  même  particule  fluide.  La  dérivée  totale 
de  ce  produit  par  rapport  à  t  est  donc  nulle.  Nous  écrirons,  en  prenant  la 
dérivée  logarithmique, 

1   dp         i    dM        1   dK 
p  dt  +  M  ~dt   +  K~dt  " 

Calculons  le  dernier  terme.  On  a 

(n\  dK  —   D(M>>  ?2>  a^  D(gl»M8»g3)  D(yi>g2>^3) 

{     >  dt-~  Diq^q^ql)-*-  V(q\,q%,q%)         V{q\,q\,q%)' 

comme  il  résulte  de  ce  que  la  dérivée  d'un  déterminant  est  la  somme  des 
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déterminants  obtenus  en  prenant  successivement  les  dérivées  des  diverses 
lignes  ou  colonnes  et  de  ce  que 


dl  \dq\)  ==  dq\  \  dt 


Ùlty 


Mais  Ui,  w2,  u3  peuvent  être  supposés  exprimés  en  fonction  de  ^i,  q2, 
q$,  t;  alors 


Dp!,  q2,  q3)  ^_  B(uu  q2,  q3)    D(?i,  ?2,  q*)   _  àu± 
D(?ï,  ?§,?§)  ==  B(quq„q3)   D(q»,ql,qi)  "  dq, 


K. 


(G) 


De   même   le   deuxième  et  le   troisième  déterminant  de  la  formule  (B) 

du2  du3 

nt  - — K  et  — —  K. 

àq2  dqz 

On  a  alors 

dK        (  àii\        du*        àu3\ 

dt         \àqi         dq%        dq3 

L'équation  de  continuité  est  donc  finalement 

i   do         i.    dM        du, 

-  —  y.  _i_ _j_  — i 

p  dt         M    dl         ôqx 


du2        dus 
àq-2        àq3 


dM 


En  développant  -y-  on  peut  l'écrire 


dM    _  dM 
dt         dqx 


dM 
àq% 


u<* 


dM 
àqs 


"3 


^M 

~dt 


(K) 


L'équation  (G)  peut  alors  être  écrite 
i   dp         i   \diMiii)        d(Mu2) 


d(MuB)        dM 

p  dt         M  i      dqx  Oqz  <Jq3  dt 


M  [ 


]« 


Par  exemple,  en  coordonnées  polaires  dans  l'espace  /*,  6,  w,  on  a 

M 


Posons 


dr 

dt'' 


r*  sin 


diï 
U*=dt> 


L'équation  de  continuité  est 

i    do         2  . 

— 1 —  «i-t-«2  cottf 

p  dt        r 


du  y 
~dr 


u3  = 


du2 


doi 
~di 


du3 
doj 


o: 


on  peut  l'écrire 

ï   dp         t    d(r2iiy)  1      d(w2sihO) 


p  dt 


dr 


sin 


Oti 


àth 
doi 


=  o. 
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Cas  particulier  des  coordonnées  curvilignes  orthogonales.  —  Soient 

^  =  ?(^i,  ^2,  ^3),      y  =  <K#t,  £2,  #3),       z  =™(qu  £2,  q*) 

les  formules  de  transformation  :  nous  supposons  que  les  trois  familles  de 
surfaces  q^  =  const.,  <72=const.,  ^3=const.  sont  orthogonales.  Si  l'on 
appelle  dx,  dy,  dz  les  accroissements  infiniment  petits  de  x,  y,  z  corres- 
pondant à  des  accroissements  dqx,  dq2,  dq3,  on  a,  en  faisant  la  somme  des 
carrés  de  ces  accroissements,  une  expression  de  la  forme 

ds2  =  h\  dq\-+-  h\  dq\-\-  h\  dq\. 

En  prenant  le  déterminant  M  et  l'élevant  au  carré  on  trouve  immédia- 
tement, d'après  les  conditions  d'orthogonalité, 

M*=  h\h\h\,         M  =  hth2h3. 

On  peut  alors  écrire  les  formules   (G)   et   (E)  avec  cette   particularité 

dM 
que  — -  est  nul. 

dt 

Soit  à  partir  d'un  point  P  la  courbe  obtenue  en  supposant  q*  et  q3  con- 
stants; l'arc  dst  de  cette  courbe  est  donné  par 

dsi  =  hi  dqi  ; 

de  même 

ds2  =  h2  dq2,         ds3  =  A3  dq% 

sont  les  arcs  des  courbes  obtenues  en  faisant  varier  seulement  q%  ou  q3. 
On  introduit  ordinairement  les  composantes  de  la  vitesse  ï>i,  p2>  ^3  suivant 
les  trois  directions  ds^,  ds2:  ds3  :  ces  composantes  sont 

vx  =  ~  —  Jli  «!,  C2  =  h?  w2,  v3  —  h3  u3, 

et  l'équation  (E)  s'écrit 

1   dp  i        rd(pi/z2A3)        ^(p2/?3/i1)        d(ç3hi  A2)~| 

p  dt         hi/io/h  L         àqi  dq2  dq% 

On  pourra  faire  une  application  de  cette  équation  aux  coordonnées  po- 
laires dans  l'espace. 


IV.  -  MOUVEMENT  PERMANENT  EN  GENERAL. 

741.  Mouvement  permanent.  Filets  fluides.  —  Nous  avons  déjà 
défini  le  mouvement  permanent  d'un  milieu  continu  au  point  de 
vue  cinématique  (n°  704).  Pour  que  le  mouvement  d'un  fluide  soit 
permanent  au  point  de  vue  dynamique,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
distribution  des  vitesses,  des  pressions  et  des  densités,  aux  divers 
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points  géométriques  de  l'espace  occupé  par  le  fluide,  soit  con- 
stamment la  même.  En  d'autres  termes,  il  faut  et  il  suffit  que  u, 
v,  w,  p  et  p  dépendent  uniquement  de  x,  y,  z,  et  non  de  t. 

Les  éléments  fluides  qui  passent  successivement  en  un  point 
géométrique  P  suivent  alors  tous  la  même  trajectoire  :  de  cette 
façon,  par  chaque  point  de  l'espace  passe  une  trajectoire  et  une 
seule. 

Filet  fluide.  —  Soit,  dans  l'espace,  un  élément  plan  infini- 
ment petit  <70  (voir  fig.  3a())  :  les  diverses  trajectoires  partant 
du  contour  de  cet  élément  forment  une  sorte  de  tube,  et  les  élé- 
ments fluides  qui  traversent  l'aire  de  l'élément  <70  se  meuvent 
dans  ce  tube  :  l'ensemble  de  ces  éléments  forme  ce  qu'on  appelle 
un  filet  fluide. 

Les  cas  où  le  mouvement  est  sensiblement  permanent  se  pré- 
sentent souvent  :  lorsque  le  fluide  est  soumis  à  des  conditions  qui 
ne  varient  pas  avec  Je  temps,  c'est-à-dire  lorsque  les  forces  d'une 
part  et  les  conditions  aux  limites  de  l'autre  sont  invariables,  on 
admet  qu'au  bout  d'un  certain  temps  il  s'établit  un  régime  perma- 
nent. Par  exemple,  dans  une  pièce  d'eau  alimentée  régulièrement, 
de  façon  que  son  niveau  reste  constant,  et  dont  l'eau  s'écoule 
toujours  de  la  même  façon,  il  s'établit  un  régime  permanent. 

742.  Mouvement  permanent  dans  le  cas  où  les  forces  dérivent 
d'une  fonction  de  forces  U  (x,  y,  z)  et  où  p  est  fonction  de  p.  — 
Théorème  de  Bernoulli.  —  Supposons  que  les  forces  X,  Y,  Z 
dérivent  d'une  fonction  U  (.#,  jk,  z)  ne  contenant  pas  le  temps  et 
que  la  densité  p  soit  fonction  de  la  pression/?.  En  posant,  comme 
plus  haut, 

pdp 


Q=u-r* 


p0  ° 

et  remarquant  que  «,  p,  w  et  Q  sont  indépendants  de  t,  on  peut 
écrire  les  équations  du  mouvement  (35) 

dQ 
dx 

dQ 

dQ 
~dz' 


du            du 
dx           dy 

H- 

du 
dz 

dv             dv 
dx            dy 

+ 

dv 
WTz 

dw          dw 
dx           dy 

dw 

dz 
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Dans  ces  équations  ne  figure  plus  le  temps.  Il  est  naturel  de  les 
transformer  en  ne  faisant  intervenir  que  des  éléments  géomé- 
triques; c'est  ce  que  nous  allons  faire  en  suivant  une  méthode 
indiquée  par  M.  Gilbert  dans  sa  Mécanique  analytique  (Partie 
élémentaire). 

Appelons  s  l'arc  d'une  trajectoire  compté  à  partir  d'un  point 
déterminé  P0  jusqu'à  un  point  P  de  cette  trajectoire.  Les  coor- 
données x,  y,  z  de  P  sont  des  fonctions  de  s,  et  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  en  P  à  la  trajectoire  sont 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

La  vitesse  en  P  étant  W,  ses  projections  sont 

(55)  u  =  W^-,         "=W^,  W  =  W~. 

ds  ds  ds 


La  première  équation  du  mouvement  donne  donc 

du  dx        du  dy        du  dz\         dQ 
dx   ds        dy    ds         dz    ds  /         Ox 
ou 

du        dQ  _ 
ds        dx 

car,  le  long  de  la  trajectoire,  u  est  fonction  de  s  par  l'intermédiaire 
de  x,  y,  z.  On  déduit  de  même  des  deux  autres  équations  du 
mouvement 

W  —  —  ^5=o  w  —  —  —  —  o 

ds        dy         '  ds        dz 

Multiplions  ces  trois  équations  respectivement  par  -y-,  -£,  —.-■> 
1  L  l  l        ds     ds      ds 

et  ajoutons-les  en   tenant  compte  des  formules  (55),  nous  aurons 

„.  du  dv  dw        dQ 

ds  ~r'     ds  ds         ds  ' 

car,  le  long  de  la  trajectoire,  Q  dépend  des  par  l'intermédiaire  de 
x,  y,  z  et  —z-  est  égal  a 


G 


omme 


dQ 
dx 

dx 
ds 

dQ  dy 
dy  ds 

dQ 
dz 

dz 
ds 

W2  = 

■-  W2-4-  V*~-^r 

w2, 
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l'équation  (56)  peut  s'écrire 


ds 


[ÏW-q]=o. 


Elle  exprime  que  la  quantité  entre  crochets,  c'est-à-dire  la  quan- 
tité appelée  précédemment  H  (n°  737),  ne  varie  pas  quand  s  varie  : 
cette  quantité  est  donc  constante  tout  le  long  du  filet  fluide 
considéré  : 

(07)  -^W2-Q  =  G, 

ou 

h  =  e. 

Cette  relation  exprime  le  Théorème  de  Bernoulli. 

11  faut  remarquer  que  G  est  constant  le  long  de  chaque  filet 
fluide;  mais  pour  chaque  filet  G  a  une  autre  valeur.  D'une  façon 
précise,  si  les  équations  d'une  trajectoire  sous  forme  finie 
sont (n° 703) 

*  (a\r»*)  =  c. 

la  constante  G  est  une  fonction  des  deux  constantes  C  et  Gt  dont 
les  valeurs  numériques  définissent  la  trajectoire  d'un  élément 
fluide  ou  le  filet  fluide  considéré. 

Si  l'on  emploie  le  système  C.  G.  S.  le  premier  membre  de 
l'équation  (07)  et,  par  suite,  la  valeur  de  la  constante  G  repré- 
sentent l'énergie  en  ergs  par  gramme  de  fluide. 

Considérons  un  filet  fluide  déterminé.  Appelons  W0,  p0,  U0, 
Qo  les  valeurs  des  fonctions  W,  p,  U,  Q  en  un  point  déterminé 
du  filet;  en  écrivant  que  la  fonction 

H  =  -W2—  Q 

1 

est  constante  tout  le  long  du  filet,  on  aura,  le  long  du  filet, 

i(W*-W$)  =  Q-Q0; 
ou,  en  remplaçant  Q  par  sa  valeur, 


(58)  I(W*-W02)  =  U  -Uo-    f   2 

'2  JB.     P 
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743.  Application  à  un  liquide.  Démonstration  directe.  —  Ap- 
pliquons le  théorème  de  Bernoulli  au  mouvement  permanent  d'un 
liquide  incompressible;  alors  p  est  constant  et 


Q  =  U  —  /  ^  =  l 


Dans  ce  cas,  l'équation  (58)  s'écrit 
(59)  I\V2_u 


1    WTï         TT    >     P   o 


2 


le  long  d'un  filet  liquide.  Si  Ton  connaît  les  valeurs  U0,  Po-,  W0 
des  fonctions  U,  p,  W  en  un  point  déterminé  d'un  filet,  on  aura, 
tout  le  long  de  ce  filet, 

(6o)  -W2  —  U  +  ^  =  -Wg  —  U0  +  ^-°- 

2  p  2  p 

La  constante  G,  relative  à  ce  filet,  est  alors  connue. 

Cette  formule  (6o)  donne  la  vitesse  en  un  point  du  filet  quand 
la  pression  y  est  connue,  ou  la  pression  quand  la  vitesse  est  con- 
nue. En  résolvant  par  rapport  à  /?, 


P  =  P(y-  ^w*  +  e) 


on  voit  que,  le  long*  d'un  filet,  la  vitesse  W  ne  peut  pas  dépasser 
une  certaine  limite,  sans  que  le  liquide  se  sépare.  En  effet, 
p  devant  être  positif,  il  faut  que  l'on  ait 

W2^2(U  +  G) 

en  tous  les  points  du  filet. 

On  peut,  dans  le  cas  d'un  liquide,  établir  directement  l'équation 
de  Bernoulli  en  la  déduisant  du  théorème  des  forces  vives. 

Démonstration  directe  pour  un  liquide.  —  Considérons  un 
filet  liquide  déterminé  et  deux  sections  droites  fixes  <j0  et  cr 
{fig.  329)  :  ces  sections  sont  infiniment  petites,  d'après  la  défi- 
nition d'un  filet  :  supposons  que  le  liquide  coule  de  <70  vers  a-  et 
appelons  W0  et  p0  la  vitesse  et  la  pression  en  <r0,  W  et  p  la  vitesse 
et  la  pression  en  1.  Le  mouvement  étant  permanent,  la  masse  dm 
de  liquide  traversant  l'élément  <70  dans  le  temps  dt  est  égale  à  la 
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masse  liquide  traversant  a-  dans  le  même  temps;  or,  pendant  le 
temps  dl1  les  éléments  liquides  placés  sur  <70  avancent  jusqu'en  c1 
d'une  longueur  Wdt  :   le  volume  liquide    ayant   traversé  cr0  est 

Fig.  3a9. 


donc  un  cylindre  droit  de  base  cr0  et  de  hauteur  W0dt:  la  masse 
de  ce  cylindre  est 

(61)  dm  =  p  o-0  W  0  dt  ; 

de  même  à  l'autre  extrémité,  les  éléments  primitivement  sur  a-  à 
l'instant  t  s'avancent  pendant  le  temps  dt  jusqu'en  <j'  et  la  masse 
dm  qui  a  traversé  a-  est 

(62)  dm  —  paW  dt. 

Ces  deux  quantités  sont  égales. 

Nous  allons  appliquer  le  théorème  des  forces  vives  à  la  masse 
liquide  qui,  à  l'instant  t,  est  comprise  dans  le  filet  entre  les  sec- 
tions <70  et  <r  et  qui,  pendant  le  temps  dt,  prend  la  position  com- 
prise entre  les  sections  at  et  cr;. 

Quand  on  applique  le  théorème  des  forces  vives  à  un  système, 
il  faut  tenir  compte  des  travaux  des  forces  intérieures  et  exté- 
rieures. 

Actuellement  le  système  étant  un  liquide  parfait  incompressible, 
les  éléments  matériels  en  contact  sont  à  des  distances  constantes 
les  uns  des  autres  et  glissent  les  uns  sur  les  autres  sans  frotte- 
ment :  les  forces  intérieures  ont  donc  un  travail  nul.  Les  forces 
extérieures  sont  :  i°  les  pressions  du  fluide  environnant  sur  les 
parois  latérales  du  filet;    2°  les  pressions  /?05"o  et/?<r  s'exerçant 


366  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES   MILIEUX    CONTINUS. 

normalement  sur  les  éléments  cr0  et  a-,  l'une  dans  le  sens  du  mou- 
vement, l'autre  en  sens  contraire;    3°  les  forces  données. 

Il  faut  écrire  que,  pendant  le  temps  dt,  la  variation  de  la  demi- 
force  vive  de  la  masse  liquide  considérée  est  égale  à  la  somme  des 
travaux  élémentaires  de  ces  forces.  Pour  cela,  divisons  la  masse 
fluide  comprise  entre  les  sections  <70  et  g  en  n  -\-  i  tranches  infini- 
ment petites,  ayant  toutes  pour  masse  dm,  par  des  sections  droites 
intermédiaires  <r1 ,  <72,  •  •  • ,  <?n  au  nombre  de  n  :  numérotons  les 
tranches  o,  1,2,  .  .  . ,  n  ;  la  vitesse  des  éléments  de  la  tranche  o  a 
été  appelée  W0  ;  nous  appellerons  de  même  W( ,  W2,  .  .  . ,  Ww  les 
vitesses  des  tranches  suivantes.  La  force  vive  totale  de  la  masse 
considérée  entre  <70  et  a-  à  l'instant  t  est  alors 

efoi(W§  +  W?-4-...-hW2); 

à  l'instant  t-\-dt,  chaque  tranche  a  pris  la  position  de  la  suivante, 
la  dernière  s'est  transportée  en  a o/  où  elle  a  acquis  la  vitesse  W  et 
la  force  vive  de  la  masse  est 

d#n(Wî-+-W| -+-... -t-WA  -+-W2); 
la  variation  de  la  demi-force  vive  est  donc 

Ldm(Wî  —  W02). 
2 

Calculons  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces.  D'abord 
les  pressions  sur  les  parois  latérales  du  filet  ont  un  travail  nul, 
car  elles  sont  normales  aux  déplacements  des  éléments  sur  les- 
quels elles  agissent;  la  pression  p0<r0  est  appliquée  à  la  première 
tranche   qui   s'avance,  dans  le  sens  de  cette  pression,  de  W0  dt  : 

son  travail  est  donc 

jo^oW0  dt 
ou,  d'après  (61), 

-  p0  dm  ; 

la  pression  pa  est  appliquée  à  la  dernière   tranche  qui  s'avance, 
en  sens  contraire  de  cette  pression,  de  Wdt  :  son  travail  est  donc 


ou,  d'après  (62), 


—  pvWdt 


-  p  dm. 
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Restent  enfin  les  forces  données;  par  hypothèse,  la  force  X,  Y,  Z 
rapportée  à  l'unité  de  masse  dérive  de  la  fonction  de  forces  U; 
la  force  élémentaire  appliquée  à  un  élément  dm  dérive  donc  de  la 
fonction  U  dm;  si  l'élément  dm  passe  d'une  position  à  une  autre, 
le  travail  de  la  force  élémentaire  est  égal  à  la  variation  corres- 
pondante de  U  dm.  Appliquons  cette  proposition  aux  diverses 
tranches,  en  appelant  U0,  Uj,  .  .  .,  U«,  U  les  valeurs  de  U  dans 
les  diverses  tranches  o,  i ,  2,  .  .  . ,  n  et  dans  la  tranche  oV  :  le  tra- 
vail des  forces  données  appliquées  à  la  tranche  o  est  (U {~—U0)dm1 
car  cette  tranche  passe  de  la  position  o  à  la  position  1  ;  de  même, 
les  travaux  des  forces  données  appliquées  aux  tranches  1,  2,  ...,  n 
sont  (U2  —  U\)  dm,  (U3  —  U2)  dm,  ....  (U  —  Un)  dm  ;  la  somme 
de  ces  travaux  est,  après  réduction, 

(U  —  U0)dm. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  donc 

-r/m(W2  —  Wg)  =  -p0dm  —  - p  dm  +(U  —  V0)dm; 

2  p  p 

en  divisant  par  dm  et  transposant,  on  obtient  l'équation  de  Ber- 
noulli  (60)  pour  un  liquide. 

744".  Théorème  de  Torricelli.  —  Appliquons,  en  particulier, 
ces  résultats  au  mouvement  permanent  d'un  liquide  pesant,  main- 
tenu à  un  niveau  constant  dans  un  vase  par  un  réservoir  d'alimen- 
tation et  s'écoulant  par  un  orifice  percé  dans  la  paroi.  L'observation 
montre  qu'il  s'établit  un  régime  permanent.  Comme  les  éléments 
fluides  situés,  à  un  certain  instant,  sur  la  surface  libre  finissent 
par  s'écouler  par  l'orifice,  les  filets  fluides  partant  de  la  surface 
vont  aboutir  à  l'orifice  (fig.  33o). 

Prenons  pour  plan  des  xy  la  surface  libre,  pour  axe  des  z  la 
verticale  descendante.  On  a  alors  pour  la  fonction  des  forces 
U  =  gz.  L'équation  de  Bernoulli  (60)  s'écrit 

-W^-^  +  ^  =  G 

2  °  p 

tout  le  long  d un  filet  fluide .  Pour  déterminer  la  constante  G  le 
long  d'un  filet,  il  suffit  de  connaître  W,  z  et  p  en  un  point  du 
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filet  :  or,  sur  la  surface  libre,  on  a 

z  =  o,         p—Pa, 

pa  désignant  la  pression  atmosphérique;  quant  à  la  vitesse  W0  des 
points  de  la  surface  libre,  elle  est  négligeable  si  l'aire  de  la  sur- 
face libre  est  très  grande  par  rapport  aux  dimensions  de  l'orifice; 
il  est  évident,  en  effet,  que,  dans  ces  conditions,  si  l'on  supprimait 
l'alimentation  du  vase,  le  niveau  y  baisserait  très  lentement  :  nous 

prendrons  alors 

W0=o 

sur  la  surface  libre.    Dans   ces   conditions,  la  constante  a  pour 
valeur 


on  a  donc,  le  long  d'un  filet, 

(63)  |w»=^  +  -(/j.-?). 

2.  p 

Vitesse  d'écoulement .  —  Soient  h  la  distance  de  l'orifice  à  la 
surface  libre,  W<?  la  vitesse  d'écoulement  par  l'orifice  :  pour  con- 
naître cette  vitesse,  il  faut  connaître  la  valeur  de  la  pression  p  à 
l'orifice  d'écoulement;  or  l'écoulement  se  faisant  dans  l'air,  la 
pression  à  l'orifice  est  sensiblement  égale  à  la  pression  atmosphé- 
rique pa.  La  formule  (63)  donne  alors,  pour  z  =  A,  p  =  pa, 

(64)  W«  =  a*À; 

elle  exprime  le  théorème  de  Torricelli  :  La  vitesse  d'écoulement 
est  la  vitesse  que  prendrait  un  point  pesant  tombant  dans  le 
vide  de  la  hauteur  h. 

Débit.  —  Connaissant  la  vitesse  d'écoulement  et  la  grandeur  de 
l'orifice,  on  peut  calculer  le  débit,  c'est-à-dire  la  quantité  de 
liquide  qui  s'écoule  pendant  l'unité  de  temps.  L'observation 
montre  que  le  débit  ainsi  calculé  est  trop  fort  :  cela  tient  à  deux 
causes  :  i°le  jet  liquide  est  composé  de  filets  fluides  qui  vont  en 
convergeant  vers  l'orifice  et  qui  continuent  à  converger  même 
après  leur  sortie  de  l'orifice  {Jîg>  33o);  il  en  résulte  que  la  veine 
se  contracte  après  sa  sortie  sur  une  petite  longueur  et  que  pour 
calculer  le  débit  il  faut  prendre  la  quantité  de  liquide  qui  passe 


CHAPITRE    XXXIV.    —    DYNAMIQUE    DES    FLUIDES    PARFAITS.      369 

avec  la  vitesse  W<?  à  travers  la  section  droite  minima  de  la  veine 
ou  section  contractée,  h  désignant  la  distance  de  cette  section  à  la 
surface  libre  ;  2°  le  débit  est  moindre  que  le  débit  calculé,  pour  une 
deuxième  raison  :  c'est  que  la  pression  n'est  égale  rigoureusement 
à  la  pression  atmosphérique  que  sur  la  surface  libre  de  la  veine; 

Fig.  33o. 


aiitb 


à  l'intérieur  de  la  veine,  la  pression  est  un  peu  supérieure  à  la 
pression  atmosphérique  et  par  suite,  d'après  la  formule  (63)  où  p 
est  un  peu  supérieure  à  pa,  la  vitesse  d'écoulement  dans  les  par- 
ties centrales  de  la  section   contractée   est   un  peu  moindre  que 

s/zgh. 

Coefficient  de  contraction.  —  On  appelle  coefficient  de  con- 
traction le  rapport  de  l'aire  de  la  section  contractée  à  l'aire  de 
l'orifice.  Dans  le  cas  où  l'orifice  est  en  mince  paroi  ce  coefficient 

est  — -:   il  a  d'autres  valeurs  quand  l'orifice  n'est   pas  en  mince 

100  L  1 

paroi  ou  est  muni  d'un  ajutage. 


745.  Écoulement  d'un  gaz.  —  Imaginons  un  réservoir  de  grandes 
dimensions  qui  contient  un  gaz  sous  pression  s'échappant  par  une 
petite  ouverture  :  supposons  qu'il  s'établisse  un  régime  permanent, 
le  réservoir  étant  alimenté  convenablement.  On  peut  évidemment 
dans  l'étude  de  ce  phénomène  négliger  l'action  de  la  pesanteur. 
Les  filets  fluides  vont  converger  vers  l'orifice  d'écoulement  :  en 
suivant  un  de  ces  filets,  appelons  W0  etp0  la  vitesse  et  la  pression 
en  un  point  du  filet  très  éloigné  de  l'orifice,  W  et  p  les  mêmes 
quantités  au  voisinage  de  l'orifice.  La  quantité  W0  sera  très  petite 
si  les  dimensions  de  l'orifice  sont  petites  par  rapport  à  celles  du 

réservoir.  Nous  devons  exprimer  que  la  quantité  -W2 — Q  a  la 

même  valeur  le  long  du  filet.  Nous  aurons  ainsi  l'équation  (58) 


-(W*-  W02) 

2 


PdD 


-u.-pfe 


III, 


24 
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Mais  l'action  de  la  pesanteur  est  négligeable,  la  fonction  de  forces  U 
peut  donc  être  regardée  comme  nulle  ;  en  outre  W0  étant  très  petit, 
regardons-le  comme  nul  ;  nous  aurons,  en  intervertissant  les  limites 


de  l'intégrale,  la  formule 


<65) 


W2 


,/'■ 


dp 

P 


Dans  cette  formule  on  ne  connaît  que  d'une  façon  approchée   la 
relation  entre/*  et  0.  On  peut  faire  deux  hypothèses  simples. 

i°  Formule  de  Zeuner.  —  Admettons  qu'un  élément  du  fluide 
se  transforme  adiabatiquement ,  on  aura  (n°  724) 


P  =  Po 


po 


P  =  po 


Po 


Y  élant  le  rapport  des  chaleurs  spécifiques  à  pression  constante  et 
à  volume  constant  pour  le  gaz  considéré.  La  formule  (65)  donne 
alors 


W2  =       2  Y       Pc 


I      Pr 


Po 


Y-i 


Appelons  G  la  vitesse  du  son  dans  le  gaz  considéré  à  la  pression p0 
et  à  la  densité  p0,  on  a  (n°  732), 


P*> 


la  formule  peut  clone  s'écrire 

2G2 


(66) 


\\2  = 


Y  —  I 


,Po 


Le  coefficient  y  est  plus  grand  que  1  :  si  p  tend  vers  zéro,  la  vi- 
tesse W  tend  vers  une  valeur  limite  G 


2 

Y  — 1 


20  Formule  de  Navier.  —  Admettons  que  la  température  est 
constante  dans  un  filet  fluide.  On  aura  alors,  d'après  la  loi  de 
Mariotte, 


p 

p  =  po— ; 

Po 


CHAPITRE    XXXIV.    —    DYNAMIQUE    DES    FLUIDES    PARFAITS.     37 1 

l'équation  (65)  donne  dans  cette  hypothèse 

(67)  w»  =  2^2L^2, 

Po       P 

L  étant  la  caractéristique  d'un  logarithme  népérien. 

Comparaison  des  formules.  —  La  formule  de  Zeuner  suppose 
négligeables  les  effets  du  rayonnement  et  de  la  conductibilité; 
celle  de  Navier,  au  contraire,  suppose  que  la  température  est 
constante,  c'est-à-dire  que  la  chaleur  gagnée  ou  perdue  par  rayon- 
nement et  conductibilité  compense  exactement  la  variation  de 
température  due  à  la  transformation. 

La  vraie  valeur  de  la  vitesse  doit  donc  être  comprise  entre  les 
valeurs  fournies  par  les  deux  formules. 

Dans  les  circonstances  habituelles  de  l'écoulement  des  gaz,  c'est 
la  formule  de  Zeuner  qui  paraît  le  mieux  représenter  les  résultats 
observés  (*). 

746 .  Variation  de  la  section  droite  d'un  filet  gazeux  ;  maximum 
de  contraction;  vitesse  correspondante.  —  Considérons  un  gaz 
animé  d'un  mouvement  permanent  :  si,  dans  un  même  filet  fluide, 
nous  prenons  comme  au  n°  743  {fi g.  ^29)  deux  sections  droites 
a-  et  0*0,  la  masse  dm  de  fluide  traversant  l'élément  1  dans  le  temps  dt 
est  égale  à  la  masse  de  fluide  traversant  cr0  dans  le  même  temps. 
On  a  donc,  en  appelant  W  et  W0  les  vitesses,  p  et  p0  les  densités 
dans  les  sections  <r  et  cr0, 

p<j\V  dt  —  p0ï0Wo  dt. 

Gela  revient  à  dire  que  p<rW  est  constant  tout  le  long  du  filet 

Le   maximum   de  contraction   du  filet,   c'est-à-dire   le  minimum 
de  o-,  correspond  donc  au  maximum  de  oW.  Or,  d'après  la  for- 


(')  Sarrau,  Cours  de  l'École  Polytechnique,  ire  division,  1900,  p.  i5i-i53. 
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mule  générale  (65),  on  a 


rPo  dp 
1 


P         ? 


Pc 


dp 


(68)  P2W2=2P2     f      f^ 

Jp  ? 

La  pression/?  est  une  fonction  de  p  :  le  long  du  filet,  le  deuxième 
membre  est  donc  fonction  de  la  seule  variable  p  :  pour  trouver  la 
valeur  de  p  qui  rend  pW  ou  p2W2  maximum,  il  suffit  d'égaler 
à  zéro  la  différentielle  du  deuxième  membre  de  (68)  :  on  a  ainsi, 
au  point  où  la  contraction  est  maximum, 


Po  rl  o  dp 


c'est-à-dire 

-p°  dp       dp 


j  rdp 

^  p         r 

a  rp°dp  =  dp 

.'..       P  du 


La  vitesse  d'écoulement  au  point  où  la  contraction  est  maximum 
est  donc,  d'après  la  formule  (65), 

dp  ' 

on  voit  que  c'est  la  vitesse  du  son  correspondant  à  la  pression  et 
à  la  densité  en  ce  point  ('  )  (n°  732). 


V.  —  MOUVEMENT  PERMANENT   IRROTATIONNEL. 

747.  Mouvement  permanent  dans  le  cas  où  p  =f(p)  et  où  il 
existe  un  potentiel  des  forces  et  des  vitesses.  —  Nous  avons,  dans 
les  numéros  précédents,  supposé  que  la  densité  est  fonctiou  de  la 
pression  et  que  les  forces  X,  Y,  Z  dérivent  d'une  fonction  U; 
supposons   en  outre  que  les    vitesses   dérivent  également   d'une 

fonction  © 

dç>  dq>  dq> 

ax  oy  oz 

c'est-à-dire  que  le  mouvement  est  irrotationnel. 

(')  Sarrau,  Cours  de  l'École  Polytechnique,  ir*  division,  1900,  p.  i53. 
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Le  mouvement  élant  supposé  permanent,  m',  c,  w,p,  o  ne  dé- 
pendent pas  de  t  :  on  peut  donc  supposer  que  cp  ne  dépend  pas 
de  t.  Dans  ces  conditions,  le  calcul  du  n°  738  nous  a  montré  que 
la  fonction 

dt        i  ot 

est  indépendante  de  x,  y,  z.  Actuellement  -~  est  nul,   donc  la 

fonction 

H  =  -  W2—  Q 
i 

ne  dépend  pas  de  x,y,  z\  mais  l'hypothèse  que  le  mouvement- 
est  permanent  montre  que  cette  quantité  H  ne  dépend  pas  de  £, 
car  W  et  Q  sont  indépendants  de  t.  Donc  H  est  indépendant  de 
x,  y\  z,  t.  et  l'on  a  l'équation 

(69)  .     IW2-Q  =  C, 

C  désignant  une  constante. 

Dans  ce  cas,  on  déterminera  <p,/?  et  p  par  les  trois  équations 


mvcav+ftvi-u^fi-c. 


mi-^fi 


_  \  dx  )  \dy  J  \  dz  J  J      ? 


(70)  <  à     /    do\  d    /    dq>\  d    (    do\ 

j  te  VTx)  +  Ty  \?ày)  +  T;  \?à;)  =  °- 

Les  trajectoires  des  éléments  fluides  coupent  orthogonalement 

les  surfaces 

<p(a?,  y}  z)  =  const.  ; 

d'après  les  valeurs  de  u,  v,  iv,  ces  éléments  marchent  dans  le  sens 
suivant  lequel  cp  va  en  augmentant. 

Il  faudra  intégrer  les  équations  (70)  sous  les  conditions  ini- 
tiales et  les  conditions  aux  limites.  Par  exemple,  si  le  fluide,  dans 
son  mouvement,  doit  rester  en  contact  avec  une  paroi  fixe,  la 
vitesse  en  chaque  point  de  cette  paroi  doit  lui  être  tangente;  la 
composante  de  la  vitesse  normale  à  la  paroi  doit  donc  être  nulle, 
ce  qui  donne  la  condition 

du        ' 


374  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

tout  le  long  de  la  pa/'oi,  la  dérivée  étant  prise  suivant  la  normale 
à  la  paroi.  On  peut  aussi  interpréter  cette  condition  en  remar- 
quant qu'elle  exprime  que  le  flux  de  fluide  à  travers  un  élément 
quelconque  de   paroi  est  nul.  Les   surfaces  équipotentielles  des 

vitesses 

cp"=  const. 

couperont  cette  paroi  fixe  à  angle  droit. 

Comparaison  avec  le  théorème  de  Bernoulli.  —  En  sup- 
posant un  mouvement  permanent  dans  lequel  o  =^f[p)  et  dans 
lequel  les  forces  dérivent  d'une  fonction  de  forces,  nous  avons  vu 
(n°  742)  que  la  quantité 

H=-VV-2—  Q 

•i 

est  constante  le  long  d'un  filet  fluide  ;  mais  cette  valeur  con- 
stante diffère  d'un  filet  à  l'autre.  Actuellement,  nous  supposons 
de  plus  que  les  vitesses  dérivent  d'un  potentiel;  nous  trouvons 
alors  que  cette  quantité  H  est  constante  dans  tout  le  fluide,  ou 
encore  que  la  constante  est  la  même  pour  tous  les  filets. 

Il  faudra  distinguer  deux  cas,  suivant  que  cp  est  une  fonction 
uniforme  de  x,  r,  z  dans  le  fluide  (mouvement  irrotationnel 
acyclique)  ou  une  fonction  multiforme  (mouvement  irrotationnel 
cyclique)  (voir  n°  710). 

748.  Cas  d'un  liquide  incompressible.  —  Si  le  fluide  est  un 
liquide  incompressible,  o  est  constant,  et  l'on  a,  pour  déterminer 
o  et  p  en  fonction  de  x,  y,  z,  les  deux  équations 

,  ,      jH(SHIH2)'H*'=c' 

(71)  \ 

<  O-o         d-  co         ù~  cp 

àx2         oy-         àz- 

dont  la  deuxième  est  l'équation  de  Laplace. 

Il  faudra  dans  chaque  problème  trouver  des  fonctions  o  et  p 
vérifiant  ces  équations  et  remplissant  les  conditions  initiales  et 
les  conditions  aux  limites. 

Analogie  avec  V attraction  newtonienne.  —  La  fonction 
©(#,,/,  z),  vérifiant  l'équation  de  Laplace,  est  analogue  à  un  po- 
tentiel newtonien  dû  à  des  masses   qui  attirent  ou  repoussent  en 
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raispn  inverse  du  carré  des  dislances.  Les  surfaces  cp  =  const. 
sont  alors  analogues  aux  surfaces  de  niveau;  les  trajectoires  des 
éléments  liquides  coupant  orthogonalement  ces  surfaces  sont 
analogues  aux  lignes  de  forces,  les  filets  liquides  aux  tubes  de 
forces,  et  le  flux  de  liquide  à  travers  une  surface  est  analogue  au 
flux  de  force  (Gliap.  XXIX). 

Il  va  de  soi  qu'on  pourra  appliquer  à  la  fonction  es  tous  les  théo- 
rèmes établis  dans  le  paragraphe  IV  du  Chapitre  XXIX  sur  les 
fonctions  vérifiant  l'équation  de  Laplace. 

Par  exemple,  si  l'on  trace  par  la  pensée,  dans  le  liquide,  une 
surface  fermée  S,  dans  laquelle  o  est  uniforme  et  continu,  le  flux 
total  de  liquide  à  travers  cette  surface  est  nul,  ce  qui  est  évident, 
car  la  masse  totale  du  liquide  contenue  dans  S  est  invariable. 

749.  Sources;  doublets.  —  iu  Une  source.  —  Supposons  que 
le  mouvement  permanent  d'un  liquide  soit  irrotationnel  et  entiè- 
rement symétrique  autour  cU un  point  O.  Cherchons  la  forme 
de  la  fonction  cp.  Si  nous  prenons  le  point  O  comme  origine,  en 
appelant  /•  la  distance  d'un  point  #,  y,  z  au  point  O, 


s/x1 


■y1 


nous  voyons  que  o  sera  fonction  de  r  seulement  par  raison  de 
symétrie.  Cette  fonction  dépend  de  #,  y,  z  par  l'intermédiaire 
de  /•,  et  Ton  a 

do         do  x  d^o        d'2o  .r2         do    /  i         x'À 

dx        dr  r  Ox'1         dr1    r1         dr   \r         r' 

on  calcule  de  même  -~\>  ~i  et  en  formant  l'équation  de  Laplace 

oy%      az%  L  l 

A'j  =  o,  on  a,  après  des  réductions  évidentes, 


d'2  o        i  do  d    (     d 


dr'1        r  dr  dr    \      di 


On  en  tire  en  intégrant 


do         A 


dr  ==  r2' 


(7*) 

A  désignant  une  constante;  puis 

(73)  *  =  -y 
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où  il  est  inutile  d'ajouter  une  nouvelle  constante,  car  cp  intervient 
dans  toutes  les  équations  par  ses  seules  dérivées. 

Le  mouvement  est  entièrement  défini  par  cette  expression  (7^) 
de  cp  :  les  surfaces  cp  =  const.  sont  des  sphères  de  centre  O;  les 
trajectoires,  les  rayons  de  ces  sphères;  les  filets  fluides,  des  cônes 
ayant  tous  leurs  sommets  au  point  O.  Ce  point  est  d'ailleurs  un 
point  singulier  où  cp  est  infinie. 

Dans  ce  mouvement,  la  fonction  o  est  analogue  au  potentiel 
d'un  centre  unique  O  attirant  ou  repoussant  suivant  la  loi  de 
Newton. 

Si  A  est  positif,  les  particules  liquides  s'éloignent  du  point  O 
comme  si  le  fluide  sortait  de  ce  point  :  on  dit  alors  que  ce  point 
est  une  source  positive.  Si  A  est  négatif,  les  particules  liquides 
se  dirigent  vers  le  point  O  pour  y  disparaître  :  ce  point  est  une 
source  négative. 

Le  flux  de  liquide  à  travers  une  surface  fermée  simplement 
connexe  entourant  la  source  O,  de  l'intérieur  vers  l'extérieur,  est 
évidemment  égal  au  flux  de  liquide  à  travers  une  sphère  s  de 
centre  O  et  de  rayon  i .  Ce  flux  est  donc,  pendant  le  temps  dt, 


9d'II}lch  =  ?dtII}^ 


car  la  normale  extérieure  à  la  sphère  s  se  confond  avec  le  rayon 

et 

dy    _  <a?cp        A 
dn        dr        r2 

Comme,  sur  la  sphère,  r  =  1 ,  on  a,  pour  ce  flux, 

p  dt  A  /    /  de  —  4  Tïp  A  dt. 

Pendant  l'unité  de  temps,  ce  flux  est  donc  4^pA. 

Au  point  de  vue  physique,  il  faut  supposer  que  le  mouvement 
a  lieu  seulement  jusqu'à  une  certaine  distance  du  point  O,  par 
exemple,  à  l'extérieur  d'une  petite  sphère  de  centre  O  et  qu'il 
soit  modifié  dans  cette  sphère,  car  les  vitesses  ne  peuvent  pas  de- 
venir infinies  comme  il  arriverait,  d'après  notre  calcul,  si  le  mou- 
vement pouvait  exister  jusqu'au  point  O. 
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Le  calcul  précédent  est  identique  à  celui  que  nous  avons  fait, 
dans  la  théorie  de  l'attraction  newtonienne,  pour  calculer  le  flux 
de  force  provenant  d'un  centre  unique  à  travers  une  surface  fermée 
entourant  ce  centre. 

20  Plusieurs  sources.  —  Imaginons  un  liquide  animé  d'un 
mouvement  permanent  irrotationnel.  Supposons  que,  dans  une 
certaine  région  de  l'espace  occupé  par  le  liquide,  limitée  par  une 
surface  fermée,  il  existe  n  points  fixes  0o  02,  ...,  On  tels  qu'en 
appelant  r*,  r2)  .  .  .,  rn  les  distances  d'un  point  P(#,  y,  z)  à  ces 
points,  on  ait,  dans  cette  région,  pour  le  potentiel  des  vitesses, 
une  expression  de  la  forme 

Ai        A2  A„  ' 

?  =—  - —  - — ■••—  —  ■+-y(v,y,z), 

/  1  '2  'il 

At,  A2,  .  .  . ,  A„  désignant  des  constantes  positives  ou  négatives  et 
d»(^,y,  z)  une  fonction  harmonique,  uniforme,  finie  et  continue 
dans  la  région  considérée. 

On  dit  alors  que  les  points  Oh  02,  .  .  .,  0„  sont  des  sources 
d'intensité  Al5  A2,  •  •  . ,  AM.  Le  flux  à  travers  une  surface  S  entou- 
rant tous  ces  points  et  située  dans  la  région  considérée  est,  pen- 
dant l'unité  de  temps,  au  facteur  p  près, 


%dty 


J  J    dn  J    J     dn  J    J      du  J  J 

toutes  les  intégrales  étant  étendues  à  la  surface  S  :  c'est  donc  la 

so 

ut 


clnda' 


somme  des  flux  dus  aux  diverses  sources  augmentée  de  Finlégrale 


de 
dn 

qui  est  nulle,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  à  (n°  587). 
Le  flux  à  travers  S  est  donc 

4tt?(Ai  +  A2  +  ...+  A„). 

3°  Doublets.  —  Un  douhlet  est  constitué  par  deux  sources 
infiniment  voisines  d'intensités  égales  et  de  signes  contraires  :  il 
est  analogue  à  un  aimant  élémentaire  (n°  570). 

750.   Quelques  problèmes  sur  les  sources.  —  Soit  un  vase  entiè- 
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rement  clos  limité  par  une  surface  S  :  ce  vase  est  entièrement 
rempli  par  un  liquide  animé  d'un  mouvement  irrotationnel  acy- 
clique;  on  demande  de  trouver  le  mouvement,  sachant  qu'il  y  a 
n  sources  données  O, ,  02,  .  .  . ,  On  d'intensités  AM  A2,  .  •  • ,  An 
dans  le  vase. 

Il  s'agit  de  trouver  le  potentiel  o  des  vitesses  :  ce  potentiel  doit 
être,  dans  le  vase,  une  fonction  de  la  forme 

/«/^  .     A,        A,  A,4 

<]>  étant  assujettie  à  être  uniforme  et  finie  dans  le  vase  et  à  véri- 
fier l'équation  de  Laplace  A'|i  =  o.  C'est  cette  fonction  qui  est 
l'inconnue  du  problème. 

Tout  d'abord,  pour  que  ce  problème  soit  possible,  il  faut  que  la 
somme  A,  -4-  A2  -f- .  .  .  -f-  A^  des  intensités  des  sources  soit  nulle  : 
en  effet,  le  vase  étant  clos,  le  flux  total  à  travers  la  surface  S  est 
nul. 

Cette  condition  étant  supposée  remplie,  la  vitesse  de  chaque  élé- 
ment fluide  en  contact  avec  la  paroi  S  doit  être  tangente  à  la  paroi  : 
on  a  donc,  en  chaque  point  de  la  surface  S, 

do 

du 

Or,  d'après  l'expression  (74)»  on  a 

do  d   /  A 1        A  ?  A  „  \        dty 

d/i  d/i  \  /-j  r-i  r a  j        du 

Donc,  la  fonction  <l>  doit,  sur  la  surface  S,  vérifier  la  condition 

d'b         d   /At        A 2  A, 


(75) 

du        du  \  r  t         r-2  r 

En  résumé,  la  fonction  inconnue  d»  est  déterminée  par  les  pro- 
priété suivantes  :  elle  est  harmonique,  uniforme  et  finie  dans  la 
surface  S  et,  en  chaque  point  de  S,  sa  dérivée  normale  prend  une 
valeur  donnée  (^S).  Ces  conditions  déterminent  'j»,  aune  constante 
près,  comme  nous  l'avons  vu  dans  l'étude  des  fonctions  harmo- 
niques (n°  594). 

On  peut  faire  effectivement  le  calcul  de  la  fonction  >h  quand  la 
surface  donnée  S  est  un  parallélépipède  rectangle,  en  introduisant 
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une  fonction  harmonique  analogue  à  la  fonction  Z  employée  pour 
la  décomposition  des  fonctions  elliptiques  en  éléments  simples 
(voyez  Acta  mathematica,  t.  VIII,  p.  265). 

Lorsque  l'une  des  dimensions  du  parallélépipède  devient  infinie, 
ou  a  la  solution  du  problème  pour  un  prisme  rectangle  indéfini 
dans  un  sens  :  des  cas  particuliers  de  ce  dernier  problème  ont  été 
résolus  par  MM.  Boussinesq,  de  Saint -Venant  et  Flamant 
[Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris,  1870). 

Ces  solutions,  qu'il  serait  trop  long  d'exposer  ici,  reposent  sur 
le  principe  des  images  que  nous  indiquerons  sommairement,  en 
adoptant  le  mode  d'exposition  de  M.  Basset. 

751.  Principe  des  images.  —  Supposons  que,  dans  un  liquide 
indéfini,  il  existe  deux  portions  distinctes  L,  et  L2  du  liquide, 
animées  chacune  d'un  mouvement  propre.  Supposons,  en  outre, 
qu'on  puisse  tracer  dans  le  fluide  une  surface  continue  fixe  S,  sé- 
parant complètement  l'une  de  l'autre  les  deux  portions  L,  et  L2, 
de  telle  façon  que,  dans  les  mouvements  de  ces  deux  portions, 
aucun  élément  de  L,  ne  traverse  S,  ni  aucun  élément  de  L2.  On 
dit  alors,  d'après  Sir  William  Thomson  (Lord  Kelvin),  que  le 
mouvement  de  L2  est  limage  du  mouvement  de  L4  par  rapport  à 
la  surface  S,  et  inversement. 

Dans  ces  conditions,  on  pourrait,  sans  changer  le  mouvement 
de  L1 ,  supprimer  le  liquide  L2,  à  condition  de  réaliser  matérielle- 
ment la  surface  S  sous  forme  de  cloison.  De  même,  on  pourrait, 
sans  changer  le  mouvement  de  L2,  supprimer  L|  en  réalisant  S 
sous  forme  de  cloison. 

Premier  exemple  :  Image  d' une  source  par  rapport  à  un 
plan.  —  Soient,  dans  un  liquide  indéfini  dans  tous  les  sens  et 
animé  d'un  mouvement  permanent,  deux  sources  Ot  et  02  de 
même  intensité  A,  le  mouvement  étant  nui  à  l'infini.  Dans  ces 
conditions,  en  appelant  /•)  et  r2  les  distances  d'un  point  P  aux 
deux  sources,  le  mouvement  considéré  est  un  mouvement  irrota- 
tionnel dans  lequel  le  potentiel  des  vitesses  est  de  la  forme 

A        A 

?  =  —  -  —  —  ■+•  <K^>.r>~)> 

où  ù   est   une  fonction  harmonique  uniforme  et  finie  dans  tout 


38o 
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l'espace,  telle  que  —j  — *-,   ~  soient  nuls  à  l'infini.  Cette  fonction 

1  l        ax     ôy     oz 

est  alors  une  constante  d'après  les  théorèmes  généraux  sur  les 

Fig.  33 r . 


P,- 


p— P. 


fonctions  harmoniques  (n°  600),  et  l'on  peut  prendre,  en  laissant 

de  côté  cette  constante, 

A       A 
rx       r2 

Par  le  milieu  O  de  0,02,  menons  un  plan  S  perpendiculaire 
à  0,02  :    nous  allons  montrer  que  le   flux  à  travers  un  élément 

quelconque  de  S  est  nul,  c'est-à-dire  que  --—-  est  nul  tout  le  long 

de  S.  En  effet,  soient  P  un  point  de  S  ;  P<  et  P2  deux  points  placés 
sur  la  perpendiculaire  en  P  à  S,  symétriquement  par  rapport  à  ce 
plan.    La  dérivée   de  <p  prise  normalement  à   S  est  la  limite    du 

rapport 

cp1 


C2, 


PiP2 

quand  les  points  P,  et  P2  tendent  l'un  vers  l'autre,  <p<  et  cp2  étant 
les  valeurs  de  cp  en  ces  points.  Mais,  par  raison  de  symétrie, 
®2=  '•${-,  et  la  limite  est  nulle. 

Le  plan  S  divise  alors  le  liquide  en  deux  parties,  qui  se  meuvent 
indépendamment  l'une  de  l'autre  :  l'un  des  mouvements  est  l'image 
de  l'autre  par  rapport  au  plan  S.  On  pourrait  supprimer  la  partie 
du  liquide  placée  d'un  côté  du  plan,  en  remplaçant  ce  plan  par 
une  cloison;  le  mouvement  de  l'autre  partie  ne  serait  pas  altéré. 
On  aurait  ainsi  la  solution  de  ce  problème  :  Trouver  le  mouve- 
ment irrotationnel  d'un  liquide  indéfini  remplissant  tout 
V espace   situé  dun   côté  d  un  plan  fixe  S,   sachant    que    le 
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mouvement  est  nul  à  V infini,  et  quil  y  a  une  source  dans  le 
liquide. 

Deuxième  exemple  :  Ecoulement  permanent  irrotationnel 
d'un  liquide  par  le  fond  d'un  vase  indéfini  limité  par  deux 
plans  parallèles.  —  Soient  trois  axes  rectangulaires,  l'axe  0^ 
étant  vertical  ascendant;  considérons  un  vase  indéfini,  limité  par 
les  trois  plans  x  =  a,  x  =  —  «,  z  =  o  ;  le  fond  de  ce  vase  est 
constitué  par  le  plan  xOy;  imaginons  qu'il  soit  percé  d'une 
ouverture  circulaire  infiniment  petite  placée  en  O.  Supposons 
ce  vase  plein  d'un  licjnide  pesant  qui  part  du  repos  pour  s'écouler 
par  cette  ouverture  :  le  mouvement  sera  irrotationnel;  supposons 
en  outre  le  régime  permanent  établi.  Nous  admettrons  que  l'ouver- 
ture O  constitue  pour  le  liquide  une  source  négative. 

Dès  lors,  le  potentiel  co  (x,y,  z)  des  vitesses  doit  vérifier  les 
conditions  suivantes  : 

i°  11  doit  être  dans  le  vase  de  la  forme 

cp  =  -  4-4,0,^,  z), 

A  étant  une  constante  positive,  r  la  distance  du  point  x,y,  z  au 
point  O,  et  ^  une  fonction  harmonique  finie  et  uniforme  dans  le 
vase  ; 

2°  Les  dérivées  partielles  -—)   —-,   ~  doivent  être  nulles  à  l'in- 

*  ace      ay      az 

fini  dans  le  vase,  car  le  mouvement  y  est  nul  ; 

3°  Tout  le  long  des  parois,  la  dérivée  -—  normale  aux  parois 

doit  être  nulle;  par  conséquent,  sur  les  parois  latérales  x  —  ±  #, 

-p  doit  être  nul  et,  sur  le  fond,  -—-  doit  être  nul  ;  cela  revient  à  dire 

que  les  surfaces  cp  =  const.  doivent  couper  orthogonalement  les 
parois. 

Pour  obtenir  une  fonction  cp  remplissant  toutes  ces  conditions, 
prenons  les  symétriques  du  point  O  par  rapport  aux  parois,  puis 
les  symétriques  de  ces  symétriques,  etc.,  comme  si  le  point  O 
était  un  point  lumineux  et  les  parois  des  miroirs.  Tous  ces  symé- 
triques sont  placés  sur  Ox  et  ont  pour  abscisses 

±2a,     d=  t\a,     ...,     ±ina,     ..., 
n  étant  un  entier  positif  quelconque. 
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Prenons  alors  la  fonction  définie  parla  série 


par 


\ 


(76) 


2 

n  =  <x 

*2 


1/1 


./• 


2  na  )-  -h y"1  H-  z'2 


n  =  l 


•( 


.T  H-  2/l«  j2+jK2  + 


•ma 


•ma 


qui  est  convergente,  car,  pour  n  infiniment  grand,  le  terme  géné- 
ral  est  de  l'ordre  de   — •    Cette  fonction  remplit  toutes  les  con- 

n-  L 

dit  ions  : 

A 

i°  Les  termes  qui  suivent  —  forment  une   fonction   à    harmo- 

nique  uniforme,  car  chaque  terme  de  la  série  étant  à  une  con- 
stante près  l'inverse  de  la  distance  du  point  x,  y,  z  à  un  point 
fixe,  est  une  fonction  harmonique  \  cette  fonction  ù  est  finie  dans 
le  vase  ; 

20  Les  dérivées  partielles  de  cp  sont  évidemment  nulles  à  l'infini 
dans  le  vase  ; 

o°  Un  a  pour  — L  une  série  qu  on  peut  écrire 


do 

O.r 


=  —  A 


x 


9  va 


a  > 


v  =  -  «  \{oc  —  2  va  f  -+-  y2  H-  z-  j 
pour  x  =  a,  cette  série  devient 

(2V-I) 


V=  -H» 

a«2 


=—[(*■ 


l)*a*H-^»  + 


3 

■  J 


somme  qui  est  évidemment  nulle,  car  les  termes   correspondant 
à  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires   de  l'entier  impair 

2v —  1   se  détruisent;   on  vérifie  de  même  que  -7-*-  s'annule  pour 

1       ox  l 

x  =  —  a. 

Enfin,  v-  est  nul  pour  z  =  o  en   tous  les  points   distincts  du 

point  O  et  de  ses  images,  car  en  écrivant  cette  dérivée  on  voit 
que  chaque  terme  contient  z  en  facteur. 

La  fonction  cp  étant  trouvée,  la  pression  est  donnée  par  la  pre- 
mière des  équations  (71). 
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Remarque.  —  Si   dans  le  développement  (76)  on  ne  prenait  pas  soin 
de  retrancher  de  chaque  terme  de  la  forme 


y/( x  ±  i  nay- -+- y2  -h  z2 

la  quantité  >  la  série  serait  divergente. 

ina 

C'est  par  un  procédé  analogue,  emprunté  à  la  démonstration  classique 
du  théorème  de  M.  Mittag-Leffler,  que  l'on  arrive  à  rendre  convergentes 
les  séries  auxquelles  conduit  la  méthode  des  images,  dans  des  problèmes 
analogues  au  précédent  relatifs  à  des  vases  ayant  la  forme  de  parallélépi- 
pèdes rectangles  (Acta  matJiematica,  t.  VIII,  p.  265).  On  trouvera  des 
indications  sur  les  développements  en  séries  trigonométriques  des  fonc- 
tions auxquelles  on  est  ainsi  conduit  dans  un  Mémoire  de  M.  Appell 
{Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  de  M.  Jordan,  1887, 
premier  fascicule),  et  dans  un  Mémoire  de  M.  Lerch  (7&zV/.,  fasc.  IV,  1899). 


EXERCICES. 

1.  Mouvement  d'un  liquide  symétrique  autour  d'un  axe;  fonction  de 
Stokes.  —  Soit  un  liquide  animé  d'un  mouvement  symétrique  autour  de  Oz. 
Appelons  /*,  6,  z  les  coordonnées  semi-polaires  d'un  élément  :  la  vitesse  W  de 
cet  élément  est,  par  hypothèse,  dans  un  plan  passant  par  l'axe  Os  et  ne  dépend 
pas  de  8.  Appelons  s  la  composante  de  W  suivant  le  rayon  vecteur,  et  w  sa 
composante  suivant  Oz  :  s  et  w  sont  fonctions  de  ^  et  /•;  les  lignes  de  courant 
sont  dans  des  plans  passant  par  Oz  et,  dans  l'un  de  ces  plans  zOr,  leur  équa- 
tion différentielle  est 

dz  _  dr 

w  s 

{  1)  w  dr  —  s  dz  =  o. 

D'autre  part,  l'équation  de  continuité  est  (n°  740) 

d(rs)  div 

(2)  —t-1  -i-r  —  =  0. 

v    '  or  oz 

Cette  équation  montre  que  l'équation  (t)  admet  le  facteur  intégrant  r,  et  l'on 
peut  écrire 

;•  (  w  dr  —  s  dz)  =  dà, 

^  étant  une  fonction  de  z  et  /•.  On  a  alors 

d<\>  di> 

Or  dz 

^  s'appelle  la  fonction  de  Stokes. 

S'il  existe  un  potentiel  des  vitesses  cp,  ce  potentiel  est  une  fonction   de  z  et  /■ 
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seuls  et  l'on  a  aussi 

s  = 


dz  ôr  ' 


l'équation  de  continuité  est  alors 


r)  (    d'-o\  cP'o 


<3>  l(-5) 


et  la  fonction  ty  vérifie  l'équation 


h-dP=°> 


à  (  i   d<l>  \        x    ô-'l> 

-x  =  o. 


dr\r   àr )        r    dz2 

2.  Équations  du  mouvement  des  fluides  déduites  du  principe  d'Hamilton. 
—  Employons  les  variables  de  Lagrange  et  appelons  U  la  fonction  des  forces. 
D'après  le  principe  d'Hamilton  (Tome  II),  considérons  l'intégrale  quadruple 


-  (x'2-h  y'2+  z'2)  +  U 

2  J 


p  dx  dy  dz  dt, 


étendue  à  tous  les  éléments  du  liquide  à  l'instant  t,  puis  aux  valeurs  de  t  de 
l'instant  t0  à  l'instant  tu  les  positions  initiales  et  finales  du  système  étant 
données.  Cette  intégrale,  sous  la  condition  de  continuité 

£)   ^    D  (  Xi  T?    Z  )    _    Pn 

D  (a,  b,  c  )         p 

doit  être  un  minimum  pour  le  mouvement  réel  comparé  aux  mouvements  infini- 
ment voisins. 

On  trouvera  le  calcul  détaillé  dans  Basset,  A  Treatise  on  hydrodynamcis, 
t.  I,  p.  32. 

3.  Prouver  que  la  fonction 

O  =/(t)      (/'2+  a2—  2«Z)~2+  (r2+a2+  2CIZ)2—   -_        +  <];  (t) 

est  le  potentiel  des  vitesses  pour  un  liquide;  étudier  le  mouvement  correspon- 
dant. Trouver  les  surfaces  d'égale  pression  en  supposant  le  liquide  soumis  à  la 
pesanteur  et  l'axe  des  z  vertical  ascendant.  (Basset,  ibid.,  p.  6o.) 

4.  Écoulement,  par  un  orifice  horizontal,  d'un  liquide  pesant  contenu  dans 
un  vase  dont  la  paroi  est  de  révolution  autour  de  Oz;  on  suppose  le  vase 
alimenté  de  façon  que  le  niveau  reste  constant;  on  suppose,  en  outre,  le 
mouvement  permanent  et  irrotationnel  (Resal,  Mécanique  générale,  t.  II, 
p.  20^).  —  En  appelant  cp  le  potentiel  des  vitesses,  et  déterminant  un  point  par 
ses  coordonnées  semi-polaires  /•,  0,  z,  on  voit,  comme  le  mouvement  est  symé- 
trique autour  de  Oz,  que  cp  dépend  uniquement  de  r  et  6;  la  vitesse  W  d'un 
élément  a  pour  composantes  : 

d® 
S=àr 
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suivant  le  rayon,  et 

d? 

w  =  — - 
dz 

suivant  la  verticale. 

Les  fonctions  cp  et  p  sont  déterminées  par  les  deux  équations  (  n°  747) 


E  —        _I 
P   :    g*       2 


m -mi 

d2®        i  O'-p       d2v 
0/"        r  c//'         as2 

dont  la  seconde  est  l'équation  de  continuité.  Les  conditions  aux  limites  sont 
que,  sur  la  paroi  latérale,  les  molécules  glissent  le  long  de  cette  paroi;  et  que 
sur  la  surface  libre  et  sur  le  pourtour  de  l'orifice  z  —  h  s'exercent  des  pressions 
égales  à  la  pression  atmosphérique.  Resal  trouve  la  solution  du  problème  pour 
des  formes  particulières  du  vase  déterminées  de  telle  façon  que  l'on  puisse  satis- 
faire à  toutes  les  conditions  en  prenant,  pour  cp,  un  polynôme  en  r  ayant  pour 
coefficients  des  fonctions  de  z. 

5.    Démontrer  que   les  équations  (21)  et  (ai')  de  Cauchy,   p.  333,  fournissent 
les  intégrales   générales  des  équations  (43)  et  (43')  de  Ilelmholtz,  p.  35o  et  35r. 

Réponse.  —  Dans  les  équations  de  Cauchy,  remplaçons  D  par  sa  valeur  —  ;  la 

....  P 

première  devient 

(  a  )  \  -  lî  ^  +  !L»  È2L  +  ?•  ?& . 

p        p0  da        p„    db        p0  de 


Prenons  les  dérivées  totales  par  rapport  au  temps 

(?) 


d  f\\       l0  du       ■%  du        Ç0  du 


dt\pj       p0  da        p0   db        p0  de 
Dans  (,3)  faisons 

du  _  du  dx        du  dy       du  dz 
da        dx  da        dy  da        dz  da 

,  .    du    du     du  .       ,         .         ,    , 

ordonnons  par  rapport  a   -r—i  -r-  »  -r-  et  tenons  compte  des  équations  (a)  :  nous 

dx    dy    dz  v 

aurons  l'équation  ('|3)  de  Helmholtz,  p.  35o. 


III.  25 
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CHAPITRE  XXXV. 

THÉORIE  DES  TOURBILLONS. 


732.  Indications  historiques  et  bibliographiques.  —  La  théorie 
des  mouvements  tourbillonnaires  repose  sur  des  théorèmes  qui 
sont  dus  à  Helmholtz  {Journal  de  Crelle,  t.  c.5,  1 858)  et  qui 
constituent  le  plus  grand  progrès  fait  en  Hydrodynamique  depuis 
les  recherches  d'Euler,  de  Lagrange  et  de  Gauchv. 

Ces  théorèmes  ne  s'appliquent  qu'aux  fluides  parfaits  dans 
lesquels  il  existe  une  relation  entre  la  densité  et  la  pression  et  qui 
sont  soumis  à  des  forces  conservatives,  c'est-à-dire  dérivant  d'une 
fonction  de  forces  uniforme.  Lorsque  les  conditions  dans  lesquelles 
est  placé  un  fluide  diffèrent  très  peu  de  ces  conditions  théoriques, 
on  peut  encore  se  servir  des  théorèmes  de  Helmholtz  en  consi- 
dérant les  résultais  obtenus,  non  plus  comme  rigoureusement 
exacts,  mais  comme  représentant  seulement  une  première  approxi- 
mation. 

Les  mouvements  tourbillonnaires  paraissent  jouer,  dans  les 
phénomènes  météorologiques,  un  rôle  considérable  que  Helmholtz 
a  tenté  de  préciser. 

Cette  théorie  a  donné  naissance  à  de  nombreux  et  importants 
travaux  de  Rirchhoff,  de  lord  Rajleigh,  de  J.  Thomson  et  de  lord 
Kelvin  (Sir  W.  Thomson).  Ce  dernier  a  cherché,  dans  l'existence 
des  mouvements  tourbillonnaires,  une  explication  mécanique  de 
l'univers,  en  admettant  que  la  matière  est  continue,  mais  que  cer- 
taines portions  sont  animées  de  mouvements  tourbillonnaires 
(atomes  tourbillons)  qui,  d'après  les  théorèmes  de  Helmholtz, 
doivent  se  conserver. 

Enfin,  les  équations  qui  servent  à  définir  les  mouvements  tour- 
billonnaires présentent,  avec  les  équations  de  l'Eleclrodynamique, 
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une  analogie  de  forme  qui  a  permis  d'éclairer  l'une  des  théories 
par  l'autre. 

On  pourra  consulter,  pour  l'exposé  de  la  théorie  des  tourbillons, 
les  Ouvrages  suivants  : 

Vorlesungen  iiber  mathematisclie  Physik,  von  G.  Kirchhoff 
(Leipzig-,  Teubner;   1 883). 

A  Treatise  on  Hydrody  nanties,  by  Basset  (Cambridge, 
Deighton,  Bell  and  G0;  1888). 

Recherches  récentes  sur  diverses  questions  d'Hydrodyna- 
mique, par  M.  Brillouin.  (Paris,  Gauthier-Villars  ;  1891.  Extrait 
des  Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse.) 

Théorie  des  tourbillons,  par  M.  Poincaré  (Paris,  Carré;  1893). 


I.  —  PROPRIETES  GENERALES. 

753.  Hypothèses.  ■*-  Nous  supposons  un  fluide  parfait  dans 
lequel  la  densité  est  fonction  de  la  pression  et  qui  est  soumis  à  des 
forces  dérivant  d'une  fonction  de  forces  uniforme  U.  En  posant 
comme  au  n°  729, 

(,)  Q=U-/|, 

on  obtient  pour  Q  une  fonction  uniforme  de  #,  y,  z,  t  et  l'on  peut 
écrire  les  équations  du  mouvement,  dans  le  système  des  variables 
de  Lagrange, 

(a) 

C'est  de  cette  forme  d'équations  que  nous  déduirons  les  théorèmes  ; 
on  peut  donc  dire  que  ces  théorèmes  s'appliquent  toutes  les  fois 
que  les  accélérations  d'un  fluide  dérivent  d'un  potentiel 
Q(j?,  f,  z,  £),  uniforme  dans  toute  l'étendue  du  fluide  à  chaque 
instant. 

loi.  Lignes  et  surfaces  fluides.  —  D'après  ce  que  nous  avons 
vu  dans  la  théorie  générale  de  la  déformation  d'un  milieu  continu, 
si  des  éléments  fluides  sont,  à  un  instant  £0,  disposés  sur  une  sur- 
face S0  ou  sur  une  ligne  L0,  ces  mêmes  éléments  sont  encore,  à 


d'2  .t 

àQ 

d*y        dQ 

^2; 

dQ 

dV- 

dx 

~dt*    =~  ~dy  ' 

~dP-    = 

"  Tz 

388  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

un  aulre  instant  quelconque  t,  sur  une  surface  S  ou  sur  une 
ligne  L.  Nous  appellerons  la  surface  S  et  la  ligne  L,  qui  varient  de 
forme  et  de  position  avec  t,  une  surface  fluide  et  une  Vigne  fluide. 

755.  Constance  de  la  circulation  le  long  d'une  ligne  fluide 
fermée.  —  Considérons  les  particules  fluides  (#,  b,  c)  qui,  à 
l'instant  initial  t  =  o,  sont  situées  sur  une  ligne  fermée  L0  ;  à 
l'instant  t,  ces  mêmes  particules  auront  des  coordonnées  x,  )',  z 
fonctions  de  a,  b,  c,  t  et  seront  disposées  sur  une  autre  ligne  fluide 
fermée  L. 

La  circulation  le  long  de  la  courbe  L  à  l'inslant  t  est  définie 
(n°  710)  par  l'intégrale 

ci  =    !    u  d.r  -h  v  dy  -h  w  dz, 

'   L 

prise  le  long  de  cette  ligne.  Dans  cette  intégrale  t  est  constant  et 
dx,  dy,  dz  désignent  les  projections,  sur  les  axes,  d'un  élément 
d'arc  ds  de  la  courbe  L. 

Lorsque  t  varie,  la  circulation,  le  long  de  la  ligne  fermée 
fluide  L,  reste  constante.  Pour  démontrer  ce  théorème,  nous 
mettrons  l'intégrale  ci  sous  une  forme  plus  commode.  A  l'instant 
initial,  les  coordonnées  a,  b,  c  des  éléments  fluides  placés  sur  L0 
sont  des  fonctions 

a  =  cp ( X ),         b  =  ©j  ( X  ),         c  =  ©2 (  X  ), 

d'un  paramètre  A  qu'il  faut  faire  varier  de  a  à  [3  pour  obtenir  suc- 
cessivement tous  les  points  de  L0.  A  l'instant  t  les  coordonnées 
x,  y,  z  des  éléments  correspondants  de  la  ligne  fluide  L  sont  des 
fonctions  de  a,  b,  c  et  t,  c'est-à-dire  de  \  et  t, 

et  X,  doit  varier  de  a  à  [3  pour  que  le  point  x,  y,  z  décrive  la  courbe 
fermée   L.   Dès  lors,   en  prenant  \  comme  variable  dans  l'inté- 


grale ci,  on  a 


ci 


C*  (    dx  dy  dz\    „ 

Cette  intégrale  dépend  de  t  parce  que  u,  V,  «>,  — <->  -£j  -^dépendent 
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de  t.  Calculons  la  dérivée  de  ci  par  rapport  à   t,   en  remarquant 

!,,!,.  -,  ,  \    du        dQ 

que,  cl  après  les  équations   du  mouvement  (2),  -7-  ===  — ~,  •  ••  et, 


dt         dx 


d'après    le    théorème    sur  l'interversion    des    dérivées    partielles, 


d  ( dx\         du  AT 

2*  (ai)  =  3* Nous  aurons 


dci  _      r 
~dt      '  .1. 


dl. 


'   /  dQ  àx        dQ  dy        dQ  dz  du  dv  àws 

I    — —    -4-   — —    — —  -4-   — — \-  1J -4-  V  -4-  W 

Ja     \dx    dl^  dy  dl         dz   dl  ^      dl   *     dl  dl 

ce  qu'on  peut  écrire 

dci         r$  d  t-z        m2+p2+(v2\    ,. 

-dt-)    5x(Q  + ï )dl> 

car  Q  peut  être  regardé  comme  fonction  de  X  par  l'intermédiaire 
de  x,y,  z.  L'intégrale  indéfinie  est  alors 

1 

et,  comme  elle  est  prise  le  long  d'une  courbe  fermée,  les  deux 
limites  a  et  (3  donnent  le  même  point  #,  y,  z,  c'est-à-dire  les 
mêmes  valeurs  aux  fonctions  Q,  u,  v,  (v  :  l'intégrale  est  donc 
nulle.  La  dérivée  de  ci  par  rapport  à  t  étant  nulle,  ci  est  con- 
stant. 

Autre  démonstration.  —  On  peut  rattacher  ce  théorème  à  l'équation 
qui  a  été  donnée  au  n°  731  comme  généralisant  le  théorème  de  Lagrange. 
Nous  avons  vu  en  effet  que,  t  ayant  une  valeur  déterminée  et  dx,  dy,  dz 
désignant  les  variations  de  x,  y,  z  qui  correspondent  à  des  variations  da, 
db1  de  des  coordonnées  initiales,  on  a 

u  dx  -h  v  dy  4-  w  dz  —  (  w0  da  ■+-  ç0  dû  -+-  w0  de)  —  dF. 

Dès  lors,  intégrons  les  deux  membres  en  faisant  décrire  au  point  géo- 
métrique a,  b,  c  une  courbe  fermée  L0  et  en  remarquant  que  le  point 
correspondant  x,  y,  z  décrit  la  courbe  L  :  l'intégrale  du  deuxième  membre 
est  nulle,  car  l'intégrale  indéfinie  F(a,  b,  c,  t)  prend  les  mêmes  valeurs 
au  commencement  et  à  la  fin  de  l'intégration,  et  l'on  a 

Jf    u  dx  -+-  v  dy  h-  w  dz  =   f    u0  da  H-  c0  db  -+-  w0  de, 

ce  qui  montre  que  la  circulation  le  long  de  L  conserve  une  valeur  con- 
stante. 
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756.  Expression  de  la  circulation  à  l'aide  du  théorème  de  Stokes. 
Flux  de  tourbillon  ou  intensité  tourbillonnaire.  —  Faisons  à  l'in- 
stant t  passer  par  la  courbe  L  une  surface  simplement  connexe  S 
dont  cette  courbe  soit  la  limite.  D'après  le  théorème  du  n°  539, 
dans  l'expression  duquel  on  remplace  les  fonctions  P,  Q,  R  par  m, 
ç,  w*  on  a 


dx  -h  v  dv  -+-  w  dz 


l dw 
a.     - — 


=)*p(S 


dws 


\dx        Oy  J  J 


r'' 


où  l'intégrale  double  est  étendue  à  tous  les  éléments  d<7  de  la  sur- 
face S,  a,  j3,  y  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à 

17  ,\  ,  1       r^  1  •    >     àw  dv  ,      , 

J  élément  d<j.  lomme  les  quantités —  y  •••  sont  égales  aux 

1  dy         dz  ° 

doubles  des  projections  £,  Y},  Ç  du  vecteur  tourbillon  Q,  on  a 

dw        dv 


Or 


Oz 


-+-...=  2(ajj-f-  fa  -+-7Ç)  =  2Û„, 


Qn  désignant  la  projection  du  vecteur  tourbillon  au  point  d<j  sur 
la  normale  à  la  surface  S.  On  a  donc,  pour  la  circulation  le  long 
de  la  ligne  L,  la  formule 


(3) 


ci  =  1 


ff°" 


dz. 


L'intégrale  double  du  deuxième  membre  est  ce  que  l'on  appelle 
le  flux  de  tourbillon  à  travers  la  portion  de  surface  S,  ou  encore 
Y  intensité  tourbillonnaire  de  cette  portion  de  surface. 

On  peut  donc  dire  que  la  circulation  le  long  d'une  courbe 
fermée  limitant  une  portion  de  surface  est  égale  à  V intensité 
'tourbillonnaire  de  cette  portion  de  surface. 

Quand  t  varie,  les  particules  situées  sur  la  surface  continue  S 
se  déplacent  en  formant  une  surface  fluide  limitée  par  les  posi- 
tions successives  de  la  ligne  fluide  L.  Le  théorème  sur  la  constance 
de  la  circulation  le  long  d'une  ligne  fluide  peut  donc  aussi  s'énoncer 


ainsi  : 


U  intégrale  double  1  I  /  ûn  d<7  étendue  à  une  surf  ace  fluide 
ne  varie  pas  avec  le  temps,   ou  encore,  le  flux  de  tourbillon  à 
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travers  une  surface  fluide  ne  varie  pas  avec  t,  ou  enfin,  V in- 
tensité tourbillonnaire  d'une  surface  fluide  est  constante  dans 
le  temps. 

Cas  d'une  surface  fermée.  —  Il  est  aisé  de  voir  que  le  flux 
de  tourbillon  à  travers  une  surface  fermée  tracée  dans  le 
fluide  est  nul.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  les  compo- 
santes £,  7j,  Ç  du  vecteur  û  vérifient  identiquement,  d'après  leurs 
expressions  mêmes,  à  l'aide  des  dérivées  de  u,  p,  w,  l'identité 

V4;  ùx        Oy        dz 

Alors,  étant  donnée  une  surface  fermée  S  limitant  un  volume  V, 
la  formule  (i)  du  n°  534  (théorème  de  Green),  dans  laquelle  on 
remplace  G,  H,  K  par  £,  tj,  Ç,  donne 


Si 


.w*h***-//jf(S-&*2)* 


ou,  d'après  (4), 

f  fil,  ch  =  o. 

757.  Lignes  et  surfaces  de  tourbillon.  —  Nous  avons  déjà  défini 
les  lignes  de  tourbillon,  à  un  instant  £,  comme  étant  les  lignes 
qui  admettent  pour  tangente  en  chacun  de  leurs  points  le  tour- 
billon Û(Ç,  7),  Ç)  relatif  à  ce  point  (n°  707).  Ces  lignes  forment  une 
famille  de  courbes  à  deux  paramètres  telles  qu'il  en  passe  une,  et 
une  seule,  par  chaque  point  du  fluide  à  l'instant  t. 

Surfaces  de  tourbillon.  —  Une  surface  de  tourbillon  à  l'instante 
est  une  surface  telle  qu'en  chacun  de  ses  points  elle  soit  tangente 
au  tourbillon  en  ce  point.  Sur  une  surface  de  tourbillon  on  peut 
tracer  une  infinité  simple  de  lignes  de  tourbillon  :  il  suffit,  en 
effet,  de  tracer  sur  cette  surface  les  lignes  telles  qu'en  chacun  de 
leurs  points  le  vecteur  tourbillon  leur  soit  tangent.  Inversement, 
pour  obtenir  toutes  les  surfaces  de  tourbillon,  il  suffit  de  prendre 
une  surface  engendrée  par  des  lignes  de  tourbillon  :  par  exemple, 
on  tracera  dans  le  fluide,  à  l'instant  t,  une  courbe  AB  et  Ion  prendra 
la  suite  des  lignes  de  tourbillon  issues  des  divers  points  de  AB; 
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ces  lignes  forment  une  surface  de  tourbillon.  Si  la  courbe  AB 
n'est  pas  fermée,  la  surface  obtenue  est  simplement  connexe 
{ftg>  332).  Si  elle  est  fermée,  on  obtient  une  surface  en  forme  de 


Fie.  332. 


tube  appelée  tube  tourbillon  (fig.  333)  qui  n'est  plus  simplement 
connexe.  Soient  ï  une  surface,  û  le  tourbillon  en  un  point  de 
cette  surface,  ùn  la  composante  du  tourbillon  suivant  la  normale 
à  T;  pour  que  cette  surface  soit  une  surface  de  tourbillon,  il  faut 
et  il  suffît  que  l'on  ait,  en  chaque  point  de  T, 

Qn  =  o  ; 

c'est  là,  en  effet,  la  condition  pour  que  le  vecteur  û  soit  tangent  à 
la  surface. 

Pour  qu'à  V instant  t  une  surface  T  soit  une  surface  de 
tourbillon,  il  faut  et  il  suffit  que  la  circulation  le  long  de  toute 
ligne  fermée  L,  tracée  sur  la  surface  de  façon  à  limiter  une 
aire  S  simplement  connexe,  soit  nulle. 

En  effet,  traçons  sur  T  une  ligne  fermée  L  limitant  une  por- 
tion S  de  la  surface  {fig-  332);  la  circulation  le  long  de  L  est 
donnée  par  la  formule 


Cl  =  1 


«-'S 


Si  la  surface  T  est  une  surface  de  tourbillon,  ci  est  nulle  quelle 
que  soit  la  courbe  L,  car  Ù„  est  nul.  Réciproquement,  si  ci  est 
nulle  quelle  que  soit  L,  l'intégrale  double  du  second  membre  est 
nulle  quelle  que  soit  la  portion  S  de  la  surface  T  à  laquelle 
elle  est  étendue;  donc  l'élément  différentiel  ùn  est  nul  et  la  sur- 
face T  est  une  surface  de  tourbillon. 

Intersection  de  deux  surfaces  de  tourbillon.  —  L'intersec- 
tion L  de   deux  surfaces  de  tourbillon  T  et  T'  est  une  ligne  de 


CHAPITRE    XXXV.    —    THÉORIE    DES    TOURBILLONS.  3g3 

tourbillon.  En  effet,  le  vecteur  tourbillon  Û,  en  un  point  de  L, 
est  tangent  à  la  fois  aux  deux  surfaces  T  et  T';  il  est  donc  tangent 
à  leur  intersection  L. 

758.  Théorème  de  Helmholtz.  —  Les  éléments  fluides  qui,  à 
un  instant  t0j  se  trouvent  sur  une  surface  ou  une  ligne  de  tour- 
billon, se  trouvent  encore,  à  un  instant  postérieur  quelconque  t, 
sur  une  surface  ou  une  ligne  de  tourbillon. 

En  effet,  soient  des  particules  fluides  occupant  à  l'instant  t0  les 
divers  points  d'une  surface  de  tourbillon T0  (fig.  33a)  :  à  l'instant  t 
ces  particules  se  trouveront  sur  une  autre  surface  T;  nous  voulons 
montrer  que  T  est  encore  une  surface  de  tourbillon  à  l'instant  t. 

Pour  cela,  traçons  sur  T0  une  ligne  fermée  quelconque  L0  limi- 
tant une  portion  S0  de  T0  ;  à  l'instant  t  la  ligne  fluide  L0  prendra 
une  position  L  située  sur  T  et  limitant  une  portion  S  de  T.  La 
circulation  a  la  même  valeur  le  long  des  lignes  fluides  L0  et  L  : 
elle  est  nulle  le  long  de  L0,  car  T0  est  une  surface  de  tourbillon; 
elle  est  donc  nulle  aussi  le  long  de  L.  Mais  L  est  une  ligne 
quelconque  de  la  surface  T,  assujettie  seulement  à  limiter  une 
aire  S  de  cette  surface;  donc  T  est  une  surface  de  tourbillon, 
d'après  les  théorèmes  du  numéro  précédent.  On  peut  dire,  en 
résumé,   qu'une    surface  de  tourbillon  est  une  surface  fluide. 

Le  théorème  analogue  pour  les  lignes  de  tourbillon  en  résulte 
immédiatement.  En  effet,  une  ligne  de  tourbillon  à  l'instant  t0 
peut  toujours  être  regardée  comme  l'intersection  de  deux  surfaces 
de  tourbillon  T0  et  ï'0  à  cet  instant.  Quand  le  temps  varie,  les 
deux  surfaces  fluides  partant  de  T0  et  T'  varient  en  restant  des 
surfaces  de  tourbillon;  la  ligne  fluide  qui  leur  est  commune  reste 
donc  une  ligne  de  tourbillon,  car,  à  un  instant  quelconque,  l'in- 
tersection de  deux  surfaces  de  tourbillon  est  une  ligne  de  tour- 
billon. 

759.  Tubes  de  tourbillon;  moment  ou  intensité  d'un  tube.  — 
Supposons  que,  par  les  divers  points  d'une  courbe  fermée  G  tracée 
dans  le  fluide  à  l'instant  £,  on  mène  les  lignes  de  tourbillon  partant 
de  ces  points.  On  formera  ainsi  un  tube  appelé  tube  de  tour- 
billon (fig.  333).  C'est  là  une  surface  de  tourbillon  particulière 
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possédant  les  propriétés    que   nous    venons   d'indiquer.    Si    l'on 
trace  sur  cette  surface  une  ligne  fermée  L  limitant  à  elle   seule 

Fig.  333. 


une  aire  S,  la  circulation  le  long  de  cette  ligne  est  nulle. 

Mais  on  peut  tracer  sur  la  surface  du  tube  des  lignes  fermées 
d'une  autre  nature,  par  exemple  la  ligne  G  ou  la  ligne  AB  entou- 
rant le  tube;  une  telle  ligne  ne  limite  pas  ci  elle  seule  une  aire 
sur  le  tube;  la  circulation  le  long  d'une  telle  ligne  n'est  pas  nulle. 
Dans  la  fig.  333,  il  faut  supposer  les  points  a  et  b  confondus, 
pour  que  la  ligne  aABb  soit  fermée.  Nous  allons  montrer  que, 
pour  toutes  les  lignes  de  ce  genre  tracées  sur  un  même  tube  de 
tourbillon ,  la  circulation  a  la  même  valeur.  En  effet,  soit  EF 
une  deuxième  ligne  entourant  une  fois  le  tube.  Menons,  sur  la 
surface  du  tube,  une  ligne  ea  joignant  un  point  e  de  EF  à  un 
point  a  de  AB,  puis  une  ligne  fb  infiniment  voisine  de  celle-là.  Le 
contour  aABbfFEea  est  une  courbe  fermée  tracée  sur  le  tube  et 
limitant  à  elle  seule  une  aire.  D'après  le  théorème  du  n°  757, 
la  circulation  le  long  de  ce  contour  est  nulle.  Cette  circulation 
est  une  intégrale  prise  le  long  de  ce  contour  :  en  la  partageant 
en   diverses  intégrales   correspondant  aux  différentes   parties  du 


contour,  on  a 


ci(akBb )  -+-  ci(bf)  +  ci(fFEe)  -+-  ci(ea)  =  o, 

où  ci  (•••)  signifie  circulation  le  long  du  contour  entre  paren- 
thèses. Mais  la  somme  des  termes  ci(bf)  +  ci(ea)  est  nulle,  car 
les  deux  lignes  bf  et  ea  sont  infiniment  voisines  et  décrites  en 
sens  contraires  dans  l'intégration.  On  a  donc 

ci(akBb)-hci(/FEe)  =  o; 
on  en  déduit,  en  remarquant  que,  la  circulation   étant  une  inté- 
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grale,  sa  valeur  change  de  signe  quand  on  intervertit  les  limites, 

ci(akBb)  =  ci(eEFf). 

Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

On  peut  le  présenter  sous  une  autre  forme  en  imaginant  qu'on 
mène,  dans  le  tube,  deux  cloisons  2  et  S'  ayant  pour  contour  les 
lignes  AB  et  EF.  Ces  deux  cloisons,  avec  la  surface  latérale  du 
tube  comprise  entre  elles,  forment  une  surface  fermée  analogue  à 

un  cylindre  de  bases  2  et  S'.  Le  flux  total  de  tourbillon   /   /  Qn  d? 

à  travers  celte  surface  fermée  est  nul  (fin  du  n"  756);  mais  le  flux 
à  travers  la  surface  latérale  du  tube  est  nul,  car  Q/t  =  o  sur  les 
parois  du  tube;  donc  le  flux  à  travers  S  est  égal  en  valeur  absolue 
au  flux  à  travers  S'  :  ou  encore,  l'intensité  tourbillonnaire  de  2  est 
égale  à  celle  de  2'.  D'après  le  théorème  de  Stokes  (n°  756)  la  cir- 
culation sur  le  contour  aABb  de  2  est  donc  égale  à  la  circulation 
sur  le  contour  ^EF/dcS';  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Il  résulte  de  ce  théorème  qu'un  tube  de  tourbillon  ne  peut 
pas  se  terminer  au  milieu  du  fluide  :  il  se  ferme  sur  lui-même 
comme  un  anneau,  ou  s'étend  jusqu'à  la  paroi,  ou  jusqu'aux  sur- 
faces de  discontinuité. 

En  résumé,  à  chaque  tube  de  tourbillon  est  attaché  un  nombre 
qui  est  la  circulation  le  long  d' une  courbe  fermée  quelconque 
entourant  une  fois  le  tube,  ou  encore  V  intensité  tourbillonnaire 
d' une  section  transversale  :  on  appelle  ce  nombre  le  moment  ou 
r intensité  du  tube  de  tourbillon.  Quand  t  varie,  ce  tube  fluide 
change  de  forme  et  de  position,  mais  il  reste  un  tube  de  tourbillon 
et  son  moment  ne  change  pas,  car  la  circulation  le  long  d'une 
ligne  fluide  reste  constante. 

Ainsi,  l'ensemble  des  particules  fluides  dont  les  rotations  ne 
sont  pas  nulles  se  trouve  divisé  en  tubes  de  tourbillon,  terminés 
aux  parois  ou  aux  surfaces  de  discontinuité,  et  en  anneaux  de 
tourbillon  fermés,  les  tubes  et  les  anneaux  ayant  des  intensités 
constantes. 

Les  anneaux  de  fumée  lancés  par  un  fumeur  dans  un  air  calme 
ou  les  anneaux  produits  par  la  combustion  spontanée  du  phos- 
phure  d'hydrogène  sont  précisément  des  anneaux  de  tourbillon 
qui  se  déplacent  dans  un  air  dénué  de  rotation. 
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760.  Tube  de  tourbillon  infiniment  délié  (Wirbelfaden;  filet  de 
tourbillon).  —  Soit  (ftg.  334)  un  tube  de  tourbillon  infiniment 
délié  ou,  d'après  l'expression  de  Helmholtz,  un   Wirbelfaden. 

Si  l'on  mène  une  section  droite  du  tube  d<7,  l'intensité  du  tube 
est,  par  définition,  la  circulation  le  long  du  contour  de  la  section, 
ou  encore  l'intégrale  double 


-  ■// 


Q„  d<s. 


étendue  à  cette  section  :  mais,  actuellement,   la  section  renferme 

Fig.  334. 


un  seul  élément  superficiel  <f<r,  et  ûn  se  confond  avec  Q,  car  le 
tourbillon  est  normal  à  de,  puisqu'il  est  tangent  aux  lignes  de 
tourbillon  formant  le  tube.  L'intensité  du  tube  est  donc 

(5)  1  =  zLldz. 

On  en  conclut  que  le  produit  de  la  section  droite  d'un  tube  de 
tourbillon  infiniment  délié  par  le  tourbillon  est  conslant  :  i°  à 
l'instant  t  tout  le  long  du  tube-,  20  quand  t  varie. 

Il  faut  donc  se  représenter  un  tube  de  tourbillon  infiniment 
délié  comme  une  sorte  de  fil  fluide  qui  se  déplace  et  se  déforme, 
en  tourbillonnant  en  chaque  point  autour  de  la  tangente  en  ce 
point,  avec  une  vitesse  angulaire  inversement  proportionnelle  à  sa 
section  droite. 

Voici  une  conséquence  de  ces  propriétés.  Dans  un  tube  de 
tourbillon  infiniment  délié  à  l'instant  t  {fig-  334),  menons  deux 
sections  parallèles  infiniment  voisines  AB  et  AB',  dont  la  dis- 
tance AA'  comptée  le  long  du  tube  soit  /  :  appelons  do-  et  p  la 
section  droile  et  la  densité  du  cylindre  élémentaire  fluide  AB  A' B'; 
la  masse  de  ce  cylindre  fluide  est  pi  do-.  A  un  autre  instant  t,  les 
éléments  fluides  constituant  le  tube  se  sont  transportés  de  façon  à 
former  un  nouveau   tube   de   tourbillon  ;  l'élément  fluide  ABA'B' 
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vient  occuper  la  nouvelle  position  A,  B1  A',  B't  constituant  un  nou- 
veau cylindre  oblique  d'arête  Ai  A',  ==  /,,  de  section  droite  d<7{  et 
de  densité  p{.  En  écrivant  que  la  masse  de  l'élément  considéré  n'a 
pas  changé,  on  a  la  relation  de  continuité 

p  /  di  —  pj  /j  d<j\. 

D'autre  part,  l'intensité  du  tube  étant  constante  dans  le  temps, 
on  a,  d'après  (5), 

où  Q  désigne  le  tourbillon  dans  l'élément  ABA'B'et  Q,  dans  l'élé- 
ment A|BIA',B', .  En  rapprochant  ces  deux  relations,  on  voit  que 

£  étant  une  constante  infiniment  petite  indépendante  de  t. 

Rapprochement  avec  les  équations  de  Helmholtz.  —  La  propriété 
exprimée  par  la  relation  (6)  est  la  traduction  géométrique  des  équations 
de  Helmholtz  établies  dans  le  n°  737. 

Supposons,  en  effet,  que  tt  diffère  infiniment  peu  de  t.  tl—t-i-d/: 
appelons  x.  y.  z  et  x',  y',  z'  les  coordonnées  des  points  A  et  A',  a?i,jKi,  ~i 
et  x\,y\,  z\  celles  des  points  Aj  et  A\  (fig.  334). 

g 
Le  segment  AA-'  est  égal  à  /,  c'est-à-dire,  d'après  (6),  à  -  12  en  grandeur, 

P 
direction  et  sens;  les  projections   du   segment  AA'  sur  les  axes  de  coor- 

£         r,         l 
données  sont  donc  e-j  s-,   s-  et  Ton  a 

P        ?        P 


y 


(7)  x'=x -+-*-,        y'  =  y 


c  —  • 


0  0  0 

r  r 


Un  calcul  analogue  donne 

X  j  =  X 1  -+-  1  —  j 

pi 
D'où  l'on  conclut 

x\  —  x'  =  Xi  —  X  -+-  z 

Dans  cette  équation,  on  a 


;i        S        d 


pi      p     *\p; 


398  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

et,  d'autre  part,  en  désignant  par  u,  v,  w  et  u',  v' ,  w'  les  projections  des 
vitesses  des  deux  points  A  et  A',  on  a  évidemment 

x \  —  x'  =  u!  dt,         Xi  —  x  —  u  dt  ; 
l'équation  s'écrit  donc 

Enfin  u'  est  facile  à  calculer  d'après  les  expressions  (7)  des  coordonnées 
du  point  A'.  En  effet,  u(x,  y.  z,  t)  étant  la  projection  sur  Ox  de  la  vitesse 
du  point  x,  y,  z  au  temps  /,  la  projection  u'  de  la  vitesse  du  point 
A'(a?',  y\  z')  au  même  instant  est 

,r  -+-  s  -  ,    y  H-  e  — ,    z  -h  s  -'- ,    /  )  , 
P  P  P       / 

ou  en  développant  par  la  formule  de  Taylor,  s  étant  infiniment  petit. 

\  du        y]  du        Ç  dz/ 


u  =  «  H-  - 

p  dr         p    a/         p    d: 

Portant  cette  valeur  dans  (8)  on  a  l'équation 

d  f\  \        £   ()?£        y)  du        Ç  dw 
dt  \p  /         p  dx         p  dy        p  dz 

qui  est  identique  à  la  première  des  équations  (43)  et  (43')  établies  dans 
le  n°  737. 

761 .  Démonstration  de  Kirchhoff;  équations  de  Cauchy .  —  Dans 
ses  Vorlesungen  ùber  mathematische  Physik,  p.  167,  K.irchhoff 
démontre  les  théorèmes  de  Helmholtz  en  employant  la  méthode 
analytique  suivante  dont  le  point  de  départ  est  dans  les  équations 
de  Cauchy  (n°  730).  Reprenons  les  relations  de  Cauchy  entre  le 
lonrbillon  (£,  7),  Ç)  à  l'instant  t  et  le  tourbillon  ( Ç 0 -.  ^ 0 ?  ?o)  >A  l'ins- 
tant initial  : 

,        àx ,        àx  dx 

(^a  ti&  0c1 

c'y  ()k  dy 

1    -"  ^'o+^  ''o~"  ^so' 


où  D  désigne  le  déterminant  fonctionnel  de  x,  y,  z  par  rapport 
à  «,  b,  c. 


CHAPITRE    XXXV.    —    THÉORIE    DES    TOURBILLONS.  3g9 

Les  lignes  de   tourbillon    ont  pour  équations  différentielles  à 
l'instant  t 
,_,  dx        dr        dz 

A  l'instant  initial  t  =  o,  elles  ont  pour  équations  différentielles 

da        db        de 


(T0) 


%  0  ri  0 


Y 


Il  faut  d'abord  montrer  que  les  molécules  qui,  à  l'instant  initial, 
sont  sur  une  ligne  de  tourbillon  T0,  sont  à  l'instant  t  sur  une 
ligne  de  tourbillon  T.  La  molécule  qui,  à  l'instant  t==  o,  a  pour 
coordonnées  a,  b,  c,  possède  au  temps  t  les  coordonnées  x,y,  z 
liées  à  a,  b,  c  parles  relations 

x  =  f(a,b,c,t),        y  =  fi(a,b,c,  t),         z  =  /»(«,  b,  c,,t). 

Quand  le  point  géométrique  a,  b,  c  se  déplace  sur  T0  de  da, 
db,  de,  le  points,  y,  z  subit  un  déplacement  géométrique  corres- 
pondant 

d.r  d.v  d.r 

dx  =  -—  da  -+-  -T  db  -+-  —  de. 
da  ôb  Oc 

(io  )  (  dy  =  -' -  da  -t-  '-—  db  H — —  de. 

J        da  db  de 

dz  =  -—  da  4 — 7  db  +   —  de. 
da  db  de 

Le  point  a,  b,  c  se  déplaçant  sur  T0,  da,  db,  de  vérifient  les 
relations  (T0)  et  l'on  a,  en  appelant  À  un  facteur  de  proportion- 
nalité, 

(il)  da  =  X£0,         db  =  lrl0,         de  =  X^0. 

Alors,  d'après  (g)  et  (io), 

!  .    /  dx  f.         dx  dx      \        . 

(  dy  dy  dy      \ 

relations  qui  montrent  que  dx,  dy,  dz-  sont  proportionnels  à  ç,  r\,  Ç, 
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c'est-à-dire  que  le  point  géométrique  X,y,  z  décrit  une  ligne  de 
tourbillon  T. 

Ou  peut  montrer  ensuite  que  l'intensité  d'un  tube  tourbillon- 
naire  infiniment  délié  se  conserve  dans  le  temps.  Soient,  en  repre- 
nant la  figure  (334)  du  n°  760,  deux  positions  d'un  même  tube 
tourbillonnaire  ;  on  peut  toujours  supposer  que  la  première  corres- 
ponde à  l'instant  initial  et  la  seconde  à  un  autre  instant  quel- 
conque. Appelons  #,  b)  c  les  coordonnées  du  point  A,  p0  la  densilé 
en  A}  i20(ç0,  rt(),  Ç0)  le  tourbillon  en  ce  point;  a  -h  da,  b-\-clb, 
c  -f-  de  l<s  coordonnées  du  point  A',  lQ  ia  longueur  AA;  et  diQ  la 
section  droite  du  tube  entre  A  et  A;.  Soient  x,  y ,  z  les  coordonnées 
du  point  A,,  p  la  densité  en  Af ,  Q(Ç,ï|,Ç)  le  tourbillon  en  ce 
point  ;  x  -j-  dx,  y  +  dy,  z  -f-  dz  les  coordonnées  de  A', ,  /  la  lon- 
gueur A,  A\  etc/o-Ia  section  droite  du  second  tube  entre  A4  et  A',. 
Les  points  A,  et  A,  sont  les  positions  des  points  A  et  A'  à  l'instant  t. 
Les  équations  (i  i)  signifient  que  les  projections  du  segment  AA' 
de  longueur  /Osont  égales  à  celles  du  segment  0„  multipliées  parX; 
on  a  donc 

Jo  =  XQo. 

De  même  les  équations  (12)  donnent 

/  =  1DU. 

On  en  conclut,  en  divisant  membre  à  membre  et  remplaçant  D 
par  sa  valeur  —  > 


A>po         l? 

Mais  en  écrivant  que   la  masse  de  l'élément  iluide  AB  A'B'  n'a 

pas  changé,  on  a 

po  h  d<*o  =  p  l  dv. 
On   a  donc  enfin 

ll0  di0  =  Q.  da , 

formule  qui  exprime  que  l'intensité  du  tube  de  tourbillon  ne  varie 
pas  avec  le  temps. 

762.  Mouvement  permanent.  —  Dans  le  cas  d'un  mouvement 
permanent,  les  équations  différentielles  des  lignes  de  tourbillon  à 
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dx       dy 


ne  contiennent  pas  £,  car  m,  p5  w  et,  par  suite,  ç,  rh  Ç  sont  alors 
indépendants  de  t.  Ces  lignes  forment  donc,  dans  l'espace,  au 
point  de  vue  géométrique  (fi g*  335),  un  système  invariable  de 
lignes  T,  T\,  T2,  ...  tel  qu'il  en  passe  une  et  une  seule  par  chaque 
point  occupé  parle  fluide.  Gela  ne  veut  pas  dire  que  les  lignes  de 
tourbillon  considérées  comme  lignes  fluides  soient  fixes  :  les  par- 


ticules  fluides  A,  A|,  A2,  .  .  .  qui,  à  un  instant  /,  se  trouvent  sur 
la  ligne  géométrique  de  tourbillon  T  (fig.  335),  se  meuvent  en 
continuant  à  former  une  ligne  de  tourbillon  et  sont  à  un  autre 
instant  £,  sur  une  autre  ligne  géométrique  de  tourbillon  T,  ;  à  cet 
instant  tt1  d'autres  éléments  fluides  sont  venus  prendre  la  place 
des  premiers  sur  la  ligne  géométrique  T. 

Dans  le  cas  du  mouvement  permanent,   les  lignes  de  courant,  à 
un  instant  £,  définies  par  les  équations  différentielles 


04) 


dx 
u 


dy 
v 


dz 


w 


sont  aussi  indépendantes  du  temps  et  forment,  au  point  de  vue 
géométrique,  un  système  invariable  de  lignes  G,  G,,  G:t,  ...  tel 
qu'il  en  passe  une  par  chaque  point  :  ces  lignes  se  confondent 
actuellement  avec  les  trajectoires  (n°  701);  ce  sont  des  lignes 
fluides  fixes,  en  ce  sens  que  les  particules  fluides,  qui  se  trouvent 
au  temps  t  sur  une  de  ces  lignes,  suivent  cette  ligne  dans  leur 
mouvement.  On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Si  le  mouvement  est  permanent,   il  existe  une  infinité  de 
surfaces  fixes  S  sur  lesquelles  on  peut  tracer  une  infinité  de 
lignes  de  courant  et  une  infinité  de  lignes  de  tourbillon. 
III.  26 
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En  effet,  soit  une  ligne  de  tourbillon  quelconque  T  ( fig.  335), 
imaginons  les  lignes  de  courant  C,  Ci}  C2;  .  •  •  partant  des  divers 
points  A,  A,,  A2,  ...  de  T  :  ces  lignes  forment  une  surface  S 
répondant  à  la  question.  Pour  le  montrer,  considérons  les  éléments 
fluides  qui,  à  un  instant  t,  se  trouvent  en  A,  A,,  A2,  •  .  .  sur  T; 
ces  éléments  se  meuvent  en  suivant  respectivement  les  lignes  de 
courant  C,  GM  C2,  ...  et  en  formant  une  ligne  de  tourbillon  qui  se 
déplace  et  se  déforme  sur  la  surface  S  :  par  exemple,  à  l'instant  tK , 
ces  mêmes  éléments  sont  en  B,  B,,  B2,  ...  sur  une  ligne  de  tour- 
billon T,   qui  appartient  évidemment  à  la  surface  S. 

Equation  des  surfaces  S.  —  Nous  avons,  dans  le  n°  737,  écrit 
les  équations  du  mouvement  d'un  fluide  sous  la  forme  donnée  par 
Helmhollz 

,    K^  du  .  dH 

(15)  __h,(rj(._r,)=___,  ...,      . 

où  H  désigne  la  fonction 

h = iw2+  r  ^ — u. 


2 


,.../ 


Le  mouvement  étant  permanent,  u%  c,  tv,  p  ne  dépendent  pas 
de  t]  en  outre  t  ne  figure  pas  dans  la  fonction  des  forces  U,  de 
sorte  que  H  est  une  fonction  de  x,  y,  z.  Les  équations  (i5)  du 
mouvement  peuvent  alors  s'écrire 

I  àli 

lto=a(Çp  -r'wh 

1  dU 
(.6)  <  -^  =i{lw  —  lu  ), 

/  fM  t  c      ^ 

f  ^j  =  i(*\u—  \v    ). 

Nous  allons  montrer  que  les  surfaces  S  ont  pour  équation 
(17  )  H  =  const. 

Pour  cela,  nous  commencerons  par  montrer  que  H  est  constant 
le  long  d'une  ligne  de  tourbillon  et  le  long  d'une  ligne  de  courant. 

Appelons  dx,  dy,  dz  les  projections  sur  les  axes  d'un  élément 
d'une  ligne  de  tourbillon  :  d'après  les  équations  (i3),  ces  projec- 
tions sont  proportionnelles   à  £,  ri5  Ç  et  l'on  a,  en  appelant  \  la 
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valeur  commune  des  rapports  (i3), 

dx  =  )  ç,         dy  =  Xtj,         dz  —  XÇ  ; 

d'autre  part,  la  variation  de  H  le  long  de  la  ligne  de  tourbillon  est 

__     m  .       on         du  .      ,  /rdu       dH       du\ 

d\\  =  -j-  dx-i-  -r—  dy  -h  — -  dz  —  X    £ h  jj  -5 h  Ç  --    ; 

d.r  djK  àz  \    dx  dy  dz  J 

d'après  les  équations  (16),  cette  variation  est  évidemment  nulle 
et  H  est  constant  le  long  de  la. ligne  de  tourbillon. 

De  même,  si  l'on  appelle  dx,  dy,  dz  les  projections  d'un  élément 
d'une  ligne  de  courant  (i4),  on  a,  en  appelant  p.  la  valeur  commune 
des  rapports  (  1 4)? 

dx  =  [in,         dy  —  [±v,         dz  =  [iw] 
d'où,  pour  la  variation  de  H  le  long  d'une  ligne  de  courant, 

ôll   ,         dU    ,         ÔH   ,  /    d\\         d\\  dH\ 

dll  =  —  dx  -+-  — —  dy  h — —  dz  =  u.(  u h  v  — h  w  — -    , 

dx  ày'  dz  l    \     dx  dy  dz  J 

quantité  nulle  d'après  les  équations  (16);  H  est  donc  constant  le 
long  d  une  ligne  de  courant.  C'est  ce  que  nous  avons  déjà  vu  au 
n°  742. 

Il  est  alors  aisé  de  voir  que  H  a  une  valeur  constante  sur  une 
surface  S  :  en  effet,  H  a  une  valeur  constante  sur  une  ligne  de 
tourbillon  T  tracée  sur  cette  surface  et  une  valeur  constante  sur 
une  ligne  de  courant  G  de  cette  même  surface;  ces  deux  valeurs 
sont  égales,  car  les  deux  lignes  ont  un  point  commun  A.  Le  théo- 
rème est  donc  démontré. 

Remarque.  —  Si  le  mouvement  permanent  était  irrotationnel, 
le  tourbillon  £,  rn  Ç  serait  nul;  alors  H  serait  constant  dans  tout 
l'espace  occupé  par  le  fluide;  c'est  le  théorème  du  n°  747. 


II.  —  PARTIE   DU  FLUIDE  ANIMEE  D'UN  MOUVEMENT 
IRROTATIONNEL.  CONNEXION. 

763.  Circulation  dans  la  partie  irrotationnelle.  —  Nous  savons 
que,  si  un  élément  d'un  fluide  placé  dans  les  conditions  admises 
dans  ce  Chapitre  tourne  à  un  certain  moment,  il  tournera  tou- 
jours; si,  au  contraire,  il  ne  tourne  pas  à  un  moment  déterminé, 
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il  ne  tournera  jamais.  D'après  cela,  un  fluide  en  mouvement  se 
trouvera  en  général,  d'après  les  conditions  initiales,  divisé  en 
deux  parties  :  l'une  formée  des  éléments  matériels  pour  lesquels 
le  tourbillon  est  nul,  l'autre  formée  des  éléments  matériels  pour 
lesquels  le  tourbillon  est  différent  de  zéro;  cette  deuxième  partie 
se  divise  en  tubes  et  anneaux  tourbillons  comme  nous  venons  de 
le  voir.  Par  exemple,  il  peut  arriver  que  la  masse  fluide  totale  se 
compose  d'un  seul  anneau  de  tourbillon  entouré  de  fluide  animé 
d'un  mouvement  irrotationnel. 

Nous  porterons  ici  notre  attention  sur  la  partie  du  fluide  animée 
d'un  mouvement  irrotationnel  ;  dans  cette  partie  du  fluide,  q,  r,,Ç 
sont  nuls  et  les  vitesses  dérivent  d'un  potentiel  co(#,  y,  z,  t) 

do  do  do 

dx  dy  oz 

Circulation.  —  La  circulation  le  long  d'une  ligne  fluide  fer- 
mée L  est  indépendante  de  t  (n°  755)  :  pour  la  calculer,  il  suffît 
de  donner  à  t  une  valeur  numérique  et  d'évaluer  l'intégrale 

ci{  L)  =   /   u  dx  -h  v  dy  -h  <v  dz  =  j  do 

prise  le  long  de  la  ligne  :  cette  intégrale  est  la  variation  continue 
subie  par  la  fonction  çp  quand  le  point  géométrique  x,y,  z  fait 
le  tour  de  la  ligne  L. 

Théorème  fondamental.  —  Si  une  ligne  fermée  L  tracée  dans 
la  partie  sans  rotation  peut,  par  déformation  continue  et  sans 
sortir  de  cette  partie,  être  réduite  à  un  point,  la  circulation 
le  long  de  cette  ligne  est  nulle  et,  par  suite,  la  variation  de  ce 
le  long  de  cette  ligne  est  nulle. 

En  effet,  imaginons  dans  le  fluide  sans  rotation  à  l'instant  t  une 
ligne  pouvant,  par  déformation  continue,  être  réduite  à  un  point: 
dans  cette  déformation,  elle  engendre  une  portion  de  surface  S 
qu'elle  limite  entièrement,  et,  d'après  le  théorème  de  Stokes,  on 
a  (n°  756) 

ci(h)  =  2  J    f*Llnda; 
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mais  la  surface  S  étant  tout  entière  dans  la  partie  sans  rotation,  le 
tourbillon  Q  est  nul  sur  S,  donc  Qn  est  nul  et  la  circulation  est 
nulle.  Il  en  résulte  que  la  variation  de  la  fonction  o,  suivie  par 
continuité  le  long  de  la  ligne  L,  est  nulle. 

Étudions  maintenant  la  circulation  le  long  des  diverses  courbes 
qu'on  peut  tracer  dans  la  partie  sans  rotation  à  un  instant  t. 

Différents  cas  sont  à  distinguer,  suivant  Y  ordre  de  connexion 
du  volume  occupé  par  cette  partie  : 

i°  La  partie  sans  rotation  occupe  un  volume  simplement 
connexe.  —  Rappelons  qu'un  volume  est  dit  simplement  connexe 
quand  toute  ligne  fermée  tracée  dans  ce  volume  peut,  par  conti- 
nuité et  sans  sortir  du  volume,  être  réduite  à  un  point;  le  volume 
d'une  sphère  est  simplement  connexe;  le  volume  d'un  tore  ne  l'est 
pas,  car  une  courbe  fermée  tracée  dans  l'intérieur  du  tore,  de  façon 
à  faire  un  tour  autour  de  l'axe  du  tore,  ne  peut  évidemment  pas 
être  réduite  par  continuité  à  un  point  sans  sortir  du  tore. 

Il  résulte  immédiatement  du  théorème  fondamental  précédent 
que,  si  le  volume  occupé  par  le  fluide  sans  rotation  est  simplement 
connexe,  la  circulation  le  long  d'une  ligne  quelconque  de  ce  fluide 
est  nulle  et  que  le  potentiel  œ  est  uniforme  dans  ce  fluide. 

2°  La  partie  sans  rotation  occupe  un  volume  doublement 
connexe. —  Un  volume  est  doublement  connexe  lorsqu'en  menant 
une  seule  cloison,  analogue  à  un  mur  de  refend  plein,  on  peut, 
sans  morceler  le  volume,  le  rendre  simplement  connexe.  L'exemple 


le  plus  simple  est  fourni  par  le  volume  intérieur  à  un  tore 
{fig.  336)  :  ce  volume  n'est  pas  simplement  connexe,  mais,  en 
menant  une  cloison  telle  que   AB  suivant  un  plan  méridien  du 
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Lore,  on  rend  Je  volume  intérieur  simplement  connexe.  Avant  le 
tracé  de  cette  cloison  (ou  coupure)  on  pouvait  mener  dans  le  vo- 
lume deux  espèces  de  lignes  fermées. 

Les  unes,  comme  L,  peuvent  se  réduire  à  un  point  par  conti- 
nuité sans  sortir  du  volume;  la  circulation  le  long  de  ces  lignes 
est  nulle,  ainsi  qu'il  résulte  du  théorème  fondamental. 

Les  autres,  comme  L,,  ne  peuvent  pas  se  réduire  à  un  point  par 
continuité  :  elles  font  un  ou  plusieurs  tours  autour  de  l'axe  du 
tore.  Prenons  une  ligne  Lj  faisant  un  tour  :  nous  allons  montrer 
que  la  circulation  a  la  même  valeur  constante  le  long  de  toutes 
les  lignes  de  ce  genre.  Pour  cela,  considérons  deux  lignes  L,  et 
L'j  faisant  chacune  un  tour  autour  de  l'axe  :  prenons  sur  L,  deux 
points  C  et  D  infiniment  voisins  l'un  de  l'autre,  situés  de  part  et 
d'autre  de  la  cloison  AB;  prenons  sur  L'(  deux  points  infiniment 
voisins  C  et  D'  placés  de  la  même  façon,  et  joignons  CC/  et  DD' 
par  deux  lignes  infiniment  voisines,  placées  de  part  et  d'autre  de 
la  cloison  AB.  La  ligne  CLjDD'L^C'C  est  une  ligne  fermée  de  la 
première  catégorie  pouvant,  par  continuité,  être  réduite  à  un  point 
sans  sortir  du  volume.  Donc,  la  circulation  le  long  de  cette  ligne 
est  nulle,  et  Ion  a 

ct(GL!D)  -t-  ct(DD')  +  ci(D'L\  C)  +  ci(C'C)  =  o. 

Mais  les  deux  lignes  CC'  et  DD'  étant  infiniment  voisines,  on  a 

ci(DD')  =  ci(CC')  =—  ci(C'C); 


on  en  conclut 


«'(CI^D)  h-  ci(D'L\  C)  =  o, 
ci(CUD)  =ci(CrL[D'). 


Le  théorème  est  donc  démontré. 

Ainsi,  sur  toutes  les  lignes  L  faisant  une  fois  le  tour  de  l'axe  du 
tore,  la  circulation  a  une  même  valeur  tjH  constante  avec  le  temps  : 
on  appelle  celte  constante  le  module  de  ces  lignes. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  une  ligne  fermée  tracée  dans  le  volume 
fait  deux  tours  autour  de  l'axe  du  tore,  la  circulation  le  long  de 
cette  ligne  est  2  pi, ,  etc. 

On  conclut  de  ces  théorèmes  que  le  potentiel  o  des  vitesses 
n'est  plus  nécessairement  uniforme  dans  le  volume  doublement 
connexe   considéré;   en   effet,  la  circulation  le  long  d'une  ligne 
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fermée  L,  de  C  en  D  est  la  variation  <p (D)  —  <p(C)  de  la  fonction  <p 
suivie  par  continuité  de  C  en  D,  D  étant  infiniment  voisin  de  G; 
or  nous  venons  de  voir  que  cette  circulation  est  |j.,  ;  la  fonction  cp 
suivie  par  continuité  prend  donc  aux  deux  points  infiniment  voi- 
sins C  etD  des  valeurs  différant  de  la  constante  u,.  Après  le  tracé 
de  la  cloison  AB,  le  volume  est  devenu  simplement  connexe  :  la 
fonction  i>  est  alors  uniforme  dans  ce  nouveau  volume,  mais  les 
valeurs  qu'elle  prend  en  deux  points  infiniment  voisins  l'un  de 
l'autre,  placés  sur  les  deux  faces  de  cette  cloison,  diffèrent  de  tx, . 
Un  autre  exemple  intéressant  de  volume  doublement  connexe 
est  fourni  par  l'espace  indéfini  extérieur  à  un  anneau  A  {fi g-  33^): 
on  peut,  dans  cet  espace,  tracer  deux  espèces  de  courbes  fermées  : 

Fi  g.  337. 


les  unes,  L,  ne  passant  pas  dans  l'anneau  et  pouvant,  par  suite,  être 
réduites  par  continuité  à  un  point  sans  sortir  du  volume;  le  long 
de  ces  lignes,  la  circulation  est  nulle  :  les  autres,  L, ,  passant  une  ou 
plusieurs  fois  dans  Y  anneau;  le  long  de  tontes  les  lignes  Lj  pas- 
sant une  fois  dans  l'anneau,  la  circulation  a  la  même  valeur  con- 
stante [jl1  appelée  le  module  de  ces  lignes;  le  long- des  lignes  pas- 
sant deux  fois  dans  l'anneau,  elle  a  la  valeur  2ul(,  etc.  On  peut 
actuellement  rendre  le  volume  simplement  connexe  en  fermant 
l'ouverture  de  l'anneau  par  une  cloison  :  la  fonction  o  est  alors 
uniforme  dans  le  nouveau  volume  ainsi  obtenu,  mais  ses  valeurs 
en  deux  points  G  et  D,  infiniment  voisins  de  part  et  d'autre  de 
cette  cloison,  diffèrent  de  u.,.  Ge  cas  se  présente  physiquement 
lorsqu'un  seul  anneau  de  tourbillon  A  se  meut  dans  un  fluide  in- 
défini sans  rotation  :  le  fluide  sans  rotation  occupe  alors  précisé- 
ment un  volume  comme  celui  que  nous  venons  de  considérer.  Le 
module  u.{  est  l'intensité  de  l'anneau  de  tourbillon  A,  comme  on 
le  voit  en  considérant  une  ligne  L,  passant  dans  l'anneau,  infini- 
ment près  de  la  surface  de  l'anneau. 

3°  Volume  triplement  connexe.  —  Un  volume  est  triplement 
connexe  quand  on  peut  le  rendre  simplement  connexe  par  deux 
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cloisons  :  Ici  serait,  par  exemple,  le  volume  indéfini  extérieur  à 
l'ensemble  de  deux  anneaux  A,  et  A2  (fig-  338).  On  peut  tracer 
dans  ce  volume  trois  espèces  de  lignes  fermées.  Les  premières,  L, 
peuvent  être  réduites  par  continuité  à  un  point  sans  sortir  du  vo- 


lume ;  la  circulation  le  long-  de  ces  lignes  est  nulle.  Les  deuxièmes, 
L1 ,  passent  dans  l'intérieur  de  l'un  des  anneaux  :  si  elles  y  passent 
une  fois,  la  circulation  le  long  de  ces  lignes  est  une  constante  a, 
appelée  modale  de  ces  lignes.  Les  troisièmes,  L2,  passent  dans  l'in- 
térieur du  deuxième  anneau;  si  elles  y  passent  une  fois,  la  circu- 
lation le  long  de  ces  lignes  est  une  conslante  uu,  appelée  module 
de  ces  lignes.  Une  ligne  telle  (jue  L'L"  traversant  une  fois  chaque 
anneau  donne  pour  la  circulation  la  valeur  a,  4-  a2  ;  en  effet,  en 
joignant  deux  points  AB  de  cette  ligne  par  une  courbe  passant  à 
l'extérieur  des  deux  anneaux,  on  voit  que  la  circulation  le  long  de 
la  ligne  L'L^  est  la  somme  des  circulations  le  long  des  lignes 
BAL'B  et  ABL'A,  car 

cj(BA)  +  ci(XB)  =  o; 

cette  circulation  est  donc  bien  a,  -j-  jju- 

Actuellement,  on  rendrait  le  volume  indéfini  simplement  con- 
nexe à  l'aide  de  deux  cloisons  fermant  l'une  l'anneau  A<,  l'autre 
l'anneau  Ao.  La  fonction  z>  serait  uniforme  dans  ce  nouveau  vo- 
lume:  la  différence  de  ses  valeurs  en  deux  points  infiniment  voi- 
sins de  part  et  d'autre  de  la  première  cloison  serait  [jl,;  en  deux 
points  infiniment  voisins  de  part  et  d'autre  de  la  deuxième  cloi- 
son, [i.2.  Ce  cas  se  présente  physiquement  quand  deux  anneaux  de 
tourbillons  se  meuvent  dans  un  fluide  indéfini  sans  rotation. 

Un  autre  exemple  de  volume  triplement  connexe  serait  le  vo- 
lume dune  salle  parallélépipédique  dont  le  plafond  serait  supporté 
par  deux  colonnes. 
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4°  Connexion  d'ordre  n.  —  On  traitera  de  même  les  volumes 
dont  la  connexion  est  d'ordre  n  et  dont  les  types  sont  un  volume 
indéfini  avec  n  —  i  anneaux  ou  une  salle  dont  le  plafond  est  sup- 
posé par  n  —  i  colonnes  :  à  l'aide  de  n  —  i  cloisons,  on  rendrait 
ces  volumes  simplement  connexes. 

764.  Extension  à  un  champ  quelconque  de  vecteurs  dérivant 
d'une  fonction.  —  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  circula- 
tion dans  la  partie  irrotationnelle,  s'étend  évidemment  à  un  champ 
uniforme  de  vecteurs  w,  P,  w  dérivant  d'une  fonction  co.  Si  le 
volume  du  champ  est  simplement  connexe,  -s>  est  uniforme  dans 
le  champ.  S'il  est  à  connexion  multiple  d'ordre  n,  la  fonction  <p 
n'est  pas  nécessairement  uniforme.  On  peut  rendre  le  champ  sim- 
plement connexe  à  l'aide  de  n  —  i  cloisons  :  la  fonction  m  est  alors 
uniforme  dans  ce  nouveau  champ,  mais  ses  valeurs  en  deux  points 
infiniment  voisins,  placés  de  part  et  d'autre  d'une  des  cloisons, 
dillèrcnt  d'une  constante  pi;  relative  à  cette  cloison.  Il  j  a  ainsi 
n  —  i  modules  a,,  jju,  ...,  \xn_s  correspondant  aux  n  —  i  cloisons. 


III.  —  DÉTERMINATION  DES  VITESSES  EN  FONCTION  DES 
TOURBILLONS  DANS  UN  LIQUIDE  INDÉFINI;  MOUVEMENT 
DES   TOURBILLONS. 

765.  Énoncé  du  problème  général.  —  Quand,  dans  le  mouve- 
ment d'un  fluide,  on  connaît,  à  un  instant  £,  les  projections 
u,  t>,  (V  de  la  vitesse  d'une  particule  quelconque  en  fonction 
de  x,y,  Zj  on  en  conclut  immédiatement,  par  des  difïerenliations, 
les  projections  £,  7j,  Ç  du  tourbillon  pour  chaque  particule. 

On  peut  se  poser  le  problème  inverse,  que  nous  résoudrons 
dans  des  cas  particuliers.  Supposons  que,  dans  un  fluide  en  mou- 
vement, on  connaisse  la  distribution  des  tourbillons  à  un  instant, 
c'est-à-dire  £,  yj,  Ç  en  fonction  de  x,y,  z,  et  proposons-nous  d'en 
déduire  w,  v,  w. 

Si  nous  pouvons  résoudre  ce  problème,  nous  pourrons  trouver 
le  mouvement  des  tubes  et  anneaux  de  tourbillons,  car,  une  fois 
M,  y,  w  trouvés,  nous  connaîtrons  la  vitesse  de  chaque  élément 
d'un  tube  ou  d'un  anneau  de  tourbillons.  Nous  pourrons,  en  par- 
ticulier, déterminer  la  vitesse  de  déplacement  de  la  surface  d'un 
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tube  ou  anneau  de  tourbillon  en  chaque  point.  Nous  supposerons, 
dans  ce  qui  suit,  u1  p,  w  continus  dans  lé  fluide. 

766.  Cas  d'un  liquide.  —  Voyons  comment  le  problème  se  pose 
pour  un  liquide  incompressible  contenu  dans  un  vase  fixe  qu'il 
remplit  entièrement  ou  pour  un  liquide  indéfini. 

Nous  supposons  £,  vj,  Ç  donnés  en  fonction  de  x,  y,  z  dans 
toute  l'étendue  du  liquide  à  un  instant.  Pour  les  éléments  dénués 
de  rotation,  Ç,  rn  Ç  sont  nuls;  pour  les  autres,  ces  quantités  sont 
différentes  de  zéro.  Il  faut  donc,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué, 
regarder  le  liquide  comme  constitué  par  des  tubes  et  anneaux  de 
tourbillon  dans  lesquels  \,  7),  Ç  sont  des  fonctions  différentes  de 
zéro,  entourés  d'une  portion  de  liquide  sans  rotation  dans  la- 
quelle Ç,  Tj,  Ç  sont  nuls.  Dans  la  masse  totale,  ç,  rj,  ^  sont 
donc  des  fonctions  discontinues  de  x,  y,  z,  car  ces  fonctions 
nulles  à  l'extérieur  des  tubes  et  anneaux  de  tourbillon  sont  dif- 
férentes de  zéro  à  l'intérieur  et  sur  la  surface  de  ces  tubes  et 
anneaux. 

Il  faudra  alors  déterminer  u,  p,  w  par  les  conditions  suivantes  : 
i°  On  doit  avoir  dans  tout  le  fluide 


,'  dw 

dv 

"  Tz 

=  »{, 

j  du 

<)\v 

\.dz 

Ox 

=  2  rt , 

1   dv 

du 

\  dx 

"àj 

=  »ç-, 

(18) 


2°  Les  fonctions  w,  p,  w  doivent,  dans  tout  le  fluide,  vérifier 
l'équation  de  continuité  pour  les  liquides  : 

.  du        dv         Ow 

^9)  •  T"  +  T"  +  T"'  =o; 

dx        dy        dz 

3°  Sur  les  parois  du  vase,  la  vitesse  doit  être  tangente  aux 
parois,  de  sorte  qu'en  appelant  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  à  une  paroi,  on  doit  avoir,  sur  cette  paroi, 

(  20  )  a  u  -h  (3  v  -+-  -y  w  =  o  ; 

si  le  vase  est  indéfini,  le  mouvement  doit  être  nul  à  l'infini,  c'est- 
à-dire  que  m,  v,  w  doivent  être  nuls  à  l'infini. 
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Pour  que  le  problème  ainsi  posé  ait  une  solution,  il  faut  évi- 
demment que  les  fonctions  données  £,  7|,  Ç  vérifient  identiquement 
la  relation 

.  %       <h)       ôl 

(2I)  ^  +  ^dl=0' 

qui  résulte  immédiatement  des  trois  équations  (18).  Nous  suppo- 
serons que  cette  relation  ait  lieu. 

On  peut  alors  établir  la  proposition  suivante  : 

Si  le  vase  est  simplement  connexe,  les  trois  conditions  indi- 
quées déterminent  complètement  le  problème,  en  ce  sens  que 
celui-ci  n'admet  qu'une  solution. 

En  effet,  supposons  un  instant  qu'on  puisse  trouver  deux  sys- 
tèmes de  fonctions  u{<  ^,,  W\  et  u2l  t>2j  Wa  remplissant  les  trois 
conditions  indiquées.  D'abord,  en  écrivant  que  les  conditions  (i 8) 
sont  vérifiées  par  les  deux  systèmes  de  fonctions,  et  retranchant 
membre  à  membre,  on  a  les  trois  conditions 

à  y  ôz 


qui  montrent  que  les  différences  u{  —  w2,   v{  —  r2,  wK  —  iv-2  sont 
les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  ®(x,  y,  z)  : 

ôo  d<i>  d'ï 

Uy  —   U%  =   -r±  j  Vy  Pg  =    -—  5  WX  Wn  =    —•  • 

ox  dy  oz 

Ensuite,  en  écrivant  les  deux  équations  de    continuité  (19)  et 
retranchant  membre  à  membre,  on  a 

d(u\ — m9)        à(v\  —  i'.>)        d(w\ — <r.>) 
_-  _l_  . r_  _, _  _  0 

ox  oy  oz 

ou  encore 

Acp  =  o. 

Enfin,  sur  les  parois  du  vase,  on  a,  d'après  (20), 

a«[+  (3  V\  -+-  y^i  =  o, 
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(Foù,  en  retranchant, 

do  r)cp  do 

dx  dy    '        (?2 

c'est-à-dire 

do 

la  dérivée  étant  prise  suivant  la  normale  à  la  paroi. 

Dès  lors,  si  le  vase  est  simplement  connexe,  on  voit,  par  un  rai- 
sonnement identique  à  ceux  des  nos  763-764  du  paragraphe  pré- 
cédent, que  l'intégrale 

/  (  il  [  —  Ui  )  dx  -f-  (  r  [  —  v-2  )  dy  -+-  (  «>  i  —  <v2  )  dz 

est  nulle  le  long   de  toute  courbe  fermée  tracée  dans  le  vase  et, 
par  suite,  que  ©  est  uniforme  dans  le  vase. 

Cette  fonction  uniforme  co  est  alors,  dans  le  vase,  une  fonction 

harmonique  partout  finie  et  telle  que  -~  soit  nul  sur  les  parois  : 

cette  fonction  est  constante  (n°  591).  Donc  les  dérivées  partielles 
de  z>  par  rapport  à  or,  y,  z  sont  nulles  et  l'on  a 

la  solution  est  unique. 

La  conclusion    serait  la  même   si  le  vase  était  indéfini,  car  le 

,         ,   ,  „.    n    .     do     do     do  .  , 

mouvement  étant  suppose  nul  a  I  infini,  -^,  ~t  ~  seraient  nuls  a 

11  àx     dy     dz 

l'infini  et  la  fonction  harmonique   uniforme  ce  serait  encore  con- 
stante dans  le  vase. 

Remarque  sur  le  cas  où  le  vase  ne  serait  pas  simplement 
connexe.  —  Si  le  vase  était  à  connexion  multiple,  les  conditions 
indiquées  ne  suffiraient  plus  à  déterminer  complètement  le  pro- 
blème. Prenons,  par  exemple,  un  vase  doublement  connexe, 
comme  un  tore  (ftg-  336).  Pour  pouvoir  affirmer  que  les  deux 
solutions  U\ ,  r,,  wt  et  «2,  c2,  w2  sont  identiques,  il  faudrait,  en 
outre,  leur  imposer  cette  condition  que  l'intégrale 

(iï)  !  (iii —  u2)  dx  -h  (vi—  c2)  dy  h-  (ir,  —  w>2)  dz, 
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prise  le  long  d'une  ligne  L2  non  réductible  à  un  point,  est  nulle  ; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  cp  est  uniforme  dans  le  vase.  On 
peut  alors  conclure,  comme  précédemment,  que  o  est  constant. 
Nous  avons,  dans  le  cas  d'un  vase  doublement  connexe,  appelé 
module  relatif  à  la  classe  des  lignes  fermées  L2  la  valeur  con- 
stante de  la  circulation 


/  u  dx  h-  v  dy  -+-  w  dz, 


le  long  d'une  de  ces  lignes.  La  condition  que  l'intégrale  (22)  soit 
nulle  peut  donc  être  remplacée  par  celle-ci  :  les  deux  solutions 
Mjj  V\ ,  W\  et  z/o,  v-2-,  W2  doivent,  pour  être  identiques,  donner  la 
même  valeur  pour  le  module  relatif  aux  lignes  L2. 

D'une  façon  générale,  si  Je  vase  n'est  pas  simplement  connexe, 
il  faudra,  pour  déterminer  entièrement  w,  <>,  w,  connaître  les  mo- 
dules relatifs  aux  diverses  classes  de  courbes  fermées  qu'on  peut 
tracer  dans  le  vase  (nos  763-764). 

Nous  étudierons,  dans  ce  paragraphe,  le  cas  simple  d'un  liquide 
indéfini. 

767.  Cas  d'un  liquide  indéfini.  —  Nous  allons  montrer  com- 
ment, pour  un  liquide  indéfini  dans  tous  les  sens,  on  peut  cal- 
culer m,  r,  w  connaissant  E,  7),  Ç,  avec  cette  hypothèse  que  u,  v,  w 
et  £,  7i,  Ç  sont  nuls  à  l'infini.  Le  liquide  est  alors  divisé  en  an- 
neaux tourbillons,  dans  lesquels  £,  7j,  Ç  sont  différents  de  zéro, 
en  mouvement  dans  une  masse  liquide  sans  rotation  dans  laquelle 
H,  7i,  Ç  sont  nuls. 

Tout  d'abord,  les  fonctions  inconnues  u,  p,  w  devant  Arérifîer 
la  condition  de  continuité  (19),  on  peut  mettre  ces  quantités  sous 
la  forme  (n°  545) 

d\\       ôQ 

1  = 7-7 

dy         dz 

à?      <m 

(23)  {   v   = j-> 

dz         dx 

dQ        dP 

W   =z    - — ■    - —  • 

dx        dy 
Il  reste  à  déterminer  P,  Q,  R  par  les  conditions   (18).  Or  on  a 
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identiquement 

dw        dv         d*Q  0H\         d'-P        à*P 

dy        dz       dx  <)y        dx  dz        dy1         dz- 

,  ,     •  •  ,  rPP 

ce  qu  on  peut  écrire,  en  ajoutant  et  retranchant  — > 


d   fdP        dQ        dR\        d^P        d*P        d*P 

ùx  \  dx         dy         dz  )         dx~         dy'1         dz- 

Désignons,  pour  abréger,  par  M  la  quantité 


(•M) 

M  = 

dP        dQ 

-    ■ — •   H -f 

dx         dy 

dR 

nous  aurons 

dw 
dy 

dv  _  dm 

dz         dx 

-AP; 

de  même 

du 

dz 

dw        dM 
dx         dy 

-  AQ 

dv 
dx 

du        dM 
Oy          dz 

—  APv 

Les  équations  (18)  seront  donc  satisfaites  si  l'on  détermine  P,  Q, 
R  de  façon  à  vérifier  les  quatre  relations 

(?.5)  AP=  — 2?,        AQ=  —  irn        AR=  —  il, 

(26)  M  =  o. 

En  se  reportant  à  la  théorie  du  potentiel  nevvtonien  (n°  581), 
on  obtient  facilement  des  fonctions  P,  Q,  R  vérifiant  les  trois  rela- 
tions (25).  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  le  potentiel  newtonien  U 
d'une  masse  continue  vérifie,  en  chaque  point  x, y,  z  de  l'espace, 

l'équation  de  Poisson 

AU  =  —  4^p, 

0  étant  la  densité  de  la  matière  attirante  au  point  considéré,  de 
telle  façon  que  le  deuxième  membre  est  nul,  si  le  point  considéré 
est  hors  de  la  masse  attirante.  D'après  cela,  imaginons  qu'à  un 
instant  quelconque  £,  les  anneaux  de  tourbillon  soient  remplis 
d'une  matière  attirante  continue  dont  la  densité  0  en  un  point  x\ 

yf,  z'  soit  égale  à  — £',  la  notation  \'  désignant  la  valeur 

\(*,?,z',t) 
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que  prend  au  point  considéré  la  projection  du  tourbillon  sur  Ox. 
Si  l'on  pose  ensuite 

r  =:    /(  x  —  X' '  )2  -f-  (y  —  y ■  )2  +  (   -  __    -')2, 

dfo;  =  ûfô?'  r/j/  dz' , 

de  façon  que  g?t  soit  un  élément  de  volume  d'un  des  anneaux  de 
tourbillon,  le  potentiel  de  cette  masse  attirante  fictive,  au  point  x, 
y,  J,  a  pour  expression 

(27)  p=^ff  f7-dz> 

l'intégrale  étant  étendue  au  volume  V  occupé  par  les  anneaux  de 
tourbillon.  Ce  potentiel  P  est  une  fonction  x,  y,  z  qui  vérifie, 
dans  tout  l'espace,  la  relation 

AP  =  — a|, 

\  étant  la  valeur  du  tourbillon  au  point  x,  y,  z.  On  a  ainsi 
formé  une  fonction  P  vérifiant  la  première  des  conditions  (25). 
On  obtiendra  de  même  des  fonctions  Q  et  R  satisfaisant  aux  deux 
autres  conditions  (25)  en  prenant 

(28) 


R 

\ 


=£///>■ 


ces  intégrales  étant  étendues  au  volume  V  occupé  par  les  anneaux 
de  tourbillon,  et  7/,  'Q  désignant  les  valeurs  de  yj  et  Ç  dans  l'élé- 
ment d'z  de  coordonnées  x' ,  y',  z'. 

Il  reste  à  montrer  que  ces  trois  fonctions  P,  Q,  R  ainsi  calcu- 
lées vérifient  dans  tout  l'espace  la  condition  M  =  o. 

i°  La  quantité  M  est  nulle  dans  les  anneaux  de  tourbillon. 
—  En  effet,  supposons  le  point  x,  y,  z  intérieur  à  un  tube  de 
tourbillon,  c'est-à-dire  à  la  masse  fictive  attirante.  Appelons  S  la 
surface  qui  limite  les  anneaux  de  tourbillon,  d<7  un  élément  su- 
perficiel quelconque  de  cette  surface,  a,  p,  y  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  menée  à  da  extérieurement  à  S.  Nous  avons, 
au   n°  579,  calculé  la  dérivée    première   par   rapport    à  x  d'un 
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potentiel 

dans  le  cas  où  le  point  x,  y,  z  est  intérieur  à  la  masse  attirante,  el 
nous  avons  trouvé,  en  appelant  <7,  6,  c  les  coordonnées  de  l'élé- 
ment ch, 

Appliquons  cette  formule  et  les  formules  analogues  aux  trois 
fonctions  P,  Q,  R,  en  nous  rappelant  que  les  coordonnées  de 
l'élément  ch  sont  appelées  ici  x\  y',  z' .  Nous  aurons 

dx 

^=_^  rm^-L  fffi-'ji,*, 


1-.J  Js    r  '2TZJJ  Js   r  Ox 


àK  i     r  r  vr   .         i     r  r  r  i  àxi 


dz  '2T../I      r  i 


L  y  %  *■ 


En  ajoutant  membre  à  membre  et  remarquant  que  les  trois  inté- 
grales doubles  sont  étendues  à  la  même  surface  S  et  les  trois 
intégrales  triples  au  même  volume  V,    ou    a 

d%        d'r,'       dÇ 


M 


--Ari&~K+*>~rMXi®+$+5)*- 


Mais  on  voit  immédiatement  que  l'élément  différentiel  de  chacune 
de  ces  intégrales  est  nul.  D'abord,  pour  l'intégrale  double,  on  a, 
sur  S, 

car  la  surface  S  étant  une  surface  de  tourbillon,  le  vecteur  £',  r/, 
"Cj  relatif  à  chaque  point  de  cette  surface  lui  est  tangent.  Ensuite, 
pour  l'intégrale  triple,  comme  les  fonctions  £,  r, ,  Ç  de  x,  y,  z  véri- 
fient l'identité  (2  ])  par  hypothèse,  ces  mêmes  fonctions,  quand 
on  y  remplace  x,y,  z  par  x\y' ,  z'  vérifient  l'identité 

d%_         dri'         < 
dx'        dy'        dz' 

en  tous  les  points  du  volume  V.  On  a  donc  enfin 

M  =  0 
dans  le  volume  V. 
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2°  La  quantité  M  est  aussi  nulle  dans  tout  l'espace  exté- 
rieur aux  anneaux  de  tourbillon.  —  En  effet,  P,  Q,  R,  étant 
trois  potentiels  de  masses  continues,  ont  leurs  dérivées  premières 
continues  dans  tout  l'espace  et  nulles  à  l'infini.  Donc  M  est  con- 
tinu dans  tout  l'espace  et  nul  à  l'infini.  Cette  fonction  M,  étant 
nulle  dans  les  anneaux  de  tourbillon  et  étant  continue,  est  aussi 
nulle  sur  la  surface  S  limitant  l'ensemble  de  ces  anneaux.  La 
fonction  M  admet  des  dérivées  premières  et  deuxièmes  en  dehors 
des  anneaux  de  tourbillon;  enfin,  c'est  une  fonction  harmonique, 
car  on  a  identiquement 

AM  =   -—  AP  -4-  — -  AQ  -f-  4-  AR, 

Ox  ùy      ^        Oz 

quantité  nulle,  puisque  AP,  AQ,  AR  sont  nuls  en  dehors  des  anneaux 
de  tourbillon  en  vertu  des  relations  ('25).  Mais  alors,  en  continuant 
à  porter  notre  attention,  sur  l'espace  extérieur  aux  anneaux  de 
tourbillon,  nous  voyons  que  M  est  une  fonction  harmonique  uni- 
forme et  finie  dans  cet  espace,  admettant  des  dérivées  premières 
et  deuxièmes,  et  s'annulant  sur  les  limites  de  cet  espace  ;  on 
a  donc  (n°  590) 

M  =  o 

dans  tout  l'espace  extérieur  aux  anneaux. 

En  résumé,  M  est  nul  partout. 

Toutes  les  conditions  imposées  à  P,  Q,  R  sont  remplies  et  les 
formules  (23)  donnent  les  valeurs  de  u,  p,  (v  en  fonction  des 
tourbillons  Ç,  tj,  Ç.  Ces  valeurs  sont,  en  remplaçant  P,  Q,  R  par 
leurs  expressions  (27)  et  (28), 


r  r  r /    •       t  n 


<*9) 


-=-  /  /  / (V^-r/U 

znj  J  J  v  \   ùx      dy  -1 
m.  27 
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768.   Interprétation  des  formules  précédentes.  —  Comme  on  a 


ai 

r 

Oy 


y —y 


W(z 


les  formules  ci-dessus  s'écrivent 

"if IX 

où  7|',  Ç',  .  ..,  sont  les  valeurs  du  tourbillon  dans  l'élément  d~ 
situé  au  point  x ',  y',  z'  à  l'instant  t.  Chaque  élément  d'Z  de  la 
masse  qui  constitue  les  anneaux  de  tourbillon  contribue  ainsi, 
pour  sa  part,  à  donner  un  terme  infiniment  petit  dans  les  sommes 
qui  déterminent  les  composantes  «,  r,  w  de  la  vitesse  W  en  un 
point  quelconque  P  de  la  masse  liquide,  que  ce  point  soit  inté- 
rieur ou  extérieur  aux  anneaux  de  tourbillon. 

Un  élément  ch  de  coordonnées  x1 ,  y',  z',  pris  dans  un  des  an- 
neaux de  tourbillon,  est  animé  de  la  rotation  Ç7,  r/,  Ç' ;  si  cette 
rotation  entraînait  tous  les  points  de  l'espace,  comme  s'ils  appar- 
tenaient à  un  même  corps  solide,  le  point  P(x:y,  z)  aurait  une 
vitesse  W7  de  projections 

u'^ri'iz-z'ï-Çiy-y'), 
v'  =£(*-*') -5' (*-*'), 

W'='r'(y  —  y')  —  ri'(x-~T'), 

d'après  les  formules  élémentaires  des  rotations.  Les  termes  prove- 
nant de  l'élément  dz  dans  chacune  des  sommes  (29)  peuvent  alors 
s'écrire 


(3o) 


11 


•1  tz  r:i 


tk, 


1  TU  f'A 


<lz. 


W 

•2  71  /"3 


d~  : 


ce  sont  les  projections  sur  les  axes  d'un  vecteur  H  égal  à 

W 


dx 


iitr 


appliqué  au  point  P.  Les  projections  w,  y,  w  de  la  vitesse  W  du 
point  P  peuvent  alors  s'écrire 

<*>  SS&*-  -fStë*-  •-JS£é>*> 
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— — - >    r  désignant   la  distance   du 

9. 7T  rs  ° 


et  l'on  voit  que  la  vitesse  W  est  la  somme  géométrique  des  vec- 

W 

leurs   H  ='■■         dz  appliqués  en  l\ 

On  peut  dire  que  la  part  contributive  de  chaque  élément  dz 
des  anneaux  de  tourbillon ,  dans  la  vitesse  W  d'un  point 
quelconque  P  de  la  masse,  est  égale  à  la  vitesse  W  que  pren- 
drait ce  point  par  V effet  de  la  rotation  (£;,  V?  ?')  de  Vêlé- 

ment  dz,   multipliée  par 

point  P  à  V élément  dz  {fi g-  3 39). 

Part  contributive  d'un  anneau  de  tourbillon  infiniment 
délié.  —  L'ensemble  des  anneaux  de  tourbillon  peut  être  divisé 
en  anneaux  infiniment  déliés  (n°  760)  ayant  chacun  une  certaine 
intensité  I.  Il  est  dès  lors  important  de  déterminer  le  vecteur  qui 
représente  la  part  contributive  d'un  de  ces  anneaux  dans  la  vi- 
tesse d'un  point  quelconque  P  de  la  masse  liquide.  L'élément  dz 
peut  être  regardé  comme  étant  obtenu  en  coupant  un  anneau  de 
tourbillon  infiniment  délié  (Wirbelfaden)  par  deux  sections 
droites  A  et  B  dont  l'aire  est   d?  et  la  distance  AB  égale  à  ds 

(fig-  339).  On  a  alors 

dz  =  cfo  ds. 

La   rotation   Q  de   cet   élément  dz  est   tangente   à   l'anneau;    la 
vitesse  W'  que  prendrait  le  point  P  par  -l'effet   de  la  rotation  12 

Fig.  33g. 


est  égale  au  produit  de  ù  par  la  distance  PP'  du  point  P  à  l'axe  iî 
delà  rotation;  elle  est  dirigée  perpendiculairement  au  plan  [de  P 
et  de  Û  dans  le  sens  qui  résulte  du  sens  de  la  rotation  Q.  Mais  PP' 
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est  évidemment  égal  à  rsinco,   si  l'on  appelle  /'  Ja  distance  de  P 
à  di  et  ce  l'angle  de  Q  avec  r;  donc 


W'=GPP'  =  <>/sino. 


Le  vecteur  H,  représentant  la  part  contributive  de  l'élément  dz 
dans  la  vitesse  du  point  P,  est  alors,  puisque  di  =  d<r  ds, 

H  =  ai  = da  ds . 

Comme  l'intensité  (ou  le  moment)  de  l'anneau  de  tourbillon  infi- 
niment délié  est  (n°  760) 

I  =  -i  ii  de, 

Je  vecteur  H  peut  s'écrire  aussi 

U  =  - — -  ds  si  n  cp. 
[\T.r- 

Enfin,  le  vecteur  K,  représentant  la  part  contributive  de  l'anneau 
de  tourbillon  infiniment  délié,  dans  la  vitesse  W  du  point  P,  est 
la  somme  géométrique  K  de  ces  vecteurs  H,  somme  étendue  à 
tous  les  éléments  ds  de  l'anneau  infiniment  délié. 

Connaissant  le  vecteur  K  relatif  à  chaque  anneau  de  tourbillon 
infiniment  délié,  on  aura  la  vitesse  W  au  point  P  en  faisant  la 
somme  géométrique  des  vecteurs  K  pour  tous  les  anneaux  infini- 
ment déliés  qui  constituent  les  anneaux  considérés. 

Analogie  électrodynamique .  —  On  voit  maintenant  se  mani- 
fester une  analogie  électrodvnamique  des  plus  remarquables.  Ima- 
ginons que  l'anneau  de  tourbillon  infiniment  délié  que  nous 
venons  de  considérer  soit  remplacé  par  un  conducteur  linéaire 
parcouru  par  un  courant  électrique  d'intensité  1,  et  qu'au  point  P 
on  place  un  pôle  .magnétique  de  masse  i.  L'action  du  courant  sur 
le  pôle  P  est  un  vecteur  K  (n°  574)  résultant  de  vecteurs  élémen- 
taires égaux  à 

k\  ds  sin  o 


appliqués  en  P  perpendiculairement  au  plan  P  ds,  k  désignant  une 
constante  qui  dépend  du  choix  des  unités.  Si,  pour  simplifier,  on 

choisit  les  unités  de  façon  que  k  =  -7—  >  on  voit  que  l'action  K  de 

t  4tt  ] 


CHAPITRE     XXXV.    —     THÉORIE    DES    TOURBILLONS.  fol 

ce  courant  fictif  sur  le  pôle  P  représente  la  part  contributive  de 
l'anneau  de  tourbillon  infiniment  délié  dans  la  vitesse  du  point  P. 
La  vitesse  W  du  point  P  est  donc  identique  à  l'action  résul- 
tante exercée,  sur  Je  pôle  magnétique  P,  par  un  ensemble  de  cou- 
rants électriques  parcourant  chaque  tube  de  tourbillon  infiniment 
délié  avec  une  intensité  égale  à  l'intensité  de  ce  tube. 

769.  Potentiel  des  vitesses  provenant  de  Faction  d'un  tube  de 
tourbillon  infiniment  délié.  —  Nous  avons  vu  au  n°  574  que,  si  un 
courant  électrique  d'intensité  1  parcourt  un  conducteur  linéaire 
fermé,  l'action  Iv  de  ce  courant  sur  un  pôle  magnétique  P  est 
identique  à  celle  d'un  feuillet  magnétique  S  limité  par  le  courant, 
la  constante  [j.  relative  au  feuillet  (n0s571  et  574)  étant  égale  à  kl. 
Or,  comme  nous  l'avons  démontré  dans  la  théorie  du  potentiel 
newtonien  (n°  571),  l'action  K  d'un  feuillet  magnétique  sur  un 
point  P  dérive  d'un  potentiel  U  qui  a,  pour  valeur  absolue,  le 
produit  de  la  constante  ^relative  au  feuillet  par  l'angle  solide  sous 
lequel  on  voit  du  point  P  le  feuillet  considéré.  Nous  avons,  au 
n°571,  appelé  cet  angle  Q.  Gomme,  actuellement,  la  lettre  ù  est 
employée  pour  désigner  le  tourbillon,  nous  emploierons  la  lettre  6 
pour  désigner  cet  angle  solide  et  nous  prendrons,  pour  le  poten- 
tiel U, 

U  =  — ■  ;j.@,         [x  =  /cl, 

en  mettant  en  évidence  le  signe  —  dans  le  but  de  donner  une 
règle  plus  simple  pour  déterminer  le  signe  de  ©. 

Mais  nous  venons  de  voir  que,  pour  identifier  l'action  K  du 
courant  électrique  avec  la  part  contributive  de  l'anneau  infiniment 
délié   de   tourbillon    d'intensité  [,    dans   la   vitesse   du  point  P,  il 

suffit  de  prendre  Â'  =  - — ;  le  vecteur  K  dérive  donc  alors  du  po- 

lentiel 

u=-i±, 

0  désignant  l'angle  solide  sous  lequel  on  verrait  du  point  P  l'aire 
d'une  surface  fictive  continue  S  ayant  pour  contour  l'anneau  de 
tourbillon  infiniment  délié.  Pour  préciser  cette  valeur  du  poten- 
tiel, il  faut  regarder  0  comme  positif  ou  comme  négatif  suivant 
que,  du   point  P,   on   voit  l'une  ou  l'autre  des  deux  faces  de  la 
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surface  S.  On  verra,  indépendamment  de  toute  analogie  électro- 
magnétique, quelle  est  celle  des  faces  de  S  qu'il  convient  de  re- 
garder comme  positive,  en  remarquant  que,  I  étant  positif,  le  po- 
tentiel U  augmente  quand  ©  diminue  et,  inversement,  diminue 
quand  &  augmente.  Or  le  vecteur  W  dérivant  de  la  fonction  U  est 
dirigé  dans  le  sens  des  U  croissants,  c'est-à-dire  des  0  décrois- 
sants. Si  le  point  P  est  près  de  la  surface  S  du  côté  positif,  @  va 
en  croissant  quand  on  s'approche  de  la  surface;  la  vitesse  du 
point  P  est  donc  dirigée  de  façon  à  l'éloigner  de  la  surface;  au 
contraire,  si  P  est  du  côté  négatif,  sa  vitesse  est  dirigée  de  façon  à 
l'approcher  de  la  surface  S  :  un  point  P  du  liquide  placé  sur  cette 
surface  fictive  S  aurait  donc  sa  vitesse  dirigée  du  côté  positif  de  S. 
Or,  en  prenant  le  point  P  sur  cette  surface  S,  dans  l'intérieur  de 
l'anneau,  on  verra  immédiatement,  d'après  l'orientation  des  tour- 
billons Q  le  long  de  l'anneau,  dans  quel  sens  les  rotations  û  tendent 
à  déplacer  le  point  P  :  on  connaîtra  donc  la  face  de  S  qu'il  faut 
regarder  comme  positive. 

Par  exemple,  dans  la  Jîg.  33c),  en  supposant  l'anneau  plan  et 
situé  dans  le  plan  du  papier  et  la  surface  S  confondue  avec  la 
portion  de  papier  intérieure  à  l'anneau,  les  rotations  Ù  tendent 
toutes  à  imprimer  aux  points  de  S  des  vitesses  dirigées  au-des- 
sous du  papier;  la  face  positive  de  S  est  donc  le  dessous  de  la 
feuille  de  papier. 

Le  potentiel  des  vitesses  dues  à  un  anneau  infiniment  délié 

-1-5. 

n'est  pas  uniforme  dans  l'espace  extérieur  à  l'anneau;  sa  variation 
continue  le  long  d'une  ligne  L,  traversant  une  fois  l'intérieur  de 
Panneau,  comme  dans  la  Jîg.  33y,  est  égale  à  1;  cela  tient  à  ce 
que,  dans  les  mêmes  conditions,  la  variation  continue  de  @  est 
égale  à  /\tz.  Ce  dernier  point  devient  évident  dans  le  cas  d'un 
anneau  plan,  car,  en  prenant  comme  surface  S  fermant  l'anneau 
la  partie  du  plan  de  Panneau  qui  lui  est  intérieure,  on  voit  que 
®=-J-2tt  quand  le  point  P  est  infiniment  voisin  de  S  du  côté 
positif,  et  0  =  —  2tï  quand  le  point  P  en  est  infiniment  voisin 
du  côté  négatif.  Pour  une  discussion  détaillée  de  la  variation  de 
l'angle  solide  ©  sous  lequel  on  voit  un  contour  donné,  nous  ren- 
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verrons  à  l'Ouvrage  de  M.  Du  hem  :  Leçons  sur  V  Electricité  et 
le  Magnétisme,  t.  III,  Chap.  III. 

770.  Anneau  de  tourbillon  infiniment  délié  et  feuillet  de  dou- 
blets. —  Nous  avons  vu  que  le  potentiel  des  vitesses  dû  à  un 
doublet  (n°  749)  est  identique  au  potentiel  de  l'attraction  d'un 
aimant  élémentaire.  Un  feuillet  magnétique  uniforme  étant  formé 
d'aimants  élémentaires  tous  égaux,  normaux  au  feuillet,  on  voit 
que  le  potentiel  de  l'attraction  d'un  feuillet  magnétique  S  est 
identique  au  potentiel  des  vitesses  d'une  surface  S  constituée  par 
des  doublets  élémentaires  tous  égaux,  normaux  à  cette  surface  et 
uniformément  répartis  :  les  sources  positives  étant  sur  la  face  que 
nous  venons  de  définir  comme  la  face  positive  et  les  sources  néga- 
tives sur  l'autre.  Le  potentiel  des  vitesses  dues  à  un  anneau  de 
tourbillon  infiniment  délié  est  alors  identique  à  celui  d'un  feuillet 
de  doublets  S  ayant  cet  anneau  comme  contour.  Si  l'anneau 
existait  seul  dans  un  fluide  sans  rotation,  on  pourrait  se  repré- 
senter le  mouvement  de  ce  fluide  comme  si  le  fluide  sortait  du 
feuillet  par  les  sources  positives  et  rentrait  dans  le  feuillet  par  les 
sources  négatives  :  dans  ce  cas,  la  circulation,  c'est-à-clire  la 
variation  continue  du  potentiel  des  vitesses  le  long  d'une  ligne  1^ 
traversant  l'anneau  serait  égale  à  l'intensité  de  l'anneau  (fig>  33^), 
et  le  feuillet  de  doublets  jouerait  le  rôle  de  la  cloison  S  employée 
à  propos  de  cette  fig.  33",  pour  rendre  simplement  connexe 
l'espace  extérieur  à  l'anneau. 

771.  Potentiel  des  vitesses  dans  la  partie  irrotationnelle  d'un 
liquide  indéfini  avec  un  nombre  quelconque  d'anneaux  de  tour- 
billon. —  Si  nous  partageons  les  anneaux  de  tourbillon  en  anneaux 
infiniment  déliés,  le  potentiel  des  vitesses  dues  à  un  de  ces  anneaux 
est,  en  tous  les  points  P  de  l'espace  extérieur  à  l'anneau, 

U=-lf, 

I  désignant  l'intensité  de  l'anneau  et  6  l'angle  solide  sous  lequel 
on  voit  du  point  P  la  face  positive  de  l'intérieur  de  l'anneau.  Le 
potentiel  des  vitesses  en  un  point  P  de  la  partie  irrotationnelle 
étant  la  somme  des  potentiels  dus  aux  divers  anneaux  infiniment 
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déliés,  ce  potentiel  est 


*=/u=-4k/Ie- 


la  somme  étant  étendue  à  tous  les  anneaux  infiniment  déliés. 
Ce   potentiel   ©   est  égal  au  potentiel  de  l'aclion  résultante  de 

tous  les  courants  électriques  I  sur  un  pôle  magnétique  P. 
Pour  un  anneau  infiniment  délié,  on  a 


I  =  i&cfc. 


Q  étant  le  tourbillon   en   un   point  de  l'anneau   et  d?  la   section 
droite  en  ce  point;  on  a  donc  aussi 


-f 


ne  ch. 


la  somme  étant  étendue  aux  sections  droites  des  divers  anneaux. 

Ces  formules  supposent  que  le  point  P  considéré  est  dans  la 
partie  irrotationnelle.  En  un  point  de  la  partie  tourbillonnaire  du 
liquide,  les  vitesses  ne  dérivent  plus  d'un  potentiel,  d'après  la  défi- 
nition même  du  tourbillon;  on  peut  les  calculer  par  les  formules 
générales  (29). 

D'après  l'analogie  électrodynamique,  en  remplaçant  chaque 
anneau  de  tourbillon  infiniment  délié  par  un  courant  de  même 
intensité,  on  obtient  un  système  de  courants  qui  produit  un 
champ  magnétique.  Le  vecteur  qui  représente  l'action  de  ce 
champ  en  un  point  quelconque  P  est,  à  un  facteur  constant  près, 
identique  à  la  vitesse  de  la  particule  fluide  placée  en  P.  Les  lignes 
de  force  magnétiques  se  confondent  avec  les  lignes  de  courant 
hydrodynamiques . 

772.  Vitesse  de  déplacement  de  la  surface  d'un  anneau  ou 
d'un  tube  de  tourbillon.  —  La  surface  d'un  tube  ou  d'un  anneau 
de  tourbillon  constitue  une  surface  de  discontinuité.  En  effet,  les 
vitesses  varient  d'une  manière  continue  d'un  côté  à  l'autre  de  cette 
surface;  mais  leurs  dérivées  premières,  par  rapport  aux  coordon- 
nées, sont  discontinues,  puisque  le  vecteur  tourbillon  est  égal  à 
zéro  d'un  côté  de  celte  surface  et  différent  de  zéro  de  l'autre. 
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La  surface  S  du  lube  ou  de  l'anneau  se  déplace  avec  le  temps; 
son  équation  est  donc  de  la  forme 

(32)  ¥{x,y,z,t)  =  o. 

On  définit  la  vitesse  de  déplacement  de  cette  surface  en  chaque 
point,  à  chaque  instant,  comme  on  l'a  fait  au  n°  714  pour  définir 
la  vitesse  de  propagation  d'une  discontinuité.  Cette  vitesse,  en 
chaque  point  de  S,  à  chaque  instant,  est  alors  (n°  714) 

i   dF 
où  l'on  a  posé 


V       /àFy       /àF 


On  peut  donner  une  autre  expression  de  celte  vitesse  en  remar- 
quant qu'il  se  présente  ici  une  circonstance  particulière,  c'est  que 
la  surface  de  discontinuité  est  une  surface  fluide  formée  constam- 
ment des  mêmes  molécules.  Dans  ces  conditions  spéciales,  si  l'on 
appelle  «,  v,  w  les  projections  de  la  vitesse  W  d'un  élément 
(luide  de  la  surface  S  du  tube  de  tourbillon,  et  a,  (3,  y  les  cosinus 
directeurs  delà  normale  en  ce  poinl  à  celte  surface 

_     i    dF  i   dF 


(35) 

i   ÙF 

k  dx 

on  a 

(36) 

G 

a  a  -+-  p  v  -h  y  w  =  Wrt , 

Ww  représentant  la  projection  de  la  vitesse  W  sur  la  normale. 

En  effet,  si  l'on  suit  une  particule  x,y,  z  de  la  surface  du  tube 
dans  son  mouvement,  on  voit  que  ses  coordonnées  vérifient 
constamment  l'équation  (32).  On  a  donc,  en  dérivant  le  premier 
membre  de  cette  équation  par  rapport  à  t,  en  suivant  la  particule 

dF  ÔF  dF  dF 

-r-  U  -h    —  V  -+-  -r—  W  H —   =  o, 

dx  dy  dz  dt 

d'où,  d'après  les  relations  (35), 

i    dF       ^_ 

y  -—  =  ±  (  a  //.  -h  3  i>  -+-  y  w  )■■ 
k   dt  '  • 

ce  qui  démontre  la  formule  (36). 
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D'un  côté  de  la  surface  S  le  mouvement  est  irrotationnel, 
//,  ç>,  w  dérivent  d'un  potentiel  cp;  on  a  donc,  en  un  point  infini- 
ment voisin  de  la  surface  placé  en  dehors  du  tube, 


u  == 


do 
dx 


do 


do 


o>  = 


à  cause  de  la  continuité  de  u,  c,  tv,  ces  expressions  sont  valables 
aussi  près  qu'on  le  veut  de  la  surface  S.  On  a  alors,  pour  la  vitesse 
de    déplacement  de    cette   surface,    en    chaque  point,    à    chaque 

instant, 

do 


o  ^?        <*f  __  dy 

dx  dy  dz        du 


do 


la  dérivée  -~  étant  prise  suivant  la  normale  à  la  surface  du  tube 

du  L 

du  côté  irrotationnel. 


773.    Expression  de  la  force  vive  du  liquide.  —  La  force  vive 
totale  du  liquide  a  pour  expression 

l'intégrale  étant  étendue  à  tout  le  volume  du  liquide.  On  peut 
lui  donner  une  autre  forme  de  façon  à  la  faire  dépendre  des 
tourbillons.  Pour  cela,  introduisons  les  trois  fonctions  P,  Q,  R 
précédemment  définies  par  les  formules  (27  et  28)  en  fonction  des 
tourbillons.  On  a 

dR        dQ 


u  = 


dy         dz 
La  force  vive  peut  donc  s'écrire 


T=s? 


dR        ôO\  /dP 

^--oi)^ç{àz- 


ÔR 

dx 


w 


dx 


dy) 


1  dx. 


On  pourra  intégrer  par  parties  chacun  des  six  termes.  Par 
exemple,  en  remplaçant  d'z  par  dx  dydz,  on  a,  pour  le  premier 
terme, 

j  J  I u  ~dï dx  dy  dz  =  f  j  dx  dzj    uôz  dy^ 


les  limites  étant  infinies,  car  le  fluide  est  indéfini;  l'intégration  par 
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parties  donne 

"57^=  "R       -/      Rl^; 

•      30  •/  00  t7 30  «/ 

la   partie  intégrée  est  nulle   aux  limites,  car  u  et  R  sont  nuls  à 
l'infini;  on  a  donc  enfin 

/    /    /  u  —  dx  cl  y  dz  = —   III  l\  —  dx  dy  dz. 

J'JJ     <>y  JJJ     ôr 

On    transforme    de   même    chacun    des    six    termes    et    l'on    a 
finalement 


-wn 


dw        ôv s 
77-  ~~  dz 


.du        dw 

dz         Ox 


/  dv         du 
\  dx        dy 


)1  dx, 


ou  enfin,  d'après  la  notation  des  tourbillons, 

T  =  p  /YApJ  +  Qi^RÇ)^. 

Si,  dans  cette  expression,  on  remplace  P,  Q,  R  par  leurs 
valeurs  en  fonction  des  tourbillons  [formules  (27  et  28)],  on  a  T 
en  fonction  des  tourbillons,  pour  un  liquide  indéfini. 

774.  Application  :  anneaux  de  tourbillon  circulaires  de  même 
axe.  —  Imaginons  un  liquide  indéfini  dans  lequel  toutes  les 
lignes  de  tourbillon  sont  des  cercles  dont  le  plan  est  perpendicu- 
laire à  l'axe  Qz  et  dont  le  centre  est  sur  cet  axe;  supposons,  en 
outre,  que  la  grandeur  du  tourbillon  est  la  même  tout  le  long  d'un 
même  cercle. 

On  peut  regarder  comme  évident,  par  raison  de  symétrie,  que 
si  cette  distribution  des  tourbillons  a  lieu  à  un  certain  instant,  elle 
aura  lieu  toujours. 

Le  liquide  est  alors,  à  un  instant  quelconque,  composé  d'une 
partie  irrotationnelle  indéfinie  entourant  des  anneaux  de  tourbillon 
analogues  à  des  tores  de  révolution  autour  de  0.5.  Ces  anneaux  se 
déplacent  en  restant  de  révolution  autour  de  O^,  mais  leurs  sec- 
tions droites  peuvent  changer  de  forme  en  même  temps  que  varient 
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les  rayons  des  divers  anneaux  de  tourbillon  infiniment  déliés  qui 
les  constituent. 

Pour  calculer  les  vitesses  en  fonction  des  tourbillons,  nous  sui- 
vrons la  méthode  générale  qui  se  simplifie  notablement  en  raison 
de  la  symétrie  du  mouvement  autour  de  Oz. 

Nous  emploierons,  pour  définir  la  position  d'un  point,  les  coor- 
données semi-polaires  q,  9,  z,  q  désignant  la  distance  du  point 
à  Oz;  les  variables  q  et  9  sont  liées  à  x  et  y  par  les  relations 

x  =  q  cosO,         y  =  q  sin6. 

Vitesse.  —  Le  mouvement  étant  symétrique  autour  de  O^,  la 
distribution  des  vitesses  est  la  même  dans  tous  les  plans  passant 
par  Oz\  la  vitesse  W  d'un  élément  P  est  située  dans  le  plan  zOV 
et  dépend  uniquement  de  q,  z  et  £,  et  non  de  8.  Appelons  s  la 
composante  de  cette  vitesse  suivant  le  prolongement  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  P  sur  l'axe  O^  et  w  sa  composante 
parallèle  à  Oz  :  s  et  w  seront  fonctions  de  q,  z  et  t.  Les  projec- 
tions u,  r,  w  de  la  vitesse  sur  les  axes  0.r,  Or,  Oz  seront 


(37) 


u  =  s  cosO,         v  =  s  sinO. 


Tourbillon.  —  Gomme,  par  hypothèse,  les  lignes  de  tourbillon 
sont  des  circonférences  ayant  pour  axe  O^,  le  tourbillon  ù  relatif 
à  un  point  P  à  un  instant  t  doit  être  perpendiculaire  au  plan  zOV . 


Or  on  a,  en  général, 


i  =  -(- 


ùv 


i   f  du        ù\v 
i  \ùz         dx 


S  2   \0X 


ùu\ 

àyl' 


Actuellement,  d'après  (3^),   w,  p,  w  dépendent  de  x  et  y  par 
l'intermédiaire  de  q  et  9  qui  sont  des  fonctions  de  x  et  y, 


et  l'on  a 


y/ÏT 


y 


y 

0  =  aie  tans:  •    > 


(38) 


dq 

ùx 

X 

—  cosô, 

ù±_ 

ùy 

y 

9 

=  si  ii  0. 

ù§ 

y 

si  il  0 

ÙH 

x 

cosô 

ùx 

x'2-h 

y2 

9 

ày~~ 

x- 

',+yz 

q 

On  en  conclut,  en  différentiant  les  formules  (3^)  et  se  rappelant 
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que  s  et  (V  ne  dépendent  que  de  q,  z  et  /, 

du        ds         f.  dw        dw 

coso,  — —  =  • — cosO, 


dz         dz  dx         dq 

dv         ds    .  dw        dw 

-—  =  —  sin  6,  =  — - 

dz         oz  dy         oq 

dv         du         /  ds  s 

dx        dy        \dq  q 


On  a  donc 


V    J  '      *  l\dz  dq  j  '         2  \  dz  dq  )  S 

Ces  formules  montrent  que  le  vecteur  tourbillon  Q,  qui  est 
perpendiculaire  au  plan  ^OP,  a  pour  valeur 

i    /ds         dw\ 

(4o)  Q=  -  (  - ■ —     , 

VH     '  1  \dz  Oq  J 

cette  valeur  étant  positive  ou  négative  suivant  que  le  vecteur  û  est 
dirigé  dans  le  sens  positif  ou  le  sens  négatif  des  rotations  autour 
de  0:3.  La  valeur  de  Q  dépend  uniquement  de  q,  z  et  t. 

Détermination  des  vitesses.  —  Si  nous  revenons  maintenant 
à  notre  problème,  û  est  donné  aux  divers  points  P  en  fonction  de 
<y,  z  et  t,  et  il  s'agit  d'en  déduire  les  vitesses  s  et  w.  Pour  préciser 
ce  point,  imaginons  qu'on  mène  un  plan  tixe  quelconque  par  O^  : 
ce  plan  coupe  les  anneaux  de  tourbillon  suivant  certaines  aires 
A, ,  À2,  ...  :  on  suppose  12  connu,  à  l'instant  t,  en  fonction  de  <y,  z 
aux  divers  points  de  ce  plan,  Q  étant  nul  en  dehors  des  aires  et 
différent  de  zéro  dans  l'intérieur. 

Nous  avons,  dans  le  cas  général,  déterminé  les  vitesses  en  fonc- 
tion des  tourbillons,  pour  un  liquide  indéfini,  par  les  formules  (23) 
du  n°  767,  dans  lesquelles  P,  Q,  R  sont  données  par  les  intégrales 
définies  (27  et  28)  étendues  aux  volumes  des  anneaux  de  tour- 
billon. Dans  ces  formules,  dz  est  un  élément  de  volume  des 
anneaux  a^ant  pour  coordonnées  xr ,  y' ,  z' \  les  lettres  £',  r/,  XJ  dé- 
signent les  projections  du  tourbillon  correspondant  à  l'élément  <t/t, 
et  la  lettre  r  désigne  la  distance 

r  =  y/(x  -  x')*^- (y  — /)*-+- (z—zy 

du  point  x\  y\  z'  au  point  x,  y.  z. 


ÔP 

on 

ÙV 

V  = 

» 

w  = 

. — 

— 

dz 

O.r 

ày 
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Comme,  actuellement,  Ç  est  identiquement  nulle,  la  troisième 
des  formules  (28),  dans  laquelle  Ç'=o,  donne  immédiatement 
R  =  o;ona  donc  pour  «,  e,  w  les  expressions  suivantes  : 

(4„  »  =  -?, 

les  fonctions  P  et  Q   de  x,  y,  z  étant  définies  par  les  deux  pre- 
mières des  formules  (27  et  28), 

Appelons  q' ,  8',  s'  les  coordonnées  semi-polaires  de  l'élé- 
ment tffc,  q,  0,  5  celles  du  point  x,y,  s;  nous  aurons 

a?  =  ^  cosO,         y  =  ^sinô,         a?' =  çr'cosô',         JK'—  <y'sin6'. 


'  \ï 


(43)  r=  /yï+y'î-  2  5rgr'cos(0'—  0)  -+-  (z—z') 

Pour  évaluer  Jt,  supposons  les  anneaux  de  tourbillons  décom- 
posés en  anneaux  infiniment  déliés  de  révolution  autour  de  Oz; 
appelons  dar  la  section  d'un  de  ces  anneaux  de  rayon  q'  par  un 
plan  passant  par  Os.  Si  l'on  considère  deux  de  ces  plans  faisant 
entre  eux  l'angle  d^\  ils  découpent  dans  l'anneau  un  élément  dz 
ayant  la  forme  d'un  cylindre  droit  de  base  do-  et  de  hauteur  q' d§'  ; 

on  a  donc 

dx  =  da  q'  dW . 

Nous  avons,  en  outre,  d'après  (3o,), 

£  =  —  QsinO,         ri  =  QcosO, 

il  étant  donné  en  fonction  de  q,  z  et  t\  donc 

|'  =  —  i>'sin6',        V=  û'oosô', 

û'  étant  une  fonction  connue  de  qf,  z'  et  t.  On  a  donc 

'-.-rJ/jC5^** 


(44) 


/tfy'ewe' 


r.//j( 


E^our  calculer  ces  intégrales  étendues  au  volume  des  anneaux, 
on  pourra  d'abord  faire  la  somme  des  éléments  correspondante  un 
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anneau  infiniment  délié,  puis  la  somme  de  ces  sommes.  Or,  pour 
un  anneau  infiniment  délié,  tf ,  z'  et  d<j  sont  constants  tout  le  long 
de  l'anneau,  9'  varie  de  a  à  a  +  2tt,  a  étant  un  angle  arbitraire.  La 
somme  des  éléments  de  chaque  intégrale  relative  à  cet  anneau 
infiniment  délié  est  donc 


sinOW 


r 


a  -K2TT 


cosBV/0' 


P'  =  —      -  Q'q'da  f 

Q'=       —  Q'q'da  f 

Une  fois  ces  quantités  P'  et  Q'  calculées,  il  restera,  pour  avoir 
P  et  Q,  à  faire  la  somme  des  quantités  analogues  pour  lous  les 
anneaux  infiniment  déliés  dont  sont  composés  les  anneaux  donnés  -, 
les  deux  sommes 


p=/yv'  q =//''' 


seront  des  intégrales  doubles  étendues  à  lous  les  éléments  cfe  des 
aires  Ai?  A2,  ...,  suivant  lesquelles  un  plan  passant  par  O^  coupe 
les  anneaux  considérés. 

Les  expressions  de  P;  et  Q;  peuvent  être  simplifiées  de  façon  à 
amener  P;  et  Q'  à  dépendre  de  la  même  intégrale.  Pour  cela,  fai- 
sons, dans  l'intégrale  qui  donne  P',  le  changement  de  variable 

6'  =  6  + s, 

s  étant  la  nouvelle  variable  qu'il  suffira  de  faire  varier  de  o  à  2tz 
pour  que  Q'  varie  dans  un  intervalle  d'étendue  air.  On  aura 

cW  =  dz,         sin  6'  =  sin 6  cos  z  -h  cos6  sin  e, 

;•  =  y/«y2_j_  q'i  —  •xqq'  cos  s  -+-  {z  —  z'  y1. 
Donc 

J„  OC  -H  2  7t      •      rw     ia  r                              ~  2  7t                    »                                  ~2TC-             / 
C            sinO  d\)          .    ft    C       cos  s  as              n    r       sin  s  as 
=  s i n  0    /        --+-cosO    /        ■ • 
r                       Jo              r                       Jo              r 

Mais,  dans  le  deuxième  membre,  la  deuxième  intégrale  est  nulle, 
car  les  éléments  de  celte  intégrale  sont  deux  à  deux  égaux  et  de 
signes  contraires;  on  a  donc 

sin  f)  «f)  .    r    C       coss  di 


r           sin0'</6'        .    .    r 
I  =  sinO    / 

Jx  r  d0 
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On  trouve,  parle  même  calcul, 

J~a-4-27T             a/     ir\t                               ^271                   j 
t              cost)  m)                n     r       COSE  «£ 
=  cosO    / • 
'•                           J*               r 

Ce  qui  donne,  pour  P' et  Q',  les  formules  définitives  que  l'on  peut 
écrire 

(46)  P'  =  —  S'sinO,         Q'=S'cos6, 

S'  désignant  l'intégrale  elliptique 

sur  laquelle  nous  reviendrons  plus  loin. 

En  faisant  la  somme  de  ces  valeurs  de  P'  et  Q'  pour  tous  les 
éléments  d<j  des  aires  A, ,  A2,  .  .  . ,  on  a  enfin  pour  P  et  Q  des  ex- 
pressions de  la  forme 

(48)  P=—  S  sin6,         Q  =  ScosO, 

S  désignant  l'intégrale 


«,)  S  =  ±ff*f*f 


2TC  / 

cos  £  ai 


qui  est  fonction  de  qy  z  et  t.  Cette  intégrale  étant  calculée,  on  a  P 
et  Q  en  fonction  de  Q,  q,  z  et  £,  ou  encore  en  fonction  de  x,y,  z, 
t,  car  q  et  8  sont  des  fonctions  de  x  et  y  définies  par  les  for- 
mules (38).  Les  fonctions  P  et  Q  étant  connues,  les  composantes 
w,  t>,  w  de  la  vitesse  sont  données  par  les  formules  (41)*  Or,  0Ï1 
a,  en  différentiant  (48)  et  tenant  compte  des  formules  (38), 

àP  àS    .    .  ÔQ        dS 

--  = rsinO,  — -  =  —  cosO, 

oz  oz  oz         oz 

-r-  =—  ^—  sin26 cos56, 

ôy  ùq  q 


donc 


àQ.  àS        ._       S    .   .. 

-,-  =       —  cos26  h-  -  sin26, 
ox  oq  q 


0S  A  ^S      • 

(ooi  u  = ,-  cosO,         (;  = —  sin 

'  oz  oz 

,_àq  _àp     m  __5 

^57  ^  d^  <7 
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En  comparant  aux  formules  (3^)  on  en  déduit  la  composante  s 
de  la  vitesse  suivant  le  rayon  vecteur 

(52)  S=-TZ- 

En  résumé,  une  fois  l'intégrale  S  calculée,  on  obtient  immédia- 
tement la  distribution  des  vitesses  par  les  formules  (5o)  et  (5i). 

Equation  différentielle  que  vérifie  la  fonction  S;  current 
function  de  Stokes.  —  Nous  avons  vu,  dans  le  cas  général,  que  P 
Q,  R  vérifient  les  trois  équations 

AP=  —  2^.         AQ  =  — 27),         AR=— 2Ç; 

la  troisième  équation  est  identique,  car  R  et  Ç  sont  nuls.  Si,  dans 
les  deux  autres,  on  remplace  P,  Q  par  — S  sinG,  ScosO  et  £,  i\ 
par  —  QsinB,  QcosB,  elles  donnent  une  même  équation  aux  déri- 
vées partielles  définissant  S  en  fonction  de  q  et  z.  On  peut  obtenir 
cette  équation  d'une  façon  plus  rapide  en  se  servant  de  l'expres- 
sion (4°)  du  tourbillon 

i   /  ds         dw  \ 
c2  \dz        dq  J 

Si,  dans  cette  expression,  on  remplace  s  et  w  par  leurs  valeurs 
(52)  et  (5i),  on  a  immédiatement  pour  S  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

d*S  c)2S  d     /S\ 

où  Q,  est  nul  en  dehors  des  aires  Al5  A2,  ...  et  a  une  valeur 
donnée  dans  l'intérieur  de  ces  aires.  Au  lieu  de  S,  on  introduit 
quelquefois  une  autre  fonction  que  Rasset  appelle  Stokes  current 
function.  Posons 

(54)  ^(q,z,t)  =  gS; 
les  formules  (02)  et  (ai)  donnent 

(55)  1S  =  ~IZ>         ï»=j|- 

La  distribution  des  vitesses  est  donc  connue  d'une  manière  simple 
dès  que  l'on  connaît  <];. 

III.  28 
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Cette  fonction  définit  les  lignes  de  courant  :  remarquons  en 
effet  que  ces  lignes  sont  actuellement  situées  dans  des  plans  pas- 
sant par  Oz;  dans  l'un  de  ces  plans,  elles  ont  pour  équation  dif- 
férentielle, à  l'instant  £, 

dq        dz 
s  w 


ou 


w 


dq  —  s  dz  =  o 


c'est-à-dire 

dty  =  o,         ^  =  const. 

Ainsi,  les  lignes  de  courant  ont  pour  équation  ty  =  const. 

Remarquons  enfin  qu'en  éliminant  ']>  entre  les  deux  rela- 
tions (55)  on  a  l'équation 

d(qs)        d(qw) 
dq  dz 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  de  continuité  d'Euler  dans 
les  hypothèses  actuelles  (n°  740). 

Cas  d'un  seul  anneau  infiniment  délié.  —  Supposons  qu'il 
existe,  dans  un  liquide  indéfini,  un  seul  anneau  de  tourbillon  infi- 
niment délié  affectant  la  forme  d'un  tore  d'axe  Oz  entouré  de 
liquide  irrotationnel.  Soient  d<7  la  section  droite  de  cet  anneau, 
Q'  la  valeur  du  tourbillon  constante  en  grandeur  tout  le  long  de 
l'anneau,  q'  le  rayon  de  cet  anneau  à  l'instant  t  et  z'  la  cote  de 
son  plan. 

Actuellement,  les  sommes  (44)  P  et  Q  comprennent  un  seul 
élément  :  P  et  Q  se  réduisent  à  P'  et  Q',  et  S  à  S', 

il' q' de    f~     cossofe 

o    ■ — 


f  de  r 


Dans  cette  intégrale,  on  peut  intégrer  seulement  de  o  à  tc  et  dou- 
bler le  résultat;  on  a  ainsi,  en  mettant  en  évidence  l'intensité 


I  =  -  Q'  dv 


de  l'anneau,  et  faisant  <];  =  S'*/, 

liqq'    r  coszdz 


sj{z  —  z1  y -+-  q2 -\-  q'2 —  iqq'  coss 
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Cette  fonction  <|<  étant  connue,  les  formules  (55)  donnent,  pour 
les  composantes  delà  vitesse, 

i    dû)  i    dû) 

(56)  s  = 3-i,  w=  -  yi. 

q   dz  q  dq 

On  a  ainsi,  pour  <]>,  s,  wp>,  des  valeurs  finies  en  tous  les  points  z1  q 
de  la  partie  irrotationnelle;  mais,  si  I  est  regardé  comme  fini,  on 
trouve,  pour  les  points  de  l'anneau  lui-même, 


des  valeurs  infiniment  grandes  ou  indéterminées.  Gela  tient  à  ce 
que  nous  nous  plaçons  dans  le  cas  fictif  d'un  seul  anneau  infini- 
ment délié  d'intensité  finie.  En  réalité,  on  aura  des  anneaux 
d'épaisseur  finie  qu'on  pourra  décomposer  en  anneaux  infiniment 
déliés  d'intensités  infiniment  petites.  Cette  difficulté  est  analogue 
à  celle  qu'on  rencontre  quand  on  étudie  le  potentiel  nevvtonien 
d'un  point  isolé  de  masse  finie,  potentiel  devenant  infini  au  point; 
tandis  qu'en  réalité  on  est  en  présence  d'attractions  de  masses 
continues  décomposables  en  masses  infiniment  petites. 

Tout  d'abord,  en  calculant  ~  par  la  règle  de  différentiation  sous 

le  signe    /  ,   on  voit  que  -p  contient  z  —  z'  en  facteur.  Si  donc  on 
fait  z  =  z! ,  en  donnant  à  q  une  valeur  quelconque  différente  de  q' , 

on   trouve  ~  =  o  et,  d'après  (56),  s  —  o.  Une  particule  placée 

dans  le  plan  de  l'anneau  a  donc  une  vitesse  normale  à  ce  plan, 
puisque  la  composante  radiale  est  nulle  :  ce  fait  est  d'ailleurs 
évident  géométriquement,  d'après  les  théorèmes  généraux  du 
n°  768  qui  donnent  la  part  contributive  de  chaque  élément  de  l'an- 
neau de  tourbillon  dans  la  vitesse  d'un  point  de  son  plan.  Les  par- 
ticules situées  dans  la  partie  du  plan  de  l'anneau  intérieure  à  l'an- 
neau se  meuvent  dans  un  certain  sens  déterminé  par  le  sens  des 
tourbillons,  comme  nous  l'avons  expliqué  p.  422j  les  particules 
situées  dans  la  partie  du  plan  extérieure  se  meuvent  en  sens  con- 
traire. Il  résulte  de  là  que  le  rayon  de  V anneau  ne  varie  pas 
avec  le  temps,  car,  s'il  variait,  les  particules  fluides  situées  dans  le 
voisinage  immédiat  de  l'anneau,  dans  le  plan  z  =  z\  auraient  une 
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vitesse  radiale  différente  de  zéro.  Ainsi,  l'anneau  se  déplace  pa- 
rallèlement à  lui-même  sans  changer  de  grandeur. 

Si  l'on  calcule  ensuite  —■»  la  deuxième  des  formules  (56)  don- 

àq  v       J 

nera  w  pour  un  point  quelconque  de  l'espace  :  en  faisant  z  =  z' 
dans  l'expression  de  w,  on  aura,  en  particulier,  en  grandeur  et  en 
signe,  la  vitesse  dune  particule  située  dans  le  plan  de  l'anneau. 
Pour  préciser  le  sens  dans  lequel  se  meuvent  les  particules  fluides 
du  plan  de  l'anneau,  supposons  ù'  positif,  c'est-à-dire  le  vecteur 
tourbillon  de  chaque  élément  de  l'anneau  orienté  dans  le  sens  po- 
sitif des  rotations  autour  de  O^.  Alors,  si  nous  prenons  l'élément 
liquide  placé  au  centre  de  l'anneau  à  l'instant  t,  la  part  contribu- 
tive de  tous  les  tourbillons  dans  la  vitesse  de  ce  point  est  dirigée 
dans  le  sens  positif  de  Oz  :  cet  élément  se  meut  donc  dans  ce 
sens.  Pour  calculer  sa  vitesse,  appliquons  le  théorème  général  du 
n°  768;  si  l'élément  central  tournait  autour  du  tourbillon  û'  d'un 
élément  di  de  l'anneau  avec  la  vitesse  angulaire  Q;,  il  posséderait 
une  vitesse  normale  au  plan  de  l'anneau  et  égale  à  Ù 'q1 ';  la  part 
contributive  réelle   de  l'élément  di  dans  la  vitesse  de  l'élément 

central  est  donc 

~,    ,     dx 
ay n> 

car  la  distance  de  di  au  centre  est  q!  ;  la  vitesse  totale  w0  de  l'élé- 
ment central  est  donc 

Qf      r 
^o=  ~2   /  d-z, 

ou  encore,  comme    /  di  est  le  volume  iizq'  de  de  l'anneau, 

a'  .         T 

I  étant  l'intensité  de  l'anneau. 

Après  cet  aperçu  général,  nous  allons  étudier  la  fonction  ^  qui, 
comme  nous  allons  le  voir,  s'exprime  par  une  intégrale  elliptique. 
En  posant 

e  =  2  (  --  —  cp  ) ,         de  =  —  2  dy, 

{7)  (z-z'y+{q  +  q'y' 
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on  a,  en  effet, 


(58)  ^=^HISLk -^—-d?, 

k2  étant  une  quantité  positive  qui  est  moindre  que  i ,  quand  q  et  z 
ont  des  valeurs  quelconques  (q^>o),  et  qui  devient  égale  à  i 
lorsque  q  =  qf,  z  =  z' ,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  de  coor- 
données q,  z  vient  sur  l'anneau.  Introduisons  le  module  complé- 
mentaire k'  par  la  formule 

cette  quantité  k'  est  infiniment  petite  au  voisinage  de  l'anneau; 
géométriquement,  la  valeur  de  k'  pour  une  position  P(gr,  3)  du 
point  P  du  fluide  s'obtient  en  prenant  les  deux  points  A  et  B  où 
le  plan  sOP  coupe  l'anneau  infiniment  délié,  et  en  écrivant 

*■'_  PA 

A  étant  celui  des  deux  points  qui  est  le  plus  rapproché  de  P. 

La  formule  (58)  permet  d'étudier  la  fonction  <b  pour  une  posi- 
tion quelconque  du  point  du  fluide  q,  z  :  on  pourrait,  par  exemple, 
développer  ty  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances  posi- 
tives croissantes  de  k.  Nous  nous  bornerons  à  étudier  ce  qui  se 
passe  au  voisinage  de  l'anneau  :  quand  le  point  P(q,  z)  du  fluide 
est  infiniment  voisin  de  l'anneau,  q  est  voisin  de  q\  z  de  z'}  k  de  1 , 
et  l'intégrale  qui  figure  dans  d<  est  infiniment  grande.  Nous  allons 
mettre  en  évidence  la  partie  principale  de  <b  pour  des  valeurs  de  k 
voisines  de  1,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  des  valeurs  de  k 
voisines  de  zéro.  C'est  là  un  problème  qui  se  rattache  à  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques,  mais  que  nous  traiterons  directement 
par  un  procédé  élémentaire. 

Ecrivons 

(60)  4,=  aIt^"'n, 

IV 

en  désignant  par  H  l'intégrale 

J0      \/i  —  A"2sin2cp 
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et  comparons  cette  intégrale  à  l'intégrale  élémentaire 


.K     VI  —  A2  sin: 


do. 


y/i  —  ic-  sin^cp 

Si  l'on  fait  la  différence  de  ces  deux  intégrales,  en  les  réunissant 
sous  un  même  signe  /  ,  on  a 


H  -  X  =  k   f 


2  sm2cp  ■ —  sincp  —  i 
y/i  —  k-  sin2cp 


do, 


et  l'on  vérifie  immédiatement  que  cette  différence  prend,  pour 
k  =  i ,  la  valeur  finie 


i 


i  sin2cp  —  sincp  —  i 


COS' 


do, 


facile  à  évaluer  par  les  méthodes  élémentaires. 
Evaluons  l'intégrale  X  :  en  y  faisant 


coscp  —  c, 


on  trouve  immédiatement 


k  de 


\Jk!°>-  -+-  k*  c' 


=  _  LA'-hL(A--M), 


L  désignant  un  logarithme  népérien.  D'après  cela,  a  devient  infini 
pour  k'=  o,  mais  X  +  hk'  reste  fini.  Or  nous  avons  vu  que  H  —  A 
reste  fini  pour  kf=  o;  nous  pouvons  donc  dire  que  la  quantité 

H  h-  L  k' 

reste  finie  pour  kr  =  o;  ce  qui  donne  pour  valeur  approchée  de  H, 
quand  k'  est  très  petit, 

H=  —  LA :'-+-..., 

où  les  termes  non  écrits  restent  finis  quand  k'  tend  vers  zéro. 
D'après  (6o),  la  partie  principale  de  <L  est  donnée  par 


(6i) 


,],= 


\s/qq' 


Lk 


n 
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En  se  bornant  à  cette  partie  principale,  on  en  déduit,  pour  5 
et  w,  les  expressions  suivantes  au  voisinage  de  l'anneau  : 


s    —  — 


(62) 


1    d<b 
a  dz 


1    dty 
q  dq 


il       /q'  dLk' 

71  y     q      dz     ""*  "  "  ' 

izg  y     q                 7T  V 

/q'  dLk' 
q      dq 

D'après  la  valeur  (5q)  de  kf,  on  a 

|    dL  k'  __  \qq'{z  —  z') 

\     dz       =  \(z  —  z'Y-^-(a  - 
(63) 


dz 
dhk' 


z')^(q-q'f][{z-z'y^-{q 
q  -  q'  q-^-q' 


q'n 


{z  —  z'  )--^(q  —  q')2         (z 


z'f 


{q-+-q  )' 


en  substituant  dans  (62)  et  faisant  tendre  z  vers  z'  et  q  vers  qf, 
on  a  les  composantes  de  la  vitesse  au  voisinage  de  l'anneau.  Ima- 
ginons que  l'anneau  soit  un  tore  engendré  par  un  cercle  infiniment 
petit  de  rayon  s  ayant  son  centre  à  une  distance  q'  de  0,3  et  à  une 
cote  zf .  Pour  obtenir  la  vitesse  de  progression  de  l'anneau  dans 
le  sens  Os,  il  faut,  d'après  le  théorème  du  n°  772,  prendre,  au 
point  M  du  tore  (fig-  34°)  où  le  plan  tangent  est  perpendiculaire 
à  Os,  la  composante  de  la  vitesse  normale  au  tore,  c'est-à-dire 

Fig.  34o. 


AWp 


G 


/ 

z 
vv0 

J 

V 

.0 

£) 


M 


la  valeur  de  w  en  ce  point.  Il  faut  donc  calculer  w  pour 

q  —  q' ,        z  =  z'  -h  s, 

£  étant  infiniment  petit.  Or,  en  ce  point  M,  on  a 
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en  négligeant  s2  devant  ^q'2',  les  expressions  précédentes  (59)61(63) 

montrent  qu'au  point  M,  k'  est  égal  à  — ,>  tandis  que  la  dérivée 

iq 

—- —  prend  une  valeur  finie  qu'il  est  inutile  d'écrire.  On  a  alors, 

pour  la  partie  principale  de  la  vitesse  wp  de  progression  de  l'an- 
neau  dans  le  sens  O^,  l'expression  suivante  obtenue  en  portant 

les  valeurs  ci-dessus  de  k'  et  — - —  dans  w  et  en  y  faisant  q  ™  q'  : 

(64)  W"  =  -Ï7lj^+---' 

les  termes  non  écrits  étant  finis.  Le  logarithme  est  négatif  et  très 
grand,  car  e  est  très  petit;  donc  wp  a  une  valeur  positive  très 
grande.  Vanneau  se  déplace  le  long  de  O  z  dans  le  sens  po- 
sitif, c'est-à-dire  dans  le  sens  dans  lequel  se  meuvent  les  parti- 
cules fluides  placées  dans  l'ouverture  de  Vanneau,  au  centre 
par  exemple.  Seulement,  la  vitesse  de  cette  progression  est  très 
grande  par  rapport  à  la  vitesse  de  la  particule  fluide  qui  se  trouve 
au  centre. 

En  s'appuyant  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  on  pour- 
rait facilement  calculer  à  au  voisinage  de  l'anneau  avec  une  plus 
grande  approximation,  et  en  déduire  pour  wp  une  valeur  plus 
approchée.  Nous  renverrons  pour  ce  point  au  Traité  de  Basset, 
t.  II,  p.  62,  où  wp  est  donné  avec  un  terme  de  plus  :  on  vérifiera 
que  la  différence  entre  la  valeur  que  nous  donnons  pour  wp  et 
celle  que  donne  Basset  est  finie  pour  e  =  o. 

Deux  anneaux  circulaires  de  même  axe.  —  Nous  nous  bor- 
nerons, pour  ce  cas,  aux  indications  suivantes,  déjà  données  en 
grande  partie  par  Helmholtz  dans  son  Mémoire  du  Tome  55  du 
Journal  de  C relie. 

On  peut  voir  comment  se  comportent  deux  anneaux  de  tour- 
billon circulaires  et  infiniment  déliés  de  même  axe,  en  remarquant 
que  chacun  d'eux  possède,  d'après  ce  qui  précède,  sa  vitesse  de 
progression  propre,  et  obéit  en  outre  aux  vitesses  provenant  des 
tourbillons  de  l'autre.  Si  les  tourbillons  des  deux  anneaux  sont 
orientés  dans  le  même  sens,  les  anneaux  se  déplacent  dans  le 
même  sens  :  celui  qui  marche  en  avant  grandit  en  même  temps 
que  sa  vitesse  diminue,  celui  qui  suit  diminue  en  même   temps 
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que  sa  vitesse  augmente;  dans  le  cas  où  les  vitesses  de  propagation 
des  deux  anneaux  ne  sont  pas  trop  différentes,  il  peut  arriver  que 
le  deuxième  anneau  rattrape  le  premier  et  le  dépasse  en  passant 
au  travers  :  à  partir  de  cet  instant,  le  même  phénomène  se  repro- 
duit, de  sorte  que  les  deux  anneaux  passent  alternativement  l'un 
dans  l'autre.  Cette  question  a  été  étudiée  en  détail  par  J.-J.  Thomson 
en  i883. 

Si  les  tourbillons  des  deux  anneaux  sont  orientés  dans  des  sens 
opposés,  les  deux  anneaux  marchent  l'un  vers  l'autre  ;  le  plus 
petit  se  ralentit,  grandit  et  traverse  l'autre  qui  s'est  dilaté  pour 
le  laisser  passer  en  se  ralentissant  s'il  n'est  pas  très  grand,  en 
s'accélérant,  au  contraire,  s'il  estbeaucoup  plus  grand.  Après  cela 
tous  les  effets  changent  de  signe,  et  les  anneaux  se  séparent  en 
général.  Il  ne  semble  pourtant  pas  impossible  que  l'un  des  deux, 
plus  intense  et  plus  grand,  entraîne  l'autre  dans  son  mouvement 
de  translation,  chacun  oscillant  autour  d'une  position  moyenne  (1). 

Si  les  deux  anneaux  tourbillonnaires  sont,  au  début,  égaux  et 
de  sens  contraire,  c'est-à-dire  symétriques  l'un  de  l'autre  par 
rapport  à  un  certain  plan  P,  ils  se  meuvent  en  restant  symétriques 
par  rapport  à  ce  plan;  les  particules  fluides  situées  dans  le  plan  P 
restent  immobiles;  le  plan  P  divise  alors  le  liquide  indéfini  en 
deux  portions  symétriques  ;  le  mouvement  de  l'une  de  ces  portions 
est  Y  image  du  mouvement  de  l'autre  par  rapport  au  plan  (n°  751). 
On  pourrait  alors  supprimer  toute  la  portion  du  fluide  située 
d'un  côté  du  plan  P,  à  condition  de  réaliser  matériellement  ce 
plan,  le  mouvement  de  l'autre  portion  ne  serait  pas  altéré.  On 
peut  ainsi,  par  la  méthode  des  images,  se  rendre  compte  du  mou- 
vement d'un  seul  anneau  de  tourbillon  circulaire  infiniment  délié 
dans  un  liquide  indéfini  occupant  la  partie  de  l'espace  située  d'un 
côté  d'un  plan  fixe  P,  le  plan  de  l'anneau  étant  parallèle  au  plan  P  : 
l'anneau  grandit  indéfiniment  en  s'approchant  du  plan,  en  même 
temps  sa  vitesse  de  progression  diminue,  de  sorte  que  l'anneau 
n'atteint  pas  le  plan. 


(')  Brillouin,    Recherches    récentes    d'hydrodynamique    {Annales    de    la 
Faculté  de  Toulouse,  1891). 


q  \'l 
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IV.  -  DETERMINATION  DES  VITESSES  EN  FONCTION 
DES  TOURBILLONS  DANS  LE  CAS  GÉNÉRAL. 


775.  Liquide  contenu  dans  un  vase.  —  Nous  avons,  au  n°  76o. 
posé  le  problème  général  de  la  détermination  des  vitesses  en  fonc- 
tion des  tourbillons  et  nous  l'avons  résolu  pour  un  liquide  indéfini 
dans  lequel  la  vitesse  est  continue. 

Imaginons  maintenant  un  liquide  dans  un  vase  fermé  fixe  qu'il 
remplit  entièrement  :  alors,  en  un  point  de  la  paroi  S,  la  vitesse 
est  tangente  à  la  paroi.  Nous  pouvons  ramener  ce  cas  à  celui  d'un 
liquide  indéfini  par  l'artifice  suivant. 

Nous  pouvons  évidemment,  sans  changer  l'état  du  liquide  inté- 
rieur, supprimer  le  vase  en  supposant  tout  l'espace  extérieur  à  la 
paroi  S  rempli  par  un  liquide  identique  au  premier,  assujetti  à 
rester  immobile.  Nous  aurons  alors  un  liquide  indéfini,  mais 
nous  ne  pourrons  pas  encore  appliquer  les  formules  du  paragraphe 
précédent,  car,  actuellement,  les  vitesses  ne  sont  pas  continues 
dans  le  liquide  indéfini  :  à  l'intérieur  de  la  surface  S  formant  la 
séparation  du  liquide  considéré  et  du  liquide  immobile  extérieur, 
la  vitesse  est  différente  de  zéro;  à  l'extérieur  de  cette  surface  S 
elle  est  nulle. 

Pour  éviter  cette  discontinuité,  imaginons  qu'il  j  ait  une  couche 
de  passage  d'épaisseur  très  petite  e  comprise  entre  la  surface  S  et 
une  surface  parallèle  S'  obtenue  en  portant  sur  les  normales  à  S 
une  longueur  très  petite  e;  dans  cette  couche,  la  vitesse  sera  sup- 
posée varier  très  rapidement  d'une  manière  continue,  de  sorte  que, 
à  l'intérieur  de  S,  elle  ait  la  valeur  qu'elle  a  réellement  dans  le 
mouvement  et,  à  l'extérieur  de  S;,  la  valeur  o.  Nous  aurons  alors 
un  liquide  indéfini  dans  lequel  la  vitesse  est  continue  et  auquel 
nous  pourrons  appliquer  les  considérations  du  paragraphe  pré- 
cédent. 

On  peut  préciser  davantage  et  montrer  que  celte  couche  de 
passage  est  équivalente  à  une  nappe  de  tourbillons.  Prenons 
d'abord  le  cas  où  la  paroi  S  serait  un  plan  fixe  ayant  pour  équa- 
ti  o  n 

Pjk  +  ï*  =  h, 


ace 
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a,  (3,  y  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  du  côté 
où  se  trouve  le  liquide  au  repos  :  et  supposons  que,  dans  le  liquide 
en  mouvement,  placé  de  l'autre  côté,  la  vitesse  ait  une  valeur  con- 
stante iii,  \>\ ,  wiy  nécessairement  parallèle  au  plan.  La  couche  de 
passage  sera  alors  comprise  entre  le  plan  S  et  le  plan  parallèle  S' 
très  voisin 

situé  à  la  distance  e  du  premier.  Prenons  comme  expressions  des 
projections  de  la  vitesse  dans  cette  couche 

ih  (i  i 

a.r  -h  $y  -h  y z  —  h 


(65)  {  ç  =  v,  (i  — 


*xx  -h  3r  +  Y2  —  h 
w  =  Wi  i  i — ! 


Ces  expressions  sont-évidemment  égales  à  21* ,  p< ,  W4  sur  le  plan  S 
et  à  o,  o,  o  sur  le  plan  S';  de  l'un  à  l'autre,  elles  varient  d'une 
manière  continue.  On  a  alors,  en  calculant  le  tourbillon  dans  la 
couche  de  passage, 

avec  des  valeurs  analogues  pour  tj  et  Ç;  on  voit  que  ce  tourbillon 
a  une  valeur  très  grande,  qu'il  est  parallèle  au  plan  S,  car 

«£  +  h  +T^  =  o, 
et  enfin  qu'il  est  perpendiculaire  à  la  vitesse  w,,  r,,  wK,  car 

U\\  +  Vi  Y]  -h  Wi  Ç  =  o. 

La  couche  de  passage  est  donc  une  nappe  de  tourbillons. 

On  passe  maintenant  de  ce  cas  particulier  au  cas  où  la  surface 
de  séparation  S  aune  forme  courbe,  par  le  mode  de  raisonnement 
suivant  que  nous  empruntons  à  M.  Poincaré  {Théorie  des  tour- 
billons, p.  i3i).  Appelons  u^  vt,  wK  les  projections  de  la  vitesse 
du  liquide  intérieur  en  un  point  de  la  surface  S  et  a,  (3,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  extérieure  à  S  en  ce  point.  Nous 
pourrons  décomposer  la  surface  S  en  éléments  assez  petits  pour 
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qu'on  puisse  considérer  ces  éléments  comme  plans,  et  la  vitesse 
zt<,  V\ ,  wK  comme  constante  dans  toute  leur  étendue  :  nous  pour- 
rons en  outre  choisir  l'épaisseur  s  de  la  couche  de  passage  de  façon 
qu'elle  soit  très  petite,  même  vis-à-vis  de  ces  éléments.  Le  résultat 
précédent  s'appliquera  alors  à  chacun  des  éléments  plans  et,  par 
suite,  à  la  surface  S  tout  entière.  La  couche  de  passage  sera  rem- 
placée par  une  nappe  de  tubes  de  tourbillons  dont  les  compo- 
santes £',  y/,  Çr  en  chaque  point  de  S  seront  données  par  les  for- 
mules, identiques  à  (66), 


(67)         26?  =  Y  Pi~  (3  «Pi,  2ST, 


UW\ 


ï«l: 


2  6^'  z=  (3^1  ■ —  CLVi. 


En  chaque  point  de  S,  ce  tourbillon  (£',  y/,  Ç')  est  situé  dans  le 
plan  tangent  et.  normal  à  la  vitesse  [u{ ,  vK,  w\  ). 

On  pourra  alors  se  servir  de  l'analogie  électromagnétique 
exposée  dans  le  paragraphe  précédent,  en  remplaçant  les  tubes 
de  tourbillons  intérieurs  à  S  par  des  courants  et  la  surface  S  elle- 
même  par  une  nappe  de  courants  correspondant  aux  tubes  qui 
proviennent  des  tourbillons  fictifs  (67)  situés  dans  la  couche  de 
passage. 

Analytiquement,  on  pourra  employer  les  formules  du  n°  767, 
donnant  les  fonctions  P,  Q,  R  : 


"i//yï* 


les  intégrales  étant  étendues  à  tous  les  éléments  di  du  liquide 
indéfini  pour  lesquels  le  tourbillon  correspondant  (?,  V>  ?')  n'est 
pas  nul.  Actuellement,  ces  intégrales  se  partagent  en  deux  parties  : 
la  première,  relative  aux  tubes  de  tourbillon  situés  dans  le  vo- 
lume V  intérieur  à  S  ;  la  deuxième,  relative  aux  tubes  de  tour- 
billon situés  dans  la  couche  de  passage  C  : 

r 


P=-L  fffld^±fffïdx, 


La  couche  de  passage  G  a  une  épaisseur  £  qu'on  peut  regarder 
comme  infiniment  petite  :  soit  di  un  élément  superficiel  de  la 
surface  S;  prenons  comme  élément  de  volume  di  de  la  couche  le 
cylindre  droit  de  base  d<?  et  de  hauteur  s  limité  aux  surfaces  S 
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et  S'  qui  comprennent  la  couche;  on  aura 

dz  —  s  da, 

et  la  deuxième  intégrale  deviendra  une  intégrale  double  étendue  à 
tous  les  éléments  da  de  S 


mais  d'après  les  formules  (67),  la  valeur  de  2e?,  dans  la  couche, 
est  Y^  —  p«V  En  remplaçant  e£'  par  cette  valeur,  on  a  enfin 


(68) 


■mj  J  J\  r  4irJ  Ja  r 


la  première  intégrale  étant  étendue  au  volume  V,  la  deuxième  à  la 
surface  limite  S.  On  a  de  même  Q  et  R. 

Les  fonctions  P,  Q,  R  étant  connues,  les  composantes  de  la 
vitesse  se  calculent  par  les  formules  (23)  du  n°  767.  Seulement 
les  formules  ainsi  obtenues  présentent  cet  inconvénient  d'exiger 
la  connaissance  des  vitesses  (  u{ ,  e4 ,  w4  )  à  la  paroi,  et  ces  vitesses 
ne  font  pas  partie  des  données  qui  sont  seulement  les  tourbillons. 

776.  Fluide  compressible.  —  Nous  avons  montré  que,  pour  un 
liquide  dans  un  vase  fixe  simplement  connexe  et,  en  particulier, 
pour  un  liquide  indéfini  dans  tous  les  sens,  le  problème  n'a  qu'une 
solution.  Pour  un  fluide  compressible  placé  dans  les  mêmes  con- 
ditions, le  problème  n'a  qu'une  solution,  à  condition  que  l'on 
connaisse,  en  outre,  la  vitesse  de  dilatation, 

du        dv         dw 
dx        dy         dz 

en  chaque  point.  En  effet,  il  ne  peut  y  avoir,  pour  les  vitesses, 
deux  solutions  différentes  (uiy  vt,  w{)  et  (u2,  v2,  w2).  Car,  comme 
on  l'a  vu  au  n°  766,  la  différence  géométrique  de  ces  vitesses 
U\  —  u2y  vK  — v2,  W\  — w2  dériverait  d'un  potentiel  cp  ;  ce  potentiel, 
puisque  9  est  donné  et  a  la  même  valeur  dans  les  deux  solutions, 
vérifierait  la  condition 

du\        dv\        dw\         du2        dv%        àw% 
dx         dy         Oz  dx         dy  dz 
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ào 

ùx 


,  ào  , 

qui,  en  transposant  et  remplaçant  u{  —  u2  par  y- ,  •  •    •>  donnerait 


Acp  —  o  ; 
enfin,  sur  la  surface  limite,  on  aurait 


do 
dn 


Dans  ces  conditions  <p  serait  constant  et  les  différences  u{  —  u2, 
v{  —  p2,  W\  —  «>2  nulles. 

Si  le  vase  était  à  connexion  multiple,  il  faudrait  se  donner,  en 
outre,  les  modules  relatifs  aux  diverses  sortes  de  contours  fermés 
qu'on  peut  tracer  dans  le  vase,  comme  au  n°  766. 

Fluide  compressible  indéfini.  —  Prenons,  par  exemple,  le 
cas  d'un  fluide  compressible  indéfini  dans  tous  les  sens  et  suppo- 
sons qu'on  connaisse  ç,  rn  Ç,  6  aux  divers  points  de  l'espace,  les 
vitesses  étant  supposées  continues. 

Le  problème  est  de  trouver  des  fonctions  «,  t>,  w,  de  x,  y,  z 
s'annulantà  l'infini  et  vérifiant  les  équations 

/  ÙW  ÔV  y 

dy        dz 

du         dw 

dz         dx        ^ 

(  69  ï  ^ 

1   àv         du 

dx        dy  s  ' 

du         dv  dw 

dx         dy         dz 

où  £,  rn  Ç,  9  sont  donnés  en  fonction  de  #,  y,  z. 
En  généralisant  les  formules  du  n°  767,  on  pose 


(70) 


d&        dR 

dx        dy 

dQ 

dz 

d<S>        dP 

dy        dz 

dR 

dx 

cM>        àQ 

W  =   H 

oz        dx 

dP 
ày' 

P,  O,  R,  <ï>  étant  quatre  fonctions  de  x,  y,  z.  Comme,  en  suppo- 
sant m,  v,  w  connus,  on  aurait  seulement  les  trois  équations  (70) 
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pour  déterminer  ces  quatre  fonctions,  on  peut  assujettir  ces  fonc- 
tions à  remplir  une  condition  supplémentaire  que  nous  choisissons 
ainsi  :  en  posant,   comme  au  n°  767, 

dP       dQ       oR 

dx        dy         dz 
nous  ferons 

(71)  M  =  o. 

On  a  alors,  comme  au  n°  767, 

dw        dv     _  dM 

dy         dz         dx 

Comme  M  est  nul,  ces  relations  deviennent 

AP=—  i\,         AQ  =  —  2  y),         AR=  —  2Ç, 
d'où 

(72)  ?^s//Jf*«       ••- 

Ces  expressions  de  P,  Q,  R  entraînent  d'elles-mêmes,  comme 
nous  l'avons  vu,  la  condition  M  =  o. 

11  reste  à  écrire  la  dernière  des  équations  (6g)  exprimant  que  la 
vitesse  de  dilatation  cubique  est  donnée.  On  a  ainsi,  en  rempla- 
çant u,  p,  w  par  leurs  expressions  (70), 

A<ï>  =  0, 

d'où,  en  se  reportant  à  la  théorie  du  potentiel  newtonien, 

G'  étant  la  valeur  de  9  dans  l'élément  di  =  dx'  dy'  dz'  et  ?*  dési- 
gnant comme  plus  haut  la  distance 


r  =  vV  -  *')*  +  (7  —y'f  +  (*  -  *')2- 

Les  fonctions  P,  Q,  R,  $  étant  ainsi  calculées,  les  formules  (70) 
donnent  w,  v,  w. 

En  interprétant  ces  formules,   on  voit  que  le  vecteur  vitesse 
W(w,  p,  w)  est  la  somme  de   deux  vecteurs,  le  premier  W'  ayant 
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pour  projections 

w   =      —  » 
<)z 


(W; 

ax 

v'  = 

le  deuxième 

W" 

ayant  pour 

proj 

ections 

(W") 

u"  = 

dy 

-~d~z'  ' 

Les  vitesses  W;  dérivent  du  potentiel  <ï>  déiini  par  la  rela- 
tion (73)*,  elles  sont  identiques  aux  attractions  newtoniennes  qui 

seraient  exercées  sur  un  point  de  masse  1  par  une  masse  continue 

fi' 
ayant  pour  densité  — —   aux  divers  points  x\  y' ,  z'  de  l'espace. 

Quant  aux  vecteurs  Wf/,  leur  distribution  a  été  étudiée  en  détail 
au  n°  768;  nous  y  avons  vu  quelle  est  la  part  contributive  de 
chaque  élément  tourbillonnaire  di  dans  la  vitesse  Wf/  d'un  point 
quelconque. 

Analogie  électromagnétique .  —  Le  vecteur  W;  est  identique 

fi' 
à  la  force  magnétique  due  à  une  distribution  de  densité  —  —  ;  le 

1  4it 

vecteur  W"  est,  comme  nous  l'avons  vu  p.  421>  identique  à  la 
force  électromagnétique  produite  par  une  distribution  de  courants 
électriques  suivant  les  tubes  de  tourbillon. 

Espace  limité.  —  Les  conclusions  précédentes  s'appliquent  à 
un  fluide  occupant  un  espace  illimité  dans  tous  les  sens.  Pour  un 
espace  limité  par  une  surface  fixe  S,  on  peut  procéder  comme 
dans  le  cas  d'un  liquide  (n°775).  INous  renverrons,  pour  les 
développements  relatifs  à  cette  question,  à  un  Mémoire  de 
Boltzmann  (1871)  et  au  Travail  déjà  plusieurs  fois  cité  de  M.  Bril- 
louin,  Recherches  récentes  d' hydrodynamique  {Annales  de  la 
Faculté  de  Toulouse,  1 89 1  ). 

777.  Production  expérimentale  des  tourbillons.  —  On  trouvera,  dans 
ce  même  Travail  de  M.  Brillouin,  d'intéressantes  indications  sur  la  pro- 
duction expérimentale  des  tourbillons.  Nous  lui  emprunterons  le  passage 
suivant  : 

Pour  lancer  une  masse  de  gaz  animée  d'un  mouvement  de  rotation,  on 
profite  du  frottement  superficiel  et  interne;  pour  la  rendre  visible,  on  la 
charge  de  fumée.  Tait  et  Thomson  ont  vulgarisé  un  appareil  formé  d'une 
grande  boîte  cubique  en  bois  dont  une  face  a  été  remplacée  par  de  la  toile 
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peu  tendue;  la  face  opposée,  percée  d'une  ouverture,  porte  extérieurement 
deux  coulisses  parallèles  qui  permettent  d'introduire  des  cartons  ou  des 
planches  percées  d'ouvertures  plus  petites  et  de  formes  variées.  On  rem- 
plit la  boîte  de  fumée,  soit  en  y  faisant  brûler  divers  corps,  soit  en  y 
mettant  deux  assiettes  remplies  d'acide  chlorhydrique  et  d'ammoniaque. 
Un  coup  sec  frappé  sur  la  toile  fait  sortir  un  petit  volume  d'air  chargé  de 
fumée;  le  frottement  latéral  rend  la  vitesse  de  translation  très  faible  au 
bord,  grande  au  centre,  et  produit  un  mouvement  de  rotation  autour 
d'axes  parallèles  au  bord  et  qui  s'étend  d'autant  plus  loin  que  celui-ci  est 
plus  épais.  Pour  des  ouvertures  de  2ocm  à  25cm  de  longueur,  un  carton 
de  5mm  à  6mm  convient  très  bien.  Tout  près  de  la  boîte,  on  ne  distingue 
d'abord  qu'une  masse  confuse  de  fumée;  mais,  à  quelques  décimètres,  la 
fumée  de  la  partie  centrale  est  restée  en  arrière,  et  l'anneau  progresse 
seul  avec  une  vitesse  à  peu  près  uniforme. 

Le  mode  de  production  de  l'anneau  montre  suffisamment  qu'il  est  animé 
d'un  mouvement  de  rotation  et,  comme  il  parcourt  dans  un  air  calme  8m 
ou  io'"  sans  se  briser,  il  est  facile  de  reconnaître  qu'il  obéit  à  toutes  les 
lois  que  la  théorie  a  indiquées. 

La  vitesse  de  l'air  qui  traverse  intérieurement  l'anneau  est  moindre  que 
celle  de  l'anneau  lui-même.  On  s'en  assure  au  moyen  de  légers  drapeaux, 
de  flammes  ou  simplement  de  la  main,  placés  sur  le  trajet  de  l'anneau.  Sur 
les  bords,  au  moment  du  passage  de  l'anneau,  un  violent  remous  se  pro- 
duit, avec  renversement  du  sens  du  vent,  qui  s'écarte  d'abord  de  l'axe  du 
mouvement  et  converge  ensuite  vers  cet  axe.  Ainsi,  au  centre  du  tour- 
billon, l'air  dénué  de  rotation  se  renouvelle  constamment;  le  tourbillon  va 
sans  cesse  à  la  rencontre  de  nouvelles  couches,  s'y  fraye  un  chemin,  puis 
les  laisse  s'écouler  en  arrière.  C'est  grâce  à  cette  propriété  qu'un  court 
trajet  suffit  à  séparer  le  tourbillon  proprement  dit  du  jet  d'air  central 
chargé  de  fumée,  mais  dénué  de  rotation. 


V.  -  NOTATIONS   DE   CLEBSCH. 

778.  Propriété   analytique   des   surfaces  de  tourbillon.  —    Quand  il 
n'existe  pas  de  potentiel  des  vitesses,  le  flux  élémentaire 

u  dx  -h  v  dy  -h  w  dz 

n'est  pas  une  différentielle  totale  d'une  fonction  de  trois  variables.  Cher- 
chons si,  à  un  instant  quelconque  t,  il  existe  des  surfaces  sur  lesquelles 
le  flux  élémentaire  est  une  différentielle  totale  d'une  fonction  de  deux 
variables;  nous  allons  voir  que  ces  surfaces  sont  précisément  les  sur- 
faces de  tourbillon  à  cet  instant. 

En  effet,  sur  une  surface  S,  on  peut  toujours  exprimer  xy  y,  z  en  fonc- 
III.  29 
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tion  de  deux  variables  indépendantes  X  et  \i.  Dans  ces  conditions, 

dx 


dX    =    -r^r  d\ 

dk 


du 


du. 


L'expression  u  dx  -+-  v  dy  -h  w  dz  prend  alors  la  forme  L  dk  -b  M  du  et 

du        dk 


àh     dm 

en  écrivant   cru  elle   est   une   ditierentielle  exacte   — :r-  =  o,   on    a    la 


condition 


d    /     dx  dy  dz\         d    /     dx  dy  0: 

«  —    +P'^-+«'tt       —   -^   [il  - h  V  -f-   -+-  W    —    I    ==  O, 

dk  dk  dk  \     du  du  Ou' 


du  \     dk 
ou,  en  développant, 


du  dx        du  dx 
du  dk        dk  du 


Mais    u,  v,  w  sont  fonctions  de  X  et  u  par  l'intermédiaire  de  x,  y.  z: 

on  a  donc 

du        du  dx  du  dy        du  dz 

du        dx  du  dy  d[j.        dz   du 


En  substituant  et  réduisant,  on  trouve 

f  dy  dz         dz  dy\  /  dz 

'  \d),  du~~  ~0~k  dju)  ~_73  [dk 


dx        dx  dz  \  /  dx  dy        dy  dx  \ 

du        dk  du/  \dk   du        dk  du) 


Celte  dernière  condition  exprime  que  la  normale  à  la  surface  S  en  un 
point  est  perpendiculaire  au  tourbillon  £,  Y),  Ç  en  ce  point,  on  encore  que 
le  tourbillon  est  tangent  à  la  surface.  La  surface  S  est  donc  bien  une  sur- 
face de  tourbillon. 

En  partant  de  cette  propriété,  on  démontrerait  aisément  que  la  circu- 
lation est  nulle  sur  toute  courbe  fermée  tracée  sur  une  surface  de  tour- 
billon, de  façon  à  pouvoir  se  réduire  à  un  point  par  déformation  continue 
sur  la  surface.  (Théorème  du  n°  757.) 

779.  Notations  de  Clebsch.  —  Dans  deux  Mémoires  parus  au  Journal 
de  Crelle,  en  1 856  et  i858,  Clebsch  a  employé  une  forme  particulière  des 
équations  qui  repose  sur  le  théorème  d'Analyse  suivant  : 

Soient  u,  v,  w  trois  fonctions  quelconques  de  x,  y,  z,  il  existe  toujours 
trois  fonctions  cp,  m,  <\>  des  mêmes  variables  telles  que  l'on  ait  identi- 
quement 


(74) 


u  dx  -h  v  dy  -f 


dk 


do  -h  m  d<h. 


Soit  tl»  =  const.  une  famille  de  surfaces  de  tourbillon  ; 


X  =  const., 


:J- 


const. 
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deux  autres  familles  de  surfaces;  ty,  X  et  \x  seront  des  fonctions  de  x,  y,  z 
telles  que,  par  chaque  point  de  l'espace,  il  passe  une  surface  de  chaque 
famille.  Alors,  inversement,  on  pourra  exprimer  a?,  y,  z  en  fonction  de  ^, 
X  et  [X,  et  l'on  aura  une  identité  de  la  forme 

(  y  5  )  u  dx  h-  v  dy  -+-  w  dz  =  L  d\  -+-  M  d\i  -+-  N  dty, 

L,  M,  N  étant  trois  fonctions  de  X,  \x,  ^.  Mais,  d'après  la  propriété  des  sur- 
faces de  tourbillon  établie  dans  le  numéro  précédent,  le  premier  membre 
devient  une  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  X  et  p.  sur  une  surface 
de  tourbillon  quelconque  et,  en  particulier,  sur  la  surface 

<\i  =  const.,         d<\>  =  o. 

Donc,  ty  étant  constant, 

L  d\  -+-  M  dix 

est  une  différentielle  exacte  d'une  fonction  cp  de  X  et  p.;  cette  fonction  cp 
contient  d'ailleurs  la  constante  <]>,  de  sorte  que  cp  dépend  de  X,  p.,  <\i  et 
l'on  a 

oA  dp 

L^4-Mflfu--|<A+-i  du.. 

OA  0[X      ' 

Appelons    dy    la    différentielle    totale   de   cp  obtenue   en   faisant   varier 

X,  [x  et  «l  ;  on  a 

do  =  -~  dl-h  ~  du  -+-  -|  d<\> . 
1         oA  à[x  dy 

Donc 

L  dX  -+-  M  d\x  =  dep  —  -|  oty. 

L'identité  (75)  devient  alors 

/  ào\ 

u  dx  -+-  v  dy  -+-  w  dz  =  do  -h     N  —  -j  )  ety  ; 

et,  en  désignant  par  m  le  facteur  N  —  ~>    on  a  l'identité  qu'il  s'agit  de 

démontrer. 

Il  résulte  de  cette  démonstration  que  la  transformation  de  Glebsch  est 
possible  d'une  infinité  de  manières  et  qu'il  suffit  de  prendre  pour  ty  une 
fonction  telle  que  ty  =  const.  représente  une  famille  de  surfaces  de  tour- 
billon, à  l'instant  t.  Inversement,  si  cette  transformation  est  réalisée, 
d)  =  const.  est  une  famille  de  surfaces  de  tourbillon,  car,  pour  ^  =  const., 
le  flux  élémentaire  devient  une  différentielle  totale  d'une  fonction  de 
deux  variables. 
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Dans  l'identité  (74)  de  Glebsch,  les  surfaces 

m  =  const. 

sont  aussi  des  surfaces  de  tourbillon,  car,  si  m  —  G,  le  flux  élémentaire 

u  dx  -+-  v  dy  -h  w  dz  =  d(  o  -\-  C<\>) 

est  une  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  deux,  variables. 

En  chaque  point  du  fluide,  le  tourbillon  est  donc  tangent  à  l'intersection 

des  deux  surfaces 

m  =  const.,         ty  =  const. 

passant   par   ce   point.   C'est   ce  qu'on   pourrait   vérifier    directement    en 
remarquant  que  l'on  a 

y       dm  dty        dm  d<\> 
dy   âz         àz    dy' 

comme  il  résulte  des  expressions  de  u,  v,  w 

do  dû  do  d<h  do  d<b 

(76)      w=TL4-m--Lj  p  =  —L+m-r-Lî  «>  =  -i  +  m-) 

dx  dx  dy  dy  dz  dz 

tirées  de  l'identité  (74)- 

Cette  transformation  de  Clebsch  ainsi  que  celles  de  Stokes  (n°  776)  ont 
été  étudiées  en  détail  par  E.  Betti  (Theoria  délie  Forze  newtoniane, 
p.  3o4-3i3). 

EXERCICES. 

1.  Accélération  rotatoire.  —  Appelons  J  l'accélération  de  l'élément  x,  y,  z  à 
l'instant  t,  Jr,  J  ,  Jz  ses  projections  sur  les  axes.  Le  vecteur  il'  ayant  pour  pro- 
jections 

1  (  diz        d3y\  „,        1  /«ML        d5z\ 


x       2  \dy        dz  J  y       1  \  dz         dx  j 

s'appelle  X accélération  rotatoire. 

Soit  une  portion  S  de  surface  fluide  limitée  par  une  courbe  C  pouvant  être 
réduite  à  un  point  par  déformation  continue  sur  S;  démontrer  les  théorèmes 
suivants  : 

La  dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  circulation  le  long  de  C  est  égale 
au  travail  fictif  de  l'accélération  le  long  de  C  : 


d_ 
dt 


!   udx  +  v  dy  +  w  dz  =   j   ixdx  H-  J  dy  4-  Jzdz. 
Je  Je. 


c  ^c 

Ou  encore,  d'après  la  transformation  d'Ampère  et  de  Stokes  (n°  539), 


d_ 
dt. 


ffandc=ffa'ndv, 
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Çin  et  £i'n  désignant  les  projections  des  vecteurs   Q,  et  Q,'  sur  la  normale  à  l'élé- 
ment de  de  la  surface  S. 

Si  la  surface  fluide  S  est  infiniment  petite  et  se  réduit  à  un  seul  élément  g?<t, 
on  a 

(l)  ~(Çi)ld<7)  =  Çl'ade. 

2.  Soit  d<s  un  élément  superficiel  fluide  en  mouvement  ;  s 'il  existe  une  fonc- 
tion des  accélérations,  Qnd<7  est  une  constante  indépendante  du  temps. 

Réponse.  —  Cela  résulte  de  l'équation  précédente  dans  laquelle  £l'n  est  nul. 
On  a  alors 

(2)  and<i  =  (an)0d<s0. 

3.  Théorème  de  Lagrange.  —  Déduire  le  théorème  de  Lagrange  du  n°  730  de 
la  relation  précédente  (a). 

Réponse.  —  S'il  existe  une  fonction  ou  un  potentiel  des  vitesses  initiales,  £l0  est 
nul,  donc  (Çin)0;  la  relation  (2)  montre  alors  que  £ln=  0.  Mais  comme  la  direc- 
tion de  l'élément  di  est  arbitraire,  Q,  —  0. 

4.  Théorème  de  Helmholtz.  —  S'il  existe  une  fonction  des  accélérations,  tout 
élément  superficiel  fluide  qui  contient  à  un  moment  donné  le  tourbillon  Q,  le 
contient  toujours. 

(C'est  là,  sous  une  autre  forme,  le  théorème  du  n°  758.) 

Réponse.  —  D'après  (2),  si  (&„)„  est  nu^  il  en  est  de  même  de  £ln. 

5.  Pour  que  les  lignes  de  tourbillon  soient  des  lignes  fluides  dans  un  mou- 
vement, il  faut  et  il  suffit  que  l'accélération  rotatoire  Q,'  (si  elle  n'est  pas 
nulle)  soit  confondue  en  direction  avec  la  rotation  moyenne  Q.. 

Soient  une  molécule  fluide  P,  de  un  élément  plan  fluide  pris  dans  cette  molé- 
cule et  passant  par  le  tourbillon  en  P.  Il  faut  que  cet  élément  plan  continue  à 
contenir  le  tourbillon  quand  avarie.  Donc  Q,.t  doit  rester  nul  quand  t  varie;  alors 
l'équation  (1)  montre  que  Q,'fl  est  nul.  Donc,  un  élément  plan  en  P  contenant  Cl 
contient  Q,' ;  ces  deux  vecteurs  ont  même  direction. 

Pour  que  l'intensité  rotatoire  £lda  d'un  élément  superficiel  fluide  normal 
à  Cl  ne  change  pas  avec  le  temps,  il  faut  et  il  suffit  que  les  vecteurs  £l  et  Cl 
soient  rectangulaires. 

Pour  que  les  deux  propriétés  précédentes  aient  lieu  en  même  temps,  il  faut 
et  il  suffit  que  Q,'  soit  nul,  c'est-à-dire  qu'il  y  ait  une  fonction  des  accélérations- 

[Maurice  Lévy,  Revue  générale  des  Sciences,  t.  I,  p.  724;  1890;  voir  aussi 
Zorawski,  Ueber  die  Erhaltung  der  Wirbelbewegung  {Bulletin  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Cracovie,  octobre  1900).] 

6.  Anneaux  de  tourbillon  dans  un  liquide  indéfini.  —  Soient  u,  v,  w  et  £,  r\,  Ç 

la  vitesse  et  le  tourbillon  d'un  élément  di  de  coordonnées  x,  y,  z,  et  X,  Y,  Z  les 

expressions 

X  =  pÇ  —  wt\,        Y  =  w%  —  uÇ,        Z  =  ut)  —  v'V, 

démontrer  que  le  système  de  vecteurs   X  dx,  Y  dt,  Z  dx  est  équivalent  à  zéro, 
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c'est-à-dire  que  l'on  a  les  six  relations 

fjfzdT^o,         ...,  ÇÇ  J(yZ-zY)dx=:o, 

On  peut  démontrer  ces  relations  directement  ou  en  se  servant  de  l'analogie  hydro- 
dynamique. Elles  expriment  que  les  forces  représentant  les  actions  mutuelles  des 
éléments  de  courants  fictifs,  par  lesquels  nous  avons  remplacé  les  tubes  de  tour- 
billon, sont  égales  et  opposées  deux  à  deux. 

(Poincaré,  Théorie  des  tourbillons,  p.  12G  et  suiv.) 

7.  La  force  vive  d'un  liquide  indéfini  a  pour  expression 

M  désignant  le  déterminant 

I  x    y     z   I 

1 
u      V      w   \  . 

5    *i    C  1 

(Poincaré,  Théorie  des  tourbillons,  p.  i3o.) 

8.  Pour  que  les  lignes  de  tourbillon  soient  orthogonales  aux  lignes  de  cou- 
rant, il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

dv  àv  à® 

U  =  il  — -  >  V=u.— '-,  W=  il— -, 

1    dx  ày  oz 

u.  et  9  étant  des  fonctions  de  x,  y,  z,  t. 

[Beltrami,  Considerazioni  idrodinamiche  {Rendiconti  del  R.  Istituto  Lom- 
bardo,  2e  série,  vol.  XXII,  fasc.  II).] 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  du  n°  542,  p.  i5. 


9.  Étudier  les  mouvements  dans  lesquels  les  lignes  de  courant  se  confondent 
avec  les  lignes  de  tourbillon 

I  =  i»  = 

U  V  w 


\  -A 


(Beltrami,  loc.  cit.  dans  l'exercice  précédent.) 

10.  Conservation  des  lignes  et  des  surfaces  de  tourbillon  déduite  des  équa- 
tions de  Clebsch  (n°  779).  (  Voir  Clebsch,  Journal  de  Crelle,  i858.) 

Réponse.  —  L'identité  du  n°  731 

u  dx  -h  v  dy  +  w  dz  —  (  u„da  +  v0db  -f-  w0dc )  =  dF 

montre  que,  si  l'on  fait 

uada  +  v0db  +  w0dc  =  dz>0  +  m0dty0, 
on  a  aussi 

u  dx  -\-  v  dy  -\-  w  dz  =  d  (  F  -+-  <?„  )  +  m0  dty9  ; 

on  en  conclut  que  les  surfaces 

m0=  const.,         4*o=  const., 

qui   sont    des    surfaces  de    tourbillon   à  l'instant  initial,  restent  des  surfaces   de 
tourbillon. 
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CHAPITRE  XXXVI. 

MOUVEMENTS  PARALLÈLES  A  UN  PLAN  FIXE. 


780.  Objet  du  Chapitre.  —  Imaginons  un  fluide  en  mouvement 
parallèlement  à  un  plan  fixe,  de  telle  façon  que  la  vitesse  de  chaque 
élément  soit  parallèle  au  plan  et  que  les  vitesses  de  tous  les  élé- 
ments situés  sur  une  même  perpendiculaire  au  plan  soient  iden- 
tiques. Ce  fait  se  produit,  par  exemple,  pour  un  liquide  pesant 
en  mouvement  dans  un  canal  dont  les  parois  latérales  sont  des 
plans  verticaux  parallèles  et  dont  le  fond  est  un  plan  perpendicu- 
laire aux  parois  latérales  ou,  plus  généralement,  une  surface  cy- 
lindrique ayant  ses  génératrices  perpendiculaires  aux  parois;  les 
conditions  initiales  étant  telles  qu'à  l'instant  initial  toutes  les 
tranches  parallèles  aux  parois  soient  dans  le  même  état.  Il  se  pré- 
sente aussi  quand  de  l'eau  s'écoule  régulièrement  par-dessus  un 
déversoir  rectiligne  horizontal  :  la  nappe  qui  s'écoule  forme  une 
couche  cylindrique  dans  laquelle  toutes  les  vitesses  sont  paral- 
lèles à  une  section  droite  et  identiques  le  long-  d'une  généra- 
trice, etc.  Si  l'on  prend,  dans  un  mouvement  de  cette  nature,  un 
plan  des  xy  parallèle  au  plan  fixe,  la  composante  w  de  la  vitesse 
d'un  élément  est  nulle,  et  les  deux  autres  composantes  u,  v  dé- 
pendent uniquement  de  x,y,  t  et  non  de  z.  La  composante  Z  de 
la  force  appliquée  à  l'unité  de  masse  doit  être  nulle,  X  et  Y 
doivent  dépendre  uniquement  de  x  et  y.  Enfin  la  pression  et  la 
densité  sont  fonctions  uniquement  de  x,y,  t. 

Dans  ces  conditions,  les  équations  du  mouvement  se  réduisent 
à  deux 

du       Y        i  dp  dv  _  i  dp 

dt  p  dx  dt  p  d'y 
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et  l'équation  de  continuité  devient 

dp  (du        àv\ 

Les  lignes  de  courant  et  les  trajectoires  sont  dans  des  plans 
fixes  parallèles  au  plan  des  xy. 

Quant  au  vecteur  tourbillon  d'un  élément  quelconque,  il  est 
perpendiculaire  au  plan  des  xy,  à  moins  qu'il  ne  soit  nul  :  en 
effet,  \  et  t\  sont  nuls,  et 

y  —    '  l **v         du\ 
i  \  dx        dy  ) 

Les  lignes  de  tourbillon  sont  donc  des  droites  perpendiculaires 
au  plan  des  xy  et  les  tubes  de  tourbillon  des  cylindres  perpendi- 
culaires à  ce  plan  :  si  da  est  la  section  droite  d'un  tube  de  tour- 
billon infiniment  délié,  l'intensité  de  ce  tube  est 

I  =  2  Ç  d<s, 

car  le  tourbillon  Ù  se  confond  avec  sa  composante  Ç. 

Le  problème  devient  alors  un  problème  de  Mécanique  à  deux 
dimensions.  Il  suffira  de  savoir  comment  se  meuvent  les  éléments 
situés  dans  le  plan  des  xy,  pour  connaître  le  mouvement  de  toute 
la  masse  fluide. 

781.  Cas  d'un  liquide;  fonction  de  courant.  —  Dans  le  cas  d'un 
liquide  incompressible,  l'équation  de  continuité  devient 

du       dv 
dx       dy 

Elle  exprime  que,  à  chaque  instant  t,  l'expression 

—  v  dx  +  udy 

est  la  différentielle  totale  d'une  certaine  fonction  ty(x,y,  t)  défi- 
nie à  une  fonction  additive  de  t  près.  On  peut  donc  poser 

(i)  u-  -^-,  P==_-  -X. 

dy  dx 

On  appelle  cette  fonction  h  fonction  de  courant  (current  f mic- 
tion) parce  qu'elle  donne  les  lignes  de  courant  :  en  effet,  à  l'in- 
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stant   t,  les  lignes  de  courant  ont  pour  équation  différentielle, 

dans  le  plan  xOy, 

—  v  dx  -+-  il  dy  =  o 
OU 

d<\>  =  o.         ty  =  const. 

782.  Conditions  aux  parois.  —  L'introduction  de  cette  fonc- 
tion tl,  dans  les  mouvements  des  liquides  à  deux  dimensions,  sim- 
plifie l'expression  de  certaines  conditions  aux  limites. 

Supposons  d'abord  que  le  liquide  soit  assujetti  à  rester  en  con- 
tact avec  une  surface  cylindrique  fixe  ayant  ses  génératrices  per- 
pendiculaires au  plan  xOy  et  ayant  pour  trace  sur  ce  plan  une 
courbe  donnée;  à  chaque  instant  £,  la  vitesse  d'un  élément  en 
contact  avec  cette  courbe  doit  lui  être  tangente;  cette  courbe  est 
donc  une  ligne  de  courant  et  la  fonction  ty  doit  être,  à  chaque 
instant,  constante  le  long  de  la  courbe. 

Supposons  ensuite  que  la  paroi  soit  une  surface  cylindrique  ri- 
gide perpendiculaire  au  plan  des  xy,  ayant  un  mouvement  donné. 
La  section  de  cette  surface  par  le  plan  des  xy  sera  une  courbe  G 
de  forme  invariable  animée  d'un  mouvement  connu.  Soit  M4  un 
point  pris  sur  la  courbe  et  invariablement  lié  à  la  courbe,  x.  y  les 
coordonnées  de  ce  point  à  l'instant  £,  W<  la  vitesse  de  ce  point 
dans  Je  mouvement  de  la  courbe  et  uK,  V\  les  projections  de  cette 
vitesse;  on  aura 

U\  =  —  u>(y —  à),  P1  =  O)(07  —  «), 

a  et  b  étant  les  coordonnées  du  centre  instantané  de  rotation  de 
la  courbe  G  et  cj  la  vitesse  angulaire  instantanée  de  cette  courbe  : 
ces  quantités  sont  des  fonctions  connues  de  t.  D'autre  part,  soit  M 
un  élément  liquide  en  contact  avec  la  paroi  en  M1  ;  cet  élément  a 
aussi  pour  coordonnées  x  ely,  mais  sa  vitesse  W(w,  v)  est  diffé- 
rente de  W) .  La  condition  à  la  paroi  est  que  la  vitesse  relative  Wr 
de  l'élément  liquide  par  rapport  à  la  paroi  soit  tangente  à  la  paroi; 
mais  cette  vitesse  relative  est  la  différence  géométrique  de  la  vi- 
tesse absolue  W  et  de  la  vitesse  d'entraînement  W(, 

(Wr)  =  (W)-(W1), 

et  ses  projections  sur  les  axes  sont 

a  —  Ui,        v  —  Vi, 
III.  3o 
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c'est-à-dire 

(Wr)  ^-hw(7-6),        —  -I_.M('ar— a). 

Exprimons  que  ce  vecteur  Wr  est  tangent  à  la  paroi  à  l'instant  t  : 
en  appelant  <£r,  dy  les  projections  d'un  élément  d'arc  de  la 
courbe  C,  on  devra  avoir,  tout  le  long  de  C, 

dx  dy 

ou  en  chassant  les  dénominateurs 

■^  dx  +  -±  dy  =  —  w  [(x  —  «)  rfa?  -t-  ( y  —  b)  dy  ], 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 

(2)  «];=■ [(x  —  ay-h  (y  —  b)*]-{- const. 

tout  le  long  de  C,  la  constante  pouvant  dépendre  du  temps.  Si  le 
mouvement  de  G  est  une  simple  rotation  autour  d'un  point  fixe, 
on  peut  prendre  ce  point  pour  origine  ;  alors  a  et  b  sont  nuls. 


I.  -  MOUVEMENT  IRROTATIONNEL  D'UN  LIQUIDE. 

783.  Équations  générales;  fonctions  conjuguées.  —  Si  le  mou- 
vement d'un  liquide  est  irrotationnel  et  parallèle  à  un  plan 
fixe  xOy,  les  composantes  u,  v  de  la  vitesse  à  l'instant  t  dé- 
rivent d'un  potentiel  'j>(x,y,  t) 

do  do 

(3)  U=tœ'  V  =  ty- 

L'équation  de  continuité  devient  actuellement 

ô^o        d*-o 

(4)  5^  +  ^=o; 

cette  équation  montre  que  <p  est  un  potentiel  logarithmique 
(n°  605).  Les  surfaces  équipotentielles  <p  =  const.  sont  des  cy- 
lindres perpendiculaires  au  plan  des  xy  ;  leurs  traces  sur  ce  plan 
sont  les  lignes  équipotentielles. 
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Si  les  forces  appliquées  dérivent  d'une  fonction  de  forces 
U(x,y,  z),  la  pression/)  est  donnée  par  la  première  des  équa- 
tions (48)  du  n°  738,  dans  laquelle  cp  est  indépendant  de  z, 


(5) 


^V+/4Vl-+^_u  +  £=0. 


1  l\dx  /         \ày  /  àt  p 


1-3- 


Fonction  de  courant.  —  Dans  le  cas  actuel,  la  fonction  de 
courant  ty  définie  au  n°  781  est  liée  au  potentiel  des  vitesses  cp  par 
les  deux  relations 

<9cp     _  dty  à  cp  <ty 

^a?        c[/  ày  dx 

qui  donnent,  par  l'élimination  de  cp,  la  relation 

(7)  d£ï  +  dj*-0. 

Comme  la  vitesse  en  'chaque  point  est  tangente  à  une  ligne  de 
courant  et  normale  à  une  ligne  équipotentielle,  ces  deux  sortes  de 
lignes  <!/  =  const.  et  cp  =  const.  se  coupent  à  angle  droit. 

Introduction  des  fonctions  d'une  variable  complexe.  —  Les 
deux  relations  (6)  entre  cp  et  ^  montrent  que,  en  désignant  par  i 

l'unité  complexe  y7—  1 ,  la  quantité 

cp  -+-  ity 

est  une  fonction  de  la  variable  complexe  x-\-yi\  et,  réciproque- 
ment, si  l'on  prend  une  fonction  d'une  variable  complexe 
f (x  -\-yi)  pouvant  contenir  le  temps  t,  et  si  on  la  met  sous  la 
forme  cp  +  /<];,  cp  et  c|i  étant  réels,  on  a  deux  fonctions  de  x  et  y 
vérifiant  les  relations  (6).  Ces  propositions  élémentaires  sont  bien 
connues;  elles  servent  de  base  à  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  complexe  (Puemann,  Œuvres  complètes,  traduction 
française  de  Laugel  :  Théorie  des  fonctions  abéliennes,  p.  89; 
B1110T  et  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  elliptiques;  Picard, 
Traité  d'Analyse,  etc.). 

A  chaque  mouvement  plan  irrotationnel  d'un  liquide  correspond 
ainsi  une  certaine  fonction  de  la  variable  complexe  x  -\-yi  et  du 
temps  t;  et,  réciproquement,  si  l'on  prend  une  fonction  de  x-\-yi 
et  de  t,  on  en  déduit  les  deux  fonctions  conjuguées  cp  et  ^  pouvant 
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être  prises,  avec  un  choix  convenable  de  conditions  aux  limites  et 

de  conditions  initiales,  pour  le  potentiel  des  vitesses  et  la  fonction 

de  courant  d'un  certain  mouvement  irrotationnel  d'un  liquide.  Si 

le  mouvement  est  permanent,  la  fonction  de  x  -+■  yi  ne  contient 

pas  t. 

L'identité 

<p  +  ity  =  f(x-+-yi) 

devient,  après  multiplication  par  i, 

—  tl-t-tcp  =  if(x+-yi)\ 

à  la  fonction  if(x  -\- y  ï)  correspondrait  donc  un  deuxième  mou- 
vement ayant  pour  potentiel  des  vitesses  —  t]>  et  pour  fonction  de 
courant  <p.  C'est  ce  qui  résulte  aussi  des  relations  (6),  qui  con- 
servent la  même  forme  quand  on  fait  —  <|i  =  coi  et  cp  =  <j>, . 

784.  Mouvements  ondulatoires  d'un  liquide  pesant.  —  Imagi- 
nons un  liquide  pesant  en  équilibre  :  supposons  qu'à  un  certain 
instant  on  écarte  le  liquide  très  peu  de  sa  position  d'équilibre  en 
produisant  des  dénivellations  de  la  surface,  puis  qu'on  imprime 
aux  divers  éléments  des  vitesses  très  petites.  Il  se  produit  alors  un 
mouvement  ondulatoire  que  nous  nous  proposons  d'étudier  dans 
les  cas  les  plus  simples.  Lorsque  le  liquide  a  une  profondeur  in- 
définie, le  problème  a  été  résolu  par  Cauchj  dans  le  Mémoire  déjà 
cité,  Théorie  de  la  propagation  des  ondes  à  la  surface  d'un 
fluide  pesant  d'une  profondeur  indéfinie  (Prix  de  l'Académie 
royale  des  Sciences  de  1 8 1 5  et  de  1816). 

Nous  supposerons  ici  que  le  mouvement  se  fait  parallèlement  à 
un  plan  fixe  et  qu'il  est  irrotationnel;  nous  donnerons  d'abord 
quelques  indications  sur  la  Cinématique  du  phénomène,  en  por- 
tant notre  attention  sur  la  surface  libre. 

785.  Cinématique  du  mouvement,  par  ondes  parallèles,  de  la 
surface  d'un  liquide  pesant.  —  Imaginons  un  liquide  pesant  dont 
les  éléments  se  meuvent  parallèlement  à  un  plan  vertical  fixe  : 
nous  prendrons,  dans  ce  plan,  l'origine  O  au  niveau  que  présen- 
terait le  liquide  s'il  était  immobile,  l'axe  Ox  horizontal  et  l'axe  Oy 
vertical  ascendant. 

Onde  progressive  simple.  —  On  dit  qu'une  onde  progressive 
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simple  se  propage  à  la  surface  quand  l'équation  de  la  surface  libre, 
à  un  instant  quelconque  t,  est  de  la  forme 


(8) 


y  =  a  cos(mx  —  st  -+-  a), 


«,  m,  s,  a  désignant  des  constantes.  Le  liquide  lui-même  est  alors 
animé  d'un  mouvement  ondulatoire  simple. 

A  l'instant  t,  la  surface  libre  est  un  cylindre  ondulé  {ftg-  34 1) 


Fig.  34x. 

y 

A 

B 

0 

>v     JC 

dont  la  base  sur  le  plan  xOy  est  la  courbe  sinusoïdale  (8);  les 
maxima  de  l'ordonnée  de  cette  courbe,  tous  égaux  à  #,  ont  lieu 
aux  abscisses 


(9) 


st  —  a 

cc0=  — 1 

m 


xk=-~ 


st  —  a 


ik 


m 


m 


k  étant  un  entier  qui  prend  toutes  les  valeurs  de  —  oo  à  -h  oo  : 
un  minimum  —  a  de  l'ordonnée  a  lieu  à  égale  distance  de  deux 
maxima  consécutifs;  la  longueur  a  est  Y  amplitude  de  l'onde. 

La  distance  constante  AB  de  deux  maxima  consécutifs,  c'est- 
à-dire  des  crêtes  de  deux  vagues  consécutives,  est  la  longueur  l 
de  l'ondulation 


(10) 


/  = 


27T 


m 


Si  maintenant  nous  portons  notre  attention  sur  les  maxima  A, 
B,  .  .  .,  c'est-à-dire  sur  les  crêtes  des  vagues,  ces  points  géomé- 
triques, ayant  des  ordonnées  constantes  et  égales  à  a,  se  déplacent, 
quand  t  varie,  sur  une  parallèle  à  O^,  avec  une  vitesse  V  qui  est 
la  même  pour  tous,  car  la  distance  de  deux  maxima  consécutifs  est 
constante;  la  valeur  de  cette  vitesse  est,  en  désignant  par  xQ  l'ab- 
scisse du  point  A, 

~dt 


(ii) 


V  = 


s 
m 
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d'après  Ja  valeur  (9)  de  x0.  Cette  vitesse  V  est  la  vitesse  de  pro- 
pagation de  l'onde  :  il  va  de  soi  que  cette  vitesse  est  absolument 
différente  des  vitesses  que  possèdent  aux  divers  instants  les  élé- 
ments matériels  du  fluide,  vitesses  que  nous  déterminerons  ap- 
proximativement plus  loin. 

D'après  cela,  la  surface  libre  est,  au  point  de  vue  géométrique, 
un  cylindre  ondulé  de  forme  invariable  qui  glisse  parallèlement 
à  Ox  avec  une  vitesse  V  :  à  l'instant  t  le  cylindre  occupe  une  cer- 
taine position  (fi g.  34i),  puis  il  se  déplace  avec  la  vitesse  V  et, 
au  bout  du  temps 

(,2)  T=V  =  T! 

il  a  glissé  d'une  longueur  /  égale  à  la  distance  AB  de  deux  vagues 
consécutives  :  il  offre  alors  le  même  aspect  qu'à  V instant  t,  car 
chaque  vague  a  remplacé  la  précédente.  Le  temps  T  ainsi  défini 
est  la  période  de  l'ondulation. 

Avec  ces  notations,  on  peut  écrire  l'équation  de  la  surface  libre 
sous  l'une  des  formes 


y  =  a  cos    —(2?  —  \ l) -\-  a    , 

-al, 


x        t 

l  7—  f 

où  l'homogénéité  est  en  évidence. 

Ondes  progressives  simples  superposées.  —  Quand  la  surface 
libre  a  une  équation  de  la  forme 

y  =  ai  cos  (  m  1  x  —  51^-ha1)-ha2  cos(m2^  —  s2t  -+-  ag)  -f-, . . 
-t-  an  cos(mnx  —  s„t  -h  a„), 

on  dit  que  n  ondes  progressives  simples  se  propagent  simultané- 
ment à  la  surface  du  liquide  :  chacune  de  ces  ondes  possède  son 
amplitude,  sa  longueur,  sa  vitesse  de  propagation  et  sa  période. 

Ondes  stationnaires .  Clapotis.  —  Supposons,  pour  prendre  un 
exemple  particulier,  que  deux  ondes  progressives  simples  de  même 
amplitude  et  de  même  longueur  se  propagent  en  même  temps  à  la 
surface  d'un  liquide  avec  des  vitesses  égales  et  opposées,  et  cher- 
chons la  forme  de  la  surface  libre  à  l'instant  t.  Cette  surface  aura 
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pour  équation 

[2  TC  [~  2  TC 

—j-(x  —  \ t) -\- %     -+-  a  cos  \^j-  (x  -h  Y  t)  -+-  (3    ; 

en  remplaçant  la  somme  des  deux  cosinus  par  un  produit  de  cosi- 
nus, on  a 

(13)  7  =  2aC0sf-y-*H ^-j  COSl  -jX+  Z—  J  • 

A  l'instant  £  la  surface  est  encore  un  cylindre  ondulé  dont  la 
base  est  une  courbe  sinusoïdale,  mais  la  forme  de  cette  courbe 
change  avec  t.  Les  valeurs  de  x  qui  rendent  y  maximum  ou  mini- 
mum sont  indépendantes  de  t. 

x0  —  —  / j  x/ç  =  —  / -t-  kl  ; 

2  7T  2TC 

par  contre,  la  valeur  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  déterminé 

,      '  /ttV  S  — a 

±•2  a  COS  (  —y  t  -+-  ! 

\   i  2 

varie  avec  t  et  oscille  entre  —  2  a  et  -+-  2  a.  La  crête  d'une  vague 
ne  fait  donc  que  monter  et  descendre  sur  la  même  verticale  d'un 
mouvement  oscillatoire  :  quand  son  ordonnée  est  nulle,  la  surface 
libre  redevient  momentanément  plane  :  après  cet  instant,  la  vague 
fait  place  à  un  creux  qui  va  en  s'accusant  jusqu'au  moment  où  le 
fond  du  creux  a  atteint  l'ordonnée  —  ia\  puis  le  fond  du  creux 
remonte,  etc.  Des  ondes  de  cette  nature  s'appellent  ondes  sta- 
tionnaires.  Elles  donnent  naissance  au  phénomène  du  clapotis 
(voir  n°  788). 

786.  Dynamique  du  mouvement  irrotationnel  par  ondes  paral- 
lèles à  la  surface  d'un  liquide  pesant.  —  Soit  un  liquide  pesant  en 
équilibre  dans  un  canal  indéfini,  de  profondeur  constante,  limité 
latéralement  par  deux  parois  planes  verticales  et  parallèles  entre 
elles.  Prenons  le  plan  xOy  parallèle  aux  parois,  l'axe  Ox  étant 
horizontal  et  situé  sur  la  surface  libre,  l'axe  Oy  étant  vertical  as- 
cendant. Ecartons  le  liquide  très  peu  de  sa  position  d'équilibre  de 
telle  façon  que  chaque  élément  se  déplace  parallèlement  au  plan 
des  xy  et  que  tous  les  éléments  situés  sur  une  même  perpendicu- 
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laire  à  ce  plan  subissent  le  même  déplacement  initial;  imprimons, 
en  outre,  à  chaque  élément  une  vitesse  initiale  très  petite  paral- 
lèle au  plan  des  xy,  de  telle  façon  que  tous  les  éléments  situés  sur 
une  même  perpendiculaire  à  ce  plan  aient  une  même  vitesse.  Le 
liquide  prendra  alors  un  mouvement  ondulatoire  parallèle  au  plan 
des  xy. 

Nous  supposons  ici  que  ce  mouvement  est  irrotationnel  :  pour 
cela,  il  faut  et  il  suffît,  d'après  le  théorème  de  Lagrange  (n°  730) 
que  les  vitesses  initiales  (w0,  ^07  Wo)  dérivent  d'un  potentiel  cp0; 
dans  les  hypothèses  actuelles  w0  est  nul,  et  le  potentiel  cp0  dépend 
uniquement  des  coordonnées  initiales  x  et  y  et  non  de  z.  On 
pourrait,  par  exemple,  réaliser  ces  conditions  en  immergeant 
légèrement  dans  le  liquide  des  cylindres  solides  perpendiculaires 
au  plan  des  xy,  laissant  le  liquide  revenir  au  repos,  puis  retirant 
brusquement,  au  même  instant,  tous  les  cylindres;  dans  cette 
hypothèse,  les  vitesses  initiales  seraient  nulles,  et  la  fonction  cp0 
serait  nulle. 

A  un  instant  quelconque  £,  les  vitesses  u,  v  d'un  élément  fluide 
de  coordonnées  x,  y  dériveront  d'un  potentiel  cp(^,j^,  t).  Ce 
potentiel  devra  remplir  les  conditions  suivantes  : 

i°  Condition  indéfinie.  —  Le  potentiel  cp  doit  vérifier,  à  chaque 
instant  t,  dans  toute  la  masse  liquide,  l'équation  de  Laplace 


04) 


d2cp 


^2cp 

ày1 


o. 


2°  Conditions  aux  limites.  —  Le  liquide  est  borné  par  les 
parois  latérales  du  canal,  par  le  fond,  situé  à  la  profondeur 
y  = —  h,  et  par  la  surface  libre.  Tout  d'abord,  le  long  des  parois 
latérales,  les  vitesses  doivent  être  tangentes  à  ces  parois,  ce  qui  a 
lieu  puisque  le  mouvement  se  fait  parallèlement  au  plan  xOy. 
Puis,  sur  le  fond,  la  vitesse  doit  être  tangente  au  fond  ;  la  compo- 
sante v  doit  donc  être  nulle,  et  l'on  doit  avoir 


05) 


ày 


poui 


y  =—  h 


Enfin  la  surface  libre  doit  être,  à  chaque  instant,  une  surface 
d'égale  pression,  car  sur  cette  surface  s'exerce  la  pression  atmo- 
sphérique pa.  On  a  (n°  783),  pour  déterminer  la  pression p^  la 
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formule  (5)  où  la  fonction  des  forces  U  est  —  gy  : 
Pi  l  [Y^PV      /^PVI       ^ 


(l6>  T=-*l[£)+W)  \-tt-sr- 

Désignons,  pour  simplifier,  par/?  l'excès  de  la  pression  réelle/?! 
en  un  point  sur  la  pression  atmosphérique  pa  ' 

P  =P\  —  Pa\ 

on  aura,  en  remplaçant  la  fonction  <p  parla  nouvelle  fonction 

? 
qui  peut  également  servir  de  fonction  des  vitesses, 

La  surface  libre  a  alors  pour  équation 

(18)  '  p  =p1  —  pa=  o. 

Gomme  cette  surface  est  une  surface  limite  mobile,  les  vitesses 
doivent  y  vérifier  la  condition  du  n°  727,  où  l'on  remplace  u1  p, 

do      ôo 
w  par  — L>  —'   °  : 
1        âx     oy 

ox  ox        oy  oy        ot 

3°  Conditions  initiales.  —  A  l'instant  t=  o,  la  surface  libre 
a  une  forme  arbitrairement  donnée,  et  le  potentiel  cp  des  vitesses 
se  réduit  à  une  fonction  donnée  y0(x,y). 

Tel  est  l'énoncé  général  du  problème.  On  ne  peut  le  résoudre 
qu'approximativement,  en  supposant  les  vitesses  assez  petites 
pour  qu'on  puisse  négliger  leurs  carrés  et  leurs  produits. 

C'est  cette  solution  approchée  que  nous  allons  exposer.  Nous 
nous  contenterons  d'abord  de  trouver  une  fonction  simple 
'f(#,  y,  t)  vérifiant  les  conditions  indéfinies  et  les  conditions 
aux  limites  :  une  telle  fonction  donnera  une  solution  du  problème, 
si  l'on  imagine  que  les  conditions  initiales  sont  précisément 
celles  que  l'on  obtient  en  faisant  dans  cette  fonction  t  =  o.  La 
solution  générale  sera  composée  de  la  somme  d'une  infinité  de 
solutions  simples. 
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787.  Équations  approchées.  —  Supposons  les  vitesses  assez 
petites  pour  qu'on  puisse  négliger  leurs  carrés  et  leurs  produits, 

c'est-à-dire  les  carrés  et  les  produits  de  — -  et  ~  et  des  dérivées  de 

1  dx        dy 

ces  quantités  par  rapport  à  t.  L'expression  (17)  de  l'excès  de  la 
pression  sur  la  pression  atmosphérique  devient 

y      '  p  dt       oJ' 

et  la  condition  (19)  à  la  surface  libre  devient,  en  remplaçant  p  par 
cette  valeur, 

d*-®     do        /  d^o  \  àcp         d*v 

! — L.    _|_    (    L_    _ j_    cr   1    L_    _J_    L.    =zz:    O 

dt  dx  âx        \dt  dy  j  dy         dt'1 

ou,  en  négligeant  le  premier  et  le  deuxième  terme, 

ào         à2® 

(21)  sr -r1-  H — —-  =  o. 
v      J                                               6  dy        dt* 

Solution  simple  donnant  une  onde  progressive  simple.  —  En 
cherchant  à  satisfaire  à  l'équation  de  Laplace  (i4)  par  le  produit 
d'une  fonction  de  y  par  une  fonction  de  je,  on  voit  qu'on  peut 
satisfaire  à  la  condition  indéfinie  et  aux  conditions  aux  limites 
par  une  fonction  cp  de  la  forme 

(22)  cp  (x,  y,  t)  =  A  (e'»(r+/*)-h  e-»l{y+h')sln(/nx  —  st  -+-  a), 

A,  a,  ni,  s  étant  des  constantes  parmi  lesquelles  les  trois  pre- 
mières sont  arbitraires.  On  devra  supposer  la  constante  A  très 
petite,  de  Tordre  de  u  et  v,   puisque  u  et  v  sont  égaux  repective- 

,   dtp        d® 
ment  a  — L  et  —-• 
dx       dy 

Tout  d'abord  l'équation  de  Laplace  (i4)  est  satisfaite,  quelles 

que  soient  les  constantes;  ensuite  la  condition  au  fond  (i5),  que 

v1-  s  annule  pour  y  =  —  /i,  est  également  satisfaite . 

Restent  les  conditions  à  la  surface  libre  :  l'équation  de  cette 
surface  p  =  o  est,  d'après  (20), 

do 

gy+$  =  0, 
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c'est-à-dire 

A  s 

y  —  —  (em{y+h)  +  e-m{y+h)}  cos(mx  —  si î  -f-  a). 

L'ordonnée  y  d'un  point  de  cette  surface  est  très  petite  :  elle 
est,  d'après  l'équation  ci-dessus,  de  l'ordre  de  grandeur  de  A;  dès 
lors,  en  développant  emr  el  e~my  en  séries  et  négligeant  les  termes 
en  Ay,  Ay'2,  .  . .,  on  voit  qu'on  peut  remplacer  ces  exponentielles 
par  i  et  écrire  pour  l'équation  de  la  surface  libre 

As 

(23)  y—  — (emh-+-  e-mh)  cos(mx  —  st-\-x). 

6 

Le  mouvement  est  donc  bien  un  mouvement  ondulatoire 
simple  :  les  constantes  m  et  s  sont  liées  par  une  relation  que  nous 
allons  obtenir  en  exprimant  la  dernière  condition  (21)  relative  à 
la  surface  libre 

sr  — — I — r      =  o. 
ô  dy         dt* 

D'après  la  valeur  (22)  de  <p,  cette  condition  devient,  après 
suppression  du  facteur  s\n(mx  —  st  -f-  a), 

gm(em{y+h)  —  e-,n{y+ll))  —  si(em{y-hh) -f-  e-»(r+A))  =  o, 

sur  la  surface  libre.  Gomme,  sur  cette  surface,  y  est  très  petit, 
nous  pourrons  remplacer  approximativement  y  par  o  et  nous 
aurons,  pour  déterminer  s  en  fonction  de  m,  l'équation 

g  m  h q  —  m  h 

(24)  s2=  gm — -. r. 

Avec  cette  valeur  de  la  constante  s,  la  fonction  o  donnée  par  (22) 
remplit  toutes  les  conditions  aux  limites.  Elle  donne  donc  une 
solution  du  problème,  avec  des  conditions  initiales  obtenues  en 
faisant  dans  les  équations  précédentes  t  =  o. 

La  relation  (24)  donne  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde  pro- 
gressive simple  V  en  fonction  de  la  longueur  d'onde  /  :  en  effet, 
d'après  les  équations  (10)  et  (1  1),  on  a 

2  TZ  _ .  2  7T  V 

m  =  -j-i  s  —  m  V  =  ; 
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la  relation  (a4)  s'écrit  donc 


(25) 


Y2  = 


27lA  iTlh 

gl  e   l   —  e      l 


27T 


27TA 


2TZh 


La  période   T  de  l'ondulation  est  ensuite  donnée  par  la  for- 
mule (12)  : 


T=v 


2  77 
S 


Si  la  profondeur  h  du  canal  est  très  grande  par  rapport  à  la 
longueur  /  de  l'onde,  le  rapport  des  exponentielles  est  voisin  de  1 
et  l'on  a 


2TT 


T=\Av 


Si,  au  contraire,  l'onde  est  très  longue  par  rapport  à  la  pro- 


h 


fondeur,  j  est  petit  et  l'on  peut  remplacer  approximativement  le 


numérateur  e  l 


parle  premier  terme  de  son  développe- 


7t  h 


ment  en  série  — j—  et  le  dénominateur  par  2  ;  on  a  alors 

Remarque  sur  V équation  de  la  surface  libre.  —  On  pourrait 
obtenir  également  l'équation  approchée  de  la  surface  libre  par  la 
méthode  suivante.  Soit 


(26) 


y  =  f{x,t) 


l'équation  de  cette  surface.  Comme  elle  est  une  surface  limite,  on 
doit  avoir  sur  cette  surface  (n°  727) 


(27) 


p  =  /iH -+-/«; 


mais  f'x  étant  le  coefficient  angulaire  delà  tangente  à  la  courbe  (26) 
est  très  petit,  car  la  surface  libre  diffère  peu  d'un  plan  hori- 
zontal; on  a  donc,  en  négligeant  le  produit  uf'x  et  remarquant 

/./         dr 

cIue/<  =Tt' 

dy 


dt 


=  v. 
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D'après  la  valeur  (22)  du  potentiel  des  vitesses,  on  a  ainsi 

~  =  km(em{y+h]  —  e-»l{y+h))  s\n(mx  —  st  -±-  -x) 

sur  la  surface  libre,  c'est-à-dire  pour  y  très  petit.  D'où  approxi- 
mativement, en  faisant  y  =  o, 

~  =  ^m(emh — e~m/l )  s'm (m.z  —  st-ha), 
dt 

et  en  intégrant  on  a,  pour  équation  de  cette  surface, 

\    777 

(28)  y  =  (em/l  —  e-/nh)cos(mx  —  st -t-  a). 

Si  l'on  compare  cette  équation  à  celle  que  nous  avons  trouvée 
par  une  méthode  directe  (éq.  23),  on  voit  que  ces  deux  équations 
sont  identiques  en  vertu  de  la  relation  (24)  qui  lie  s,  m  et  h. 

Oscillations  des  molécules.  —  Soient  a  et  b  les  coordonnées 
d'une  molécule  dans  l'état  d'équilibre,  x  et  y  ses  coordonnées  à 
l'instant  t  et  #4,  y{  les  projections  de  son  déplacement;  on  a  : 

x  =  a  -h xu         y  =  b-+-yu 

dxx  _  dy  dyx  _        _  d<f 

dt  dx  dt  dy 

D'après  la  valeur  (22)  de  ©,  on  a  donc 

CLIC  1 

—~  =  A/n[e"2<r+^)-t-  e-»»(r  +  A)]  cos(mx  —  st  -h  a), 

-4-?  =  Amfem(r  +  A)-  e-7n(y+hn  s[n  lmx  —  si  -ha): 
dt 

comme  xt  et  yK  sont  très  petits,  x  et  y  diffèrent  très  peu  de  a 
et  b.  Nous  pourrons  donc,  dans  les  deuxièmes  membres,  rem- 
placer x  ely  par  a  el  b  ;  l'intégration  devient  alors  immédiate  et 
donne,  à  des  constantes  additives  près, 

A.  11% 
[Xi  = [em(b  +  h)^  e-m[b  +  h)]  sin(ma  —  st  -h  a), 

(29)  / 

yx  —       [em(b-hh\_e-m(b  +  /i)]  cos(ma  — sf  +  a). 

Dans   ces   équations,   la   seule  variable  du  deuxième  membre 


470  ÉQUILIBRE    ET    MOUVEMENT    DES    MILIEUX    CONTINUS. 

est  /  :  la  molécule  décrit  donc  une  petite  ellipse  dans  le  temps 
T  =  —  Pour  le  fond  b  —  —  A,  celte  ellipse  est  infiniment  aplatie, 

car  jv",  =  o. 

Si  la  profondeur  est  infinie,  h=zcc)  ces  ellipses  se  réduisent  à 
des  cercles  (Basset,  Elementary  Treatise,  p.  90). 

Fonction  de  courant.  —  La  fonction  de  courant  ^  se  déduit 
du  potentiel  cp  par  les  formules  du  n°  783  : 

d'\i  Oo  d<\t        do 

âx  dy  dy        ôx 

On  a  donc,  dans  le  mouvement  actuel,  d'après  l'expression  (22) 

de  o  : 

ty  =  A[e'"U'  +  /<'  —  e-,n(y  +  ,il\  cos(mx  —  st-±-  a). 

788.  Cas  général.  Exemple  du  clapotis.  —  Puisque  dans  le  pro- 
blème approché  toutes  les  conditions  sont  linéaires,  si  l'on  a 
n  solutions  cd,  ,  cp0,  .  .  .  d/2  vérifiant  les  conditions  indéfinies  et  aux 
limites,  on  en  obtient  une  nouvelle  en  les  ajoutant  et  en  prenant 

o  =  Oi  -b  <p2  -*-  •  •  •  -+-  <f  n  • 

Les  coefficients  A,  m  et  a  étant  arbitraires  dans  la  fonction  cp 
donnée  par  la  formule  (22),  on  aura  une  infinité  de  solutions  en 
donnant  à  ces  constantes  telles  valeurs  que  l'on  voudra  et,  en  les 
ajoutant,  on  aura  une  solution  dépendant  d'une  infinité  de  con- 
stantes. On  pourra  ensuite  disposer  de  ces  constantes  de  façon  à 
satisfaire  à  des  conditions  initiales  données.  Il  faut  remarquer  qu'à 
chaque  valeur  de  m  correspondent  deux  solutions,  car,  m  étant 
donné,  la  formule  (24)  détermine  pour  s  deux  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires. 

La  place  nous  manque  pour  indiquer  des  applications  de  celte 
méthode  dont  on  trouvera  le  développement  dans  le  Mémoire  de 
Gauchy  pour  le  cas  d'une  profondeur  indéfinie.  Nous  nous  bor- 
nerons à  un  exemple. 

Clapotis.  —  L'application  la  plus  simple  de  cette  méthode 
générale  consiste  à  composer  deux  ondes  progressives  simples 
de  même  période,  de  même  amplitude,  avec  des  vitesses  de  pro- 
pagation égales  et  opposées.  On  obtient  alors  une  onde   station- 
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naire  (n°  785)  appelée  clapotis.  La  période  T  de  l'ondulation  est 
la  même  que  celle  des  deux  ondes  progressives  composantes.  Par 
exemple,  pour  une  profondeur  indéfinie 

T=V*V 

On  trouvera  dans  une  thèse  soutenue  devant  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris  en  1897  •  Formation  et  extinction  du  cla- 
potis, par  M.  Nau  (Gauthier-Villars),  un  résumé  des  travaux 
publiés  sur  cette  question,  avec  des  reproductions  de  photo- 
graphies de  M.  Marej. 

"89.  Onde  solitaire.  Indications.—  L'expérience  montre  qu'une  oncle 
solitaire,  c'est-à-dire  une  intumescence  unique,  peut  se  propager  à  la  sur- 
face d'un  liquide.  On  peut  obtenir  une  onde  de  ce  genre  en  versant  brus- 
quement du  dehors,  à  l'entrée  d'un  canal,  un  certain  volume  d'eau  ;  il  se 
propage  alors  dans  le  canal  un  gonflement  tout  en  relief  ayant  ses  deux 
moitiés  d'avant  et  d'arrière  symétriques.,  et  se  propageant  comme  tout 
d'une  pièce  le  long  du  canal  avec  la  vitesse  d'un  corps  tombé  dans  le 
vide  d'une  hauteur  moitié  de  la  profondeur  totale  de  l'eau  au-dessous  du 
sommet  de  l'onde.  A  la  même  classe  de  mouvement  appartiennent  égale- 
ment les  ondes  solitaires  négatives  constituées  par  un  creux  et  non  par 
un  gonflement  ( 1). 

Des  expériences  sur  ce  sujet  ont  été  faites  par  Scott  Russell(2),  puis  par 
MM.  Darcy  et  Bazin  (»). 

Un  premier  essai  de  théorie  a  été  tenté  par  Earnshaw  (4)  en  1 8 4 5 ,  mais 
n'a  pas  donné  de  résultats  satisfaisants.  La  véritable  théorie  du  phéno- 
mène a  été  découverte  par  M.  Boussinesq  (5)  en  1 87 1  ;  une  théorie  ana- 
logue a  ensuite  été  donnée  par  lord  Rayleigh  (6)  en  187G. 

790.  Jets  liquides. parallèles  à  un  plan.  Indications.  —  Supposons  un 
vase  cylindrique  ayant  ses  génératrices  perpendiculaires  au  plan  des  xy 
et  ayant  pour  base  sur  ce  pian  une  courbe  indéfinie  comme  une  parabole  : 
enlevons  la  portion  de  paroi  du  vase  comprise  entre  deux  génératrices 
de  traces  A  et  B  et  supposons  que  par  la  fente  ainsi  constituée  il  s'échappe 


t1)    Boussinesq,    Notice   sur    les    travaux    scientifiques.    Lille,    Imprimerie 
Danel,  i885. 

(2)  British  Assoc.  Rep.  on  Waves,  1 8/( 4- 

(3)  Rapport  de  Clapeyron  à  l'Académie  des  Sciences  (10  août  i863). 

(4)  Transactions  Cambridge  Philosophical  Society,  vol.  VIII,  p.  326. 

(5)  Comptes  rendus,  t.  LXII. 

(6)  Philosophical  Magazine,  avril  1876. 
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un  jet  liquide  parallèle  au  plan  des  xy,  le  mouvement  dans  le  vase  étant 
parallèle  au  même  plan.  Nous  aurons  ainsi  le  problème  du  mouvement 
d'un  jet  liquide  parallèle  à  un  plan.  Ce  problème  n'a  été  résolu  que  dans 
un  petit  nombre  de  cas. 

Helmholtz,  le  premier,  a  déterminé,  dans  un  cas  particulier,  la  forme 
d'un  jet  fluide  libre,  en  supposant  que  le  fluide  est  incompressible,  qu'au- 
cune force  extérieure  n'agit  sur  ses  éléments,  que  le  mouvement  est  per- 
manent, irrotationnel  et  a  lieu  parallèlement  à  un  plan  fixe  (Monatsbe- 
richte  der  Berliner  Académie,  avril  1868).  La  méthode  de  Helmholtz  a 
ensuite  été  généralisée  par  Kirchhoff,  qui  a  résolu  le  même  problème  dans 
un  certain  nombre  de  cas  (  Vorlesungen  ûber  mathematische  Physik, 
leçons  XXI  et  XXII). 

Ces  méthodes  reposent  sur  l'emploi  de  la  représentation  conforme. 

Dans  une  thèse  présentée  en  1893  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris, 
M.  Sautreaux  a  exposé  les  recherches  de  Helmholtz  et  Kirchhoff"  et  a, 
en  outre,  traité  le  cas  nouveau  où  des  forces  extérieures  agissent  sur  le 
fluide  ;  il  est  revenu  sur  ce  problème  dans  un  Mémoire  publié  en  1896  dans 
le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Jordan. 


II.  —  MOUVEMENTS  TOURBILLONNAIRES  D'UN  LIQUIDE. 

791.  Propriétés  et  équations  générales.  —  Soit  un  liquide  qui 
se  meut  parallèlement  au  plan  fixe  xOy. 

Comme  nous  l'avons  dit  au  commencement  de  ce  Chapitre,  le 
liquide  peut  être  limité  par  des  parois  fixes  ayant  la  forme  d'un 
cylindre  droit  perpendiculaire  au  plan  des  xy,  le  cylindre  étant 
fermé  par  deux  bases  planes  parallèles  à  ce  plan.  Le  liquide  peut, 
en  outre,  présenter  des  surfaces  libres  qui  seront  aussi  des  sur- 
faces cylindriques  perpendiculaires  au  plan  des  xy.  Le  mouve- 
ment, étant  le  même  dans  chaque  section  droite  du  cylindre  li- 
quide, est  évidemment  indépendant  de  la  hauteur  de  ce  cylindre. 
Nous  supposerons  alors  cette  hauteur  infinie  dans  les  deux  sens, 
au-dessus  et  au-dessous  du  plan  des  xy. 

Si,  dans  un  élément  dm  du  liquide  situé  dans  le  plan  xOy  au 
point  x,  y,  le  tourbillon  0  n'est  pas  nul,  il  est  perpendiculaire  au 
plan  xOy  (n°  780)  et  sa  projection  Ç  sur  un  axe  Oz  normal  au 
plan  du  mouvement  est 

(  \  r  -   l  ( —      —\ 

{1)  ;~  2  \dx       dyj' 

cette  projection  est  positive  ou  négative  suivant  le  sens  dans  lequel 
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se  fait  la  rotation  de  l'élément  considéré.  Les  lignes  de  tourbillon 
sont  actuellement  des  droites  indéfinies  perpendiculaires  au  plan 
âesxy,  et  les  tubes  de  tourbillon  des  cylindres  perpendiculaires  à 
ce  plan. 

Soient  un  tube  de  tourbillon  infiniment  délié,  ch  la  section 
droite  de  ce  tube,  c'est-à-dire  sa  trace  sur  le  plan  des  xy.  Le  mo- 
ment ou  l'intensité  d'un  tube  de  tourbillon  est,  en  général, 

I  =  Q.Q  da; 

actuellement,  le  tourbillon  se  réduit  à  sa  composante  parallèle  à 
O^,  il  =  zfc  Ç  ;  nous  prendrons  pour  intensité  du  tube 

(i)  I  =  2Ç  dz, 

en  convenant  de  donner  un  signe  à  V intensité ,  suivant  que  le 
tube  tourbillonne  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Quand  t  varie,  ce  tube  se  déplace,  mais  d<j  et  Ç  restent  con- 
stants. En  effet,  considérons  le  plan  des  xy  et  un  plan  parallèle 
situé  à  la  distance  h  du  plan  des  xy  :  ces  deux  plans  découpent, 
dans  le  tube  de  tourbillon,  un  élément  liquide  de  volume  h  du. 
Gomme  un  tube  de  tourbillon  reste  toujours  composé  des  mêmes 
éléments  fluides  et  que  le  fluide  est  supposé  être  un  liquide  incom- 
pressible, le  volume  h  d i  est  constant;  donc  d?  est  constant. 
D'autre  part,  l'intensité  (2)  d'un  tube  de  tourbillon  est  constante 
dans  le  temps;  donc  le  produit  Ç  do-  est  constant,  et  comme  do- est 
constant,  Ç  l'est  aussi. 

Un  tube  de  tourbillon  de  section  droite  finie  étant  la  réunion 
de  tubes  infiniment  déliés,  la  section  droite  de  ce  tube  a  une  aire 
constante,  et,  en  chaque  élément  de  cette  aire  fluide,  Ç  est  con- 
stant. 

Il  faut  alors,  à  un  instant  £,  se  représenter  la  masse  liquide  du 
plan  des  xy  comme  décomposée  en  deux  sortes  d'aires  :  les  unes, 
S|,  S2,  •  •  .,  Su,  formant  les  sections  droites  des  tubes  de  tourbil- 
lon, les  autres  comprenant  les  éléments  animés  d'un  mouvement 
irrotationnel;  les  aires  liquides  S,,  S2,  ...,  Sn  se  déplacent  en 
conservant  une  grandeur  constante  et,  en  chacun  des  éléments 
matériels  qui  les  constituent,  Ç  a  une  valeur,  constante  dans  le 
temps,  pouvant  varier  d'un  élément  à  l'autre;  l'ensemble  des  aires 
III.  3i 
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restantes  est  également  constante,  si  elle  est  finie,  et  en  tons  les 
points  de  ces  aires  restantes  Ç  est  nul. 

Expressions  analytiques.  —  En  introduisant  la  fonction  de 
courant  b(x,  y,  t),  on  a,  dans  tout  le  fluide  (n°  783),  pour  les 
composantes  de  la  vitesse, 


(3) 

u  =  ~s           v  ==  - 

ày 

dx 

d'où,  d'après  (i), 

(4) 

dx*  +  dy*  ' 

aÇ. 

On  peut  dire  que  la  fonction  ty  vérifie  à  chaque  instant  cette 
équation  en  tous  les  points  de  l'aire  totale  occupée  par  le  liquide 
dans  le  plan  des  xy,  Ç  étant  différent  de  zéro  dans  les  aires  S<, 
S2,  . .  . ,  Sw  et  nul  à  l'extérieur  de  ces  aires.  Cette  fonction  <j/  est  en 
outre  assujettie  à  vérifier  les  conditions  initiales  et  les  conditions 
aux  limites.  L'équation  (4)  montre  une  analogie  remarquable  entre 
la  fonction  ^  et  le  potentiel  logarithmique  (n°  605),  analogie  que 
nous  retrouverons  plus  loin. 

792.  Tubes  infiniment  déliés  dans  un  liquide  indéfini  dans  le 
sens  xOy.  —  Etudions  en  détail  Je  cas  particulier  où  le  liquide 
s'étend  à  l'infini  dans  tous  les  sens  dans  le  plan  xOy,  comme  dans 
ce  qui  précède  nous  l'avons  déjà  supposé  indéfini  normalement  au 
plan  xOy,  on  voit  que  nous  sommes  en  présence  d'un  liquide 
indéfini  animé  d'un  mouvement  parallèle  au  plan  xOy. 

Nous  avons  étudié  d'une  manière  générale  la  théorie  des  tour- 
billons dans  un  fluide  indéfini  (n°  768),  et  nous  avons  déterminé 
la  part  contributive  de  chaque  élément  matériel  en  rotation  dans 
la  vitesse  d'un  élément  quelconque  de  la  masse.  On  pourra  appli- 
quer ces  théorèmes  au  cas  actuel.  D'après  les  analogies  électro- 
dynamiques que  nous  avons  mises  en  évidence,  chaque  tube  de 
tourbillon  infiniment  délié  est  analogue  à  un  courant  d'intensité  I 
parcourant  ce  tube;  actuellement,  tous  ces  courants  sont  recti- 
lignes,  indéfinis,  perpendiculaires  au  plan  xOy,  et  la  vitesse  d'un 
élément  dm  du  fluide  est  identique  à  l'action  résultante  de  tous 
ces  courants  sur  un  pôle  magnétique  placé  en  dm. 

La  détermination  de  la   vitesse  d'un  élément  fluide,  quand  on 
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connaît  les  positions  et  les  intensités  des  divers  tubes  de  tourbil- 
lon à  l'instant  considéré,  se  trouve  ainsi  ramenée  à  un  problème 
élémentaire  de  Physique. 

Nous  allons  traiter  directement  le  problème  en  envisageant  suc- 
cessivement les  cas  où  il  y  aurait  un  seul  tube  de  tourbillon  infi- 
niment délié,  ou  un  nombre  quelconque  de  ces  tubes. 

Un  seul  tube  de  tourbillon  infiniment  délié.  —  Soit  à  l'in- 
stant t  un  seul  tube  de  tourbillon  infiniment  délié,  d'intensité  I, 
ayant  pour  trace  sur  le  plan  xOy  une  aire  infiniment  petite  d'à- 
située  en  un  point  A  (fig-  342).  La  part  contributive  de  chaque 


élément  infiniment  petit  de  ce  tube  dans  la  vitesse  W  d'un  élé- 
ment liquide  placé  au  point  P  du  plan  des  xy  est  perpendiculaire 
au  plan  de  l'élément  du  tube  et  du  point  P  :  la  vitesse  W  elle- 
même  est  donc  aussi  perpendiculaire  au  plan  passant  par  le  tube 
et  par  P;  elle  est  dans  le  plan  de  xy,  perpendiculaire  à  la  droite 
AP,  dans  le  sens  dans  lequel  la  rotation  Ç  des  éléments  du  tube 
tend  à  entraîner  le  point  V(fig.  342).  Calculons  directement  la 
grandeur  W  de  cette  vitesse. 

Par  raison  de  symétrie,  la  valeur  numérique  de  W  est  la  même 
en  tous  les  points  d'une  circonférence  G  décrite  de  A  comme 
centre  avec  AP  =  r  comme  rayon.  L'espace  occupé  par  le  fluide 
irrotationnel  indéfini  extérieur  au  tube  est  doublement  connexe 
(n°  763),  la  circulation  a  la  même  valeur  numérique  sur  toutes 
les  lignes  fermées  entourant  une  fois  le  tube  :  cette  valeur  est  pré- 
cisément l'intensité  I=^2Çd?  du  tube  (nos  751)  -  760).  Prenons, 
en  particulier,  la  circulation  le  long  de  la  circonférence  G;  nous 
aurons 

I  =  /  u  dx  -h  v  dy  —  I  W  ds  cos(  W,  ds  ), 
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ds  étant  un  élément  de  la  circonférence  C,  et  l'intégration  étant 
faite  le  long  de  la  circonférence.  Or  cos(W,  ds)  =  i,  car  W  est 
tangent  à  la  circonférence;  en  outre,  W  ayant  la  même  valeur 
numérique  le  long  de  la  circonférence  peut  être  mis  en  facteur, 
et  l'on  a 


■f, 

(5)  W  = 


=  W  /  ds=  W.iizr 
C 

I  I 


2TX    r 


On  a  ainsi  la  distribution  des  vitesses  dans  la  partie  irrotation- 
nelle :  la  vitesse  en  P  est  perpendiculaire  au  rayon  AP  = /'  et 
varie  en  raison  inverse  de  ce  rayon. 

Quant  au  tube  tourbillon  lui-même,  il  reste  évidemment  im- 
mobile, en  vertu  de  la  symétrie   du  mouvement  autour  du  tube. 

On  déduit  de  là  les  expressions  analytiques  suivantes  pour  les 
projections  u  et  ç  de  la  vitesse  W  de  l'élément  liquide  placé  au 
point  P  (x,  y).  Soient  8  l'angle  de  AP  avec  0.r,  a,  b  les  coordon- 
nées du  point  A;  on  a 

x  —  a  =  /'COs6,        y —  6  =  rsin0, 

puis,  comme  W  est  perpendiculaire  à  AP, 

u—  —  Wsinô,         p  =  Wcos6, 

d'où  enfin,  d'après  (5), 

.fiv  __    J Y  —  b _  J x  —  a 

Gomme  ce  sont  là  les  composantes  de  la  vitesse  dans  la  partie 
irrotationnelle,  il  existe  un  potentiel  cp  des  vitesses  qui  est 

1  y  —  b        I 

(7)  cp  =  — arctang^ =  — 6; 

la  fonction  de  courant  ^  est 

(8)  ^  =—  —  Log  /O  -  af+  (y  —  6)«  =  —  —  Logr. 


En   désignant  par  i  l'unité  complexe  y/ —  j  ,  nous  avons  vu  que 
-f-  j<l  est  une  fonction  de  x  +  iy  (n°  793).  Actuellement,  on  a 
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comme  on  le  vérifie  immédiatement.  Posons,  pour  simplifier, 

(9)  x  -+-  iy  =  z}         a  -+-  ib  =  a  ; 

nous  aurons 

(10)  o  -f-  i<b  —  .Log(z —  a). 

Enfin,  on  peut  remarquer  aussi,  soit  directement  à  l'aide  des 
relations  (6),  soit  en  prenant  les  dérivées  partielles  par  rapport 
à  x  des  deux  membres  de  (10),  que  l'on  a 

.    .  .1  I  il 

(il)  a  —  iv  = 


iTzi  x  —  a  -h  i(y  —  b)        iTzi  z  —  a 

Plusieurs  tubes  infiniment  déliés.  —  Soient,  à  un  instant  t, 
plusieurs  tubes  rectilignes  indéfinis  perpendiculaires  au  plan 
des  xy\  d<y{,  dij2-!  •  •  ■  «  d<7n  les  traces  de  ces  tubes  sur  ce  plan  en 
des  points  A, ,  A2.  .  • ,  An  de  coordonnées  aK ,  bs ,  <22,  62,  • . . , 
dm  bin  et  I|,  I2,  .  .  •',  In  les  valeurs  algébriques  des  intensités 
des  tubes,  d'après  la  convention  faite  plus  haut  (n°  791).  Un  élé- 
ment fluide,  placé  en  un  point  P(.r,  y)  du  plan  des  xy  en  dehors 
des  tubes,  possède  une  vitesse  W,  qui  est  la  somme  géométrique 
des  vitesses  W< ,  W2,  .  .  . ,  W«  que  posséderait  ce  point  si  chacun 
des  tubes  existait  seul. 

Ces  vitesses  composantes  sont  déterminées  par  les  formules 
que  nous  venons  d'établir.  Joignons  le  point  P  aux  points  A<, 
A2,  .  •  • ,  Aw,  où  les  tubes  rencontrent  le  plan  des  xy,  et  soient  r{, 
r2l  .  .  . ,  ru  les  longueurs  des  droites  A1  P,  A2P,  .  .  . ,  A^P,  et  9, , 
92,  •  •  -,  §n  les  angles  qu'elles  font  avec  Ox.  La  vitesse  W*  dérive 
du  potentiel 

'  2  71 

la  fonction  de  courant  correspondante  est 


et  l'on  a 


en  posant 


<H  =  —  ^Logr*, 


ç*4-»4»ft=  ^.Log(^  — aA), 


z  =  x  -+-  iy,         a/,.  =  a/c  -f-  ib/£; 
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enfin  ,  les   composantes  u^  eL  Vk  de  celle  vitesse  W*  suivant  ces 
axes  sont  données  par  l'équation 

i         h 


Uk —  IV k  = 


2  71  l    Z   —  K£ 


D'après  cela,  la  vitesse  W  du  point  P,  somme  géométrique  des 

vitesses  W,,  W2,  •  .  -,  W/?,  dérive  du  potentiel 


k  =  n 


(12)  ?=2?*=  TrT^^'6^ 


la  fonction  de  courant  ^  est 


k  =  i 


A  =n 


(13)  f=2**="-^2l*L°e'-*, 

OÙ 

Les  projeclions  w,  r  de  la  vitesse  W  communiquée  au  point 
P(œ,y)  par  l'ensemble  des  tubes  Tn  I2,  ...,  T«  sont  alors  don- 
nées par  l'un  ou  l'autre  des  systèmes  équivalents 

do 
ôy 

dx 


04) 

IL  = 

05) 

U  = 

On 

peut  écrire 

aussi 

ii  — 

■""=2 

U/c  — 

ivic 

et  remarquer 

enfin  que  l'on  a 

A- =71 


z  —  ait 
k  =  \ 


k  =  n 
r 

i  tl 

2  7TJ 

7r  =  l 


P  =  -^  ^  I;fcLog(z  —  a/c). 


Ces  formules  donnent  la  distribution  des  vitesses  dans  la  partie 
irrotationnelle  à  un  instant  t;  on  en  déduit  immédiatement  les 
lignes  de  courant  ^  =  const. 

Mais,  quand  t  varie,  les  tubes  de  tourbillons  se  déplacent  en 
conservant  des  intensités  constantes,  de  sorte  que  les  coordonnées 
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an  bt,  a2,  b2-,  .  •  -,  (ini  bn  de  leurs  traces  sont  des  fonctions  du 
temps.  Ce  sont  ces  fonctions  qu'il  faudrait  connaître  pour  avoir 
le  mouvement  des  tubes.  Nous  allons  donner  les  équations  qui 
les  déterminent. 

Mouvement  des  tubes  de  tourbillon  infiniment  déliés.  —  Pre- 
nons la  trace  Àj  du  tube  d'intensité  It  sur  le  plan  des  xy  et  soient, 
comme  plus  haut,  aK  et  b{  les  coordonnées  de  cette  trace,  va- 
riables avec  t.  Gomme  un  tube  de  tourbillon  est  toujours  composé 
des  mêmes  éléments  matériels,  la  vitesse  Y{  de  l'élément  liquide 
placé   en  A,    se  confond  avec  la  vitesse  de  la  trace  du  tube  et  a 

pour  projections  —^-  et  —tt-    Cela  posé,   cette  vitesse  V4   est  la 

résultante  des  vitesses  imprimées  à  l'élément  A{  d'une  part  par  le 
tube  I<  lui-même,  et  d'autre  part  par  les  autres  tubes  I2,  I3.  ...,  \n. 
Mais  nous  avons  vu  (p.  47^)  que,  si  un  tube  infiniment  délié,  1, 
par  exemple,  existait  seul,  il  resterait  immobile  :  la  vitesse  com- 
muniquée à  l'élément  A<  par  le  tube  \{  est  donc  nulle,  et  la  vitesse 
cherchée  V(  de  cet  élément  est  la  résultante  des  vitesses  qui  lui 
sont  communiquées  par  les  autres  tubes  I2,  I3,  .  .  .,  ln.  D'après 
ce  que  nous  venons  de  voir  (formules  i5),  les  composantes  m,  v  de 
la  vitesse  que  communiquent  à  un  point  quelconque  V(x,y)  les 
tubes  I2,  I3  .  .  .,  ï/i  sont  données  par  les  relations 

(16)  u=--,  P=-g£, 
<l  désignant  la  somme 

<V  =—  — -  Zu  I*1°g,> 

relative  à  ces  tubes,  c'est-à-dire,  en  détaillant,  puisque  le  tube  1 
est  laissé  de  côté, 

(17)  <|/  = (I2Logr2-f-  l3Log7'3-f-  . . .  -hlnLogrn), 

27Z 
OÙ 


r,,=  ^x  —  aky-^r{y  —  bkf. 

Pour  avoir  en  particulier  les  composantes  — -^  et  -~  de  la  vi- 
tesse Vfl ,  que  communiquent  ces  tubes  au  point  A,  [a{ ,  b{  ),  il  suf- 
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lira  de  faire,  dans  les  formules  (16)  et  (17), 

par  cette  substitution,  la  fonction  <l»  définie  par  (17)  devient 
(18)  tyy  = (I2Logr12  +  I3Log/'i3+  ..  •  -+-  I*Logra-), 

1  Tt 
OÙ 

r\k  ~  /(«1  — «a)*24-(^i—  &/c)2> 
et  les  formules  (16)  donnent 

dax     _d^x  db\  d^i 

^>  "dt='db^9  ~dF"=~dà~1' 

On  obtiendra,  par  un  calcul  analogue,  en  permutant  les  indices, 
les  expressions  des  dérivées  de  a2l  b2l  ...  an,  bn  par  rapport  au 
temps, 

da*i  __  d<\>2  dbz  _         dty* 

(l9'  ~dt    ~  dbl'  ~dt^~Jâ,' 

tyt  = (ij  Logr21+  I3Logr23-f-  ...H-  I«  Log  r2«), 

On  obtient  ainsi  un  système  de  2/2  équations  différentielles  du 
premier  ordre  définissant  a{ ,  &< ,  a2,  62,  .  .  . ,  #«,  6«  en  fonction  du 
temps  :  ce  sont  les  équations  du  mouvement  des  tubes  considérés. 

Réduction  des  équations  du  mouvement  des  tubes  à  la 
forme  canonique.  —  On  peut  faire  en  sorte  que  dans  les  seconds 
membres  des  équations  du  mouvement  (19),  (19)',  ..,  figurent 
les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction.  Pour  cela,  dési- 
gnons par  rhk  la  distance  des  points  A^  A# 

r/tk  =  /(«/*  —  «a)2+  {bh—  bJcY 
et  posons 


(20)  H  = V  I/J/,  Logr/»A-, 

2.  TU    JEBÀ 


hk 


la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des  points 
A^A*  deux  à  deux,  de  telle  façon  que,  dans  cette  somme,  figure 
une  fois,  et  une  seule  fois,   la   distance  de    deux  des  points.  En 
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mettant  en  évidence  tous  les  termes  qui  contiennent  aK   et  b^  on 
peut  écrire 

Ii 

H  = (I2Logri2H-I3  Log  /'i3-K  ..4-  I«  Log  /'i«)-t-K, 

les  termes  compris  dans  K  ne  contenant  plus  ni  «,  ni  bK  :  on  peut 
écrire  aussi,  d'après  la  valeur  (18)  de  ip, 


Donc 


0H_  OJ^  OH  dtyj 

0av  da'i  dbx  0b± 


On  aura  de  même 


OH  0^  —       i    d^2 

Oa^  do,}  db-2         "  àbi 


Les  équations  du  mouvement  (19),  (19)',  •  •  •  peuvent  alors  être 

écrites 

clai        OH  dbx             OH 

dt         àby  l    dt              Oai 

da%        OH  db=>             OH 

(21)                          {    t~dt=dbï'  2~dt=~àâ'^ 


dan  _    OH  dbn  OH 

dt         0bn  a  dt  0aa 

où  H  désigne  la  fonction  (20). 

Ces  équations  sont  d'une  forme  très  voisine  de  la  forme  cano- 
nique (Ghap.  XXV)  :  pour  les  ramener  exactement  à  la  forme 
canonique,  il  suffirait  de  prendre  comme  variables  les  quantités 

cl=l1bl,         c2=I2b2,         ...,         cn—lnbn, 

et  d'écrire 

dcit    _  OH  dci  OH 

dt         0cl  dt  0aY 

mais  nous  laisserons  aux  équations  la  forme   (21). 

Nous  allons  obtenir  quelques  propriétés  simples  du  mouvement 
en  nous  basant  sur  certaines  propriétés  de  la  fonction  H. 

Propriétés  de  la  fonction  H.  —  La  fonction  H  dépendant  seu- 
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lement  des  distances  mutuelles  rhh  des  points  Ai ,  .  ..,  A*,  ne 
change  pas  de  valeur  quand  on  déplace  l'ensemble  de  ces  points 
comme  une  figure  invariable. 

i°  Tout  d'abord,  imaginons  qu'on  déplace  l'ensemble  de  ces 
points  d'une  quantité  infiniment  petite  parallèlement  à  Ox  :  les 
quantités  bx,b%,  .  .  < ,  bn  restent  constantes  et  les  quantités  «,, 
<?2,  .  .  . ,  an  augmentent  toutes  d'une  même  quantité  infiniment 
petite  ùa.  La  fonction  H  devant  garder  la  même  valeur,  sa  diffé- 
rentielle totale  correspondante  est  nulle. 

dH  „ 


ou  encore  comme 

(•22) 


OH    „  dH    9 

bci\  H-  -7 —  oa< 


dan 


oa  ;/  =  o, 


dH        dH  dH 

dai        da2  à  a  a 


o. 


Cette  identité  est  d'ailleurs  très  facile  à  vérifier  directement. 
De  même,  en  écrivant  qu'un  transport  d'ensemble  parallèlement 
à  Oy  n'altère  pas  H,  on  a  l'identité 


(23) 


dbx 


dH_ 

W2 


du 

àb'n   = 


2°  La  fonction  H  reste  inaltérée  quand  on  fait  tourner  le  sys- 
tème des  points  A*  d'un  angle  infiniment  petit  89  autour  de 
l'origine;  or  on  a,  dans  ce  cas,  pour  les  déplacements  infiniment 
petits  des  points  A*, 


ùak  =  —  bk< 


86/  =  ak  80  , 


comme  on  l'a  vu  plusieurs  fois  à  propos  du   théorème  du  travail 
virtuel.  La  variation  correspondante  de  H 


.u       dH 
étant  nulle,  on  a  l'identité 


dH 

~dbi 


obt 


dH 


obn 


(M) 


b, 


dH 

Oci\ 


dH 
ai  ...-bt 


OU 

dan 


dH 

an-Tj--  =  o 
00  n 


facile  à  vérifier  directement. 

3°  Enfin,  nous  obtiendrons  une  dernière  identité  pour  la  fonc- 
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lion   H  par  le   théorème  des  fonctions   homogènes.  Cette   fonc- 
tion est  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  quantités  Log  rnk. 
Si  l'on  remplace  #a,  bh  et  ak,  bk  parXa^,  \bh,\ak,  ^bk,  rnk  devient 
Xrhki  et  Log/'AA  devient  Log  lrhk  —  Log  77^  +  LogX. 
La  formule 


H  = V  lh  h  Logrhk 


donne  donc  identiquement 

H(Xal5  \a2,  . . . ,  Xan,  X/31?  \b.2,  .  . . ,  lbn) 


=  U(aua,,  . ..,  a,nbub2,  . ..,  bn) —  N   I/J, 

2  71       ><S3^ 


Prenons  les  dérivées  partielles  des  deux  membres  par  rapport 
à  X,  puis  dans  le  résultat  faisons  \  =  1  ;  nous  aurons 

dH  dH        .    dH  _      dH  t     V  1    r 

(25)      ai h  . . .  -+-  an h  6t  -T-  -+-  • .  .  -4-  bn  --—  = >    I/J*, 

d<2!  o«„  Obi  vbn  2ir  ^d 

identité  que  Ton  pourra  vérifier  directement. 
Revenons  maintenant  an  mouvement  des  tubes. 

Théorème  I.   —  Immobilité   du  centre   de  gravité   du   sys- 
tème de  tubes. 

Considérons  le  centre  G  de  masses  fictives  \{ ,  J5,  .  .  . ,  ln  placées 

respectivement  aux  points  A,,  A2,  .  .  . ,  A.n  qui  forment  les  traces 
des  tubes  de  tourbillon  sur  Je  plan  des  xr.  Les  coordonnées  x0^y0 
de  ce  point  sont  données  par 

(G)  x0Xlk  =  Xaklk)        y^lk  =  Lbklk, 

les  sommes  étant  étendues  aux  valeurs  1,2,  .  .  . ,  n  de  k.  Comme 
les  quantités  I*  peuvent  être  positives  ou  négatives,  le  point  G 
pourrait  exceptionnellement  ne  pas  exister  si  2I#  était  nul;  nous 
écartons  ce  cas.  On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Le  point  G  reste  immobile.  En  effet,  d'après  les  équations  (  21) 
du  mouvement,  on  a,  pour  les  projections  de  la  vitesse  du  point  G, 

~di  Z  1/l  -  Zl  i/£  If-      2àJFk> 

I     A  \  ] 

dyo  V  t    _Vt    dbk  _       Y  c^H 

dt    Zu    k "    Zà    k    dt  JLàùak 
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Mais,    d'après    les    identités  (22)  et  (23),  les   sommes  N  -. —  et 

2,  -jf-  son,;  nulles;  donc  x0  et  y0  sont  constants,  ce  qu'il  fallait 

démontrer. 

Dans  le  cas  exceptionnel  où  21*  =  o,  le  point  G  n'existe  plus, 
mais  on  aura  toujours  les  deux  équations 

dctk  Vi  T    db 


aak  V<  t    aok 


qui  donnent  les  deux  intégrales  premières 

El/^a/t  =  const.,         SI/,-  b^  =  const. 

Théorème  II.  —  La  somme  des  moments  d'inertie  des  masses 
fictives  If,  I2,  .  .  .,  1«,  placées  aux  points  A< ,  A2,  .  .  . ,  Aw,  /?ar 
rapport  à  un  axe  fixe  Os  parallèle  aux  tubes,  est  constante. 

En  effet,  d'après  les  équations  du  mouvement  (21),  on  a 


d_ 

dt 


[U(.l  +  *i,] -.(-.£-*,£) 


Faisant  la  somme  de  toutes  ces  équations  pour  tous  les  tubes, 


on  a 


d  VI  .    .   ..        .  _  vi  /        ^H         ,      r)H 


Mais  la  somme  du  second  membre  est  nulle,  d'après  l'iden- 
tité (24)  établie  plus  haut.  On  a  donc  l'intégrale  première 

Sl/t(a|  -4-  b\)  =  const., 
qui  exprime  le  théorème  énoncé. 

Théorème  III.  —  Dans  le  mouvement  des  tubes  la  fonction  H 
reste  constante. 

En  effet,  la  fonction  H  dépend  du  temps  par  l'intermédiaire 
des  lettres  «,,  a->,  ...,  an,b^  b-2,  ...,  bni  qui  sont  fonctions 
de  t.  On  a  donc 

dH        dti   dat        dH   dbx  dH    da^        0H_  dbn 

dt         à  ai     dt  dbi    dt        '  àan    dt         ôbn     dt 
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~dt 


Mais,  en  portant  dans  le   second  membre  les  valeurs  de  -,1* 


—t^-j  •••  tirées  des  équations  du  mouvement  (21),  on  trouve  immé- 
diatement zéro  dans  le  second  membre.  Donc  la  dérivée  totale 
de  H  par  rapport  à  t  est  nulle,  et  H  est  constant, 

H  =  const.. 

Théorème  IV.  —  La  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  des  masses  L,  12,  .  .  .,  \n  par  rapport  à  un  axe 
fixe  O z  parallèle  aux  tubes  est  constante. 

En  effet,  d'après  les  équations  du  mouvement  (21),  on  a 

V^  w    (       dbk        7     dak\  V  /       ^H         .     dH 

X  h    ak-r-  -bk-r-)=->(ak:—  +  bi 


~dF  ~  °k-dt  )  =-~  Aà\ak^r,r  °kwk 

et  d'après  l'identité  (25),  déduite  du  théorème  des  fonctions 
homogènes,  cette  dernière  quantité  est  égale  à  la  constante  numé- 
rique 

Le  théorème  est  donc  démontré.  Il  diffère  des  précédents  en  ce 
qu'il  exprime  simplement  une  propriété  des  équations  du  mou- 
vement, sans  en  fournir  une  intégrale  première. 

Résumé.  —  En  résumé,  nous  avons  trouvé  quatre  intégrales 
premières  des  équations  du  mouvement  des  tubes  :  deux  par  le 
théorème  I,  une  autre  par  chacun  des  théorèmes  II  et  III.  On  peut 
vérifier  que  Ton  obtiendrait  la  dernière  (th.  III)  en  appliquant 
le  théorème  des  forces  vives  à  une  tranche  du  liquide  comprise 
entre  deux  plans  fixes  parallèles  au  plan  xOy  [voir  Poijycaré, 
Théorie  des  tourbillons,  p.  78). 

Cas  particulier  de  deux  tubes  infiniment  déliés.  —  Dans  le 
cas  de  deux  tubes  seulement,  \K  et  I2,  on  peut  trouver  complète- 
ment le  mouvement  des  deux  tubes.  Nous  laisserons  au  lecteur  le 
soin  de  traiter  directement  le  problème,  et  nous  le  résoudrons  en 
appliquant  les  théorèmes  généraux  que  nous  venons  de  trouver. 

La  fonction  H  est  ici 

H  = 1^2  Logr12. 

27T 
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Nous         ns  vu  que  H  resle  constant  pendant  le  mouvement  : 
donc  la  distance  r,2  des  deux  tubes  est  constante. 

Supposons  I.  —  I_>  o  :  alors  le  centre  de  gravité  G  exista    I 
un  point  situé  sur  la  droite  A,  A2   de  telle  façon  que  l'on  ait 
grandeur  et  en  si^ne 

rA  V,  A     A 


I.  I-:       ll-î-lj 

nme  la  distance  A,  A2  des  deux  tubes  est  constante,  les 
ments  GA,  el  GA2  sont  euv-r:  -  constants  :  comme  le  point  «  i 

est  fixe,  les  points  A,  et  A2  décrivent  des  cercles  ayant  le  point  G 
comme  centre.  En  ouïr-"  mme  des  moments  des  quantité- 

mouvement  étant  constante  par  rapport  à  un  axe  Gz  parallèle  aux 
lobes        -  points  A,  et  A_  se  meuvent  sur  leurs  cercles  respectifs 
-    -  constant- 
Les  deux  cercle^  que  d  cri  vent  le-  deux  tubes  sont 

parcourus  dans  le  mènv  ou  dans  «:  -  contraires,  suivant 

que  le  centre  de  gravité  extérieur  ou  intérieur   au   seg- 

ment A,  A..  -  vivant  quel,  et  I2  sont  d       _  )n- 

traires  ou  de  même  si^r: 

—  I_  =   ■.  —  Si  Les  deux  tubes  ont  des  intensités 
égales,  mais  tourbillonnent  en  se  ntraires.  on  al,  —  I_  = 

si   alors  rejeté  a  l'infini,  dans  la  direc- 


343. 


B, 


^ 


t  ■ 


lîoi  oints  A,    et  A2  décrivent, 

égales,  des  droit  -  A  ,B,  ^«Bs  perpendiculaire-:  à    \.  A_: 

les  deux  \  i  te- 


V=± 


,-   \   A, 


I  désignant  la  valeur  absolue  de  l'intensité  des  deux  tube-. 

f         particule   P   \  -ur  la  perpendiculaire   CD  a  1  milieu 
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de  A,A2  a  une  vitesse  W  résultant  de  deux  vitesses  W<  et  W2 
provenant  des  tubes  de  tourbillon  I,  et  I2  ;  ces  deux  vitesses 
sont  respectivement  perpendiculaires  à  PA,  et  PA2  dans  les  sens 
donnés  par  les  rotations  des  tourbillons,  elles  sont  égales  au  quo- 
tient de  — —  1  par  la  valeur  commune  des  distances  PA,  et  PA2  ;  la 

vitesse  résultante  W  est  donc  dirigée  suivant  CD.  En  particulier, 
la  vitesse  de  la  particule  placée  au  point  A,  milieu  de  A,  A2,  est 


I 


f 


il 


•2t:  AAj        -2TC  AA2        aie  AiA2' 

elle  est  quadruple  de  ia  vitesse  V  des  deux  tubes  de  tourbillon. 
Atmosphère  d'un  tube  rie  tourbillon.  —  Ce  dernier  cas 
particulier  fournit  un  exemple  simple  d'un  fait  général  signalé 
par  sir  W.  Thomson  (lord  Kelvin)  dans  les  Proceedings  R.  S. 
Ed.,  1 86-,  à  savoir  que  chaque  tube-tourbillon  est  accompagné 
d'une  certaine  quantité  de  fluide  sans  rotation  qui  lui  forme  une 
sorte  d'atmosphère.  Ainsi,  dans  le  cas  de  deu\  tubes  parallèles  et 
de  rotations  inverses  que  nous  venons  de  traiter,  la  vitesse  de 
translation  des  tourbillons  est  moindre  que  celle  qu'ils  produisent 
entre  eux  sur  une  certaine  étendue  du   plan  médian;  il  existe  un 

Fig.  343  bis. 


cylindre  lieu  des  points  où  la  vitesse  du  fluide  a  sa  composante 
perpendiculaire  au  plan  des  deux  tubes  égale  à  leur  vitesse  de 
translation  commune  V  :  c'est  ce  cylindre  qui  limite  l'atmosphère  ; 
il  entoure  les  deux  tubes.  A  l'intérieur  de  ce  cvlindre,  la  compo- 
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santé  de  la  vitesse  du  liquide  parallèle  à  la  vitesse  de  translation 
des  tourbillons  est  supérieure  à  V;  elle  est  moindre  à  l'extérieur. 
Les  courbes  tracées  sur  la  figure  343  bis  sont  des  lignes  de  flux 
par  rapport  aux  tourbillons.  Les  lignes  extérieures  qui  n'ont  pas 
été  tracées  sont  grossièrement  parallèles  à  l'axe  de  symétrie,  dont 
elles  s'écartent  pour  contourner  l'atmosphère  des  tourbillons 
mobiles.  Les  équations  de  ces  lignes  sont  très  faciles  à  déduire  de 
l'analogie  électromagnétique.  Elles  sont  indépendantes  de  l'inten- 
sité ('). 

793.  Tubes  de  dimensions  finies.  —  Des  tubes  de  dimensions 
finies  peuvent  être  regardés  comme  formés  par  la  réunion  d'un 
très  grand  nombre  de  tubes  infiniment  déliés.  Soient,  à  l'instante, 
St,  S2,  •  •  • ,  Stf  les  sections  des  tubes  par  le  plan  des  xy;  divi- 
sons S],  S2,  .  .  . ,  S,i  en  aires  infiniment. petites  di  de  coordonnées 
a  et  b,  et  appelons  Ç  la  valeur  du  tourbillon  en  d<7.  L'ensemble 
des  tubes  sera  la  réunion  de  tubes  infiniment  déliés  de  bases  da 
et  d'intensités  respectives  I  =  iX^di. 

Prenons  par  exemple  le  cas  d'un  fluide  indéfini  dans  tous  les 
sens,  parallèlement  au  plan  des  xy\  on  pourra  appliquer  à  l'en- 
semble des  tubes  les  théorèmes  précédents.  Par  exemple,  le  centre 
de  gravité  G  du  système  de  tubes  est  immobile  ;  ce  point  a  des 
coordonnées  x§,y§  données  par  les  formules  (G),  qui  deviennent 
actuellement 

x0   !    !  Çda  =   I  J  aÇda, 


roffz  d°  =jfh  s dq> 


en  remplaçant  chaque  intensité  I*  par  sa  valeur  iX^dv. 

Tube  cylindrique  homogène  dans  un  liquide  indéfini.  —  Soit, 
par  exemple,  un  seul  tube  ayant  pour  base  un  cercle  S  de 
centre  G  (fig.  344)  etde  rayon  R  :  supposons  qu'en  chaque  point 
du  cercle  S  le  tourbillon  ait  une  valeur  constante  Ç,  le  tour- 
billon étant  nul  à  l'extérieur.  Cherchons  la  distribution  des  vi- 
tesses. Tout  d'abord,  le  centre  de  gravité  qui  se  confond  avec  le 


(')  Brillouin,    Recherches   récentes   sur    diverses    questions   d'Hydrodyna- 
mique, 1891,  p.  18. 
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centre  G  du  cercle  eslfixe.  Ensuite,  il  est  évident,  par  raison  de 
symétrie,  que  la  vitesse  W  d'un  élément  quelconque  P  est  per- 

Fig.  344. 


pendiculaire  à  GP  et  fonction  de  x,  y  seulement;  le  mouvement 
est  permanent.  Pour  avoir  W,  prenons  la  circulation  le  long  d'une 
circonférence  G  décrite  de  G  comme  centre,  avec  GP  =  r  comme 
rayon;  cette  circulation  est 

/»A  +  ^=/wi».(W,4)=«rW. 

D'autre  part,  d'après  le  théorème  de  Slokes,  elle  est  égale  (n°  756) 
à  l'intégrale  double 


(27) 


,//<* 


étendue  à  l'aire  du  cercle  G.  Deux  cas  sont  à  distinguer  : 

i°  Le  point  P  est  extérieur  au  tube  de  tourbillon  S,  r  >>R; 
alors  l'intégrale  double  (27)  est  étendue  seulement  à  l'aire  du 
cercle  de  base  S,  car,  en  dehors  de  S,  Ç  =  o.  Comme  dans  S, 
Ç  est  constant,  l'intégrale  double  (27)  est 


2ÇttR2, 


et  l'on  a 
(28) 


r 


(r>R). 


20  Le  point  P  est  intérieur  au  tube  de  tourbillon  S,  r<R; 
alors  l'intégrale  (27)  est  étendue  à  l'aire  du  cercle  G  de  rayon  r, 
et,  comme  £  est  constant,  elle  a  pour  valeur 


2^-/'2. 


III, 


32 
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Egalant  cette  expression  à  la  circulation,  on  a 
(29)  W=Çr        (r<R). 

Le  cercle  liquide  servant  de  base  au  tube  de  tourbillon  tourne 
donc  autour  de  son  centre  avec  une  vitesse  angulaire  Ç. 

Ces  deux  formules  (28  et  29)  donnent  la  même  valeur  pour 
r  =  R;  ce  que  nous  pouvions  prévoir,  car  la  vitesse  varie  d'une 
manière  continue  dans  le  liquide. 

Fonction  de  courant.  —  En  appelant  d  la  fonction  de  courant, 
nous  avons  posé  (n°  781), 

dty  =  u  dy  —  v  dx. 

Si  l'on  prend  comme  origine  le  point  G  en  désignant  par  8 
l'angle  polaire  ,rGP,  on  a 

i   x=       /'cosô,  y  =  /'sin0, 

(3o) 

I   u=—  vVsin6,         v  =  WcosO, 

d'où 

dty  =  _  W  dr. 

Si  le  point  P  est  extérieur  au  tube,  on  a  (formule  28) 

d<\>  =  —  l  —  dr,         ty  =  —  Ç  R2  Logr; 

si  le  point  est  intérieur  au  tube  (formule  29) 

d<\>  =  —  t>rdr,         ^=  — 1Ç/-2, 

Il  serait  alors  aisé  de  vérifier  que,  comme  nous  l'avons  indiqué 

1  f         r  1      /  f-Tkl    \        1  '       /      ^2  ^  ^2  ^  11 

pour  le  cas  gênerai  (n°  /yi),  la  quantité  Tjj  "+"  3~7  est   nulle    en 

dehors  du  tube  et  égale  à  —  2Ç  dans  le  tube. 

A    V extérieur  du   tube,   il  existe   une   fonction    des    vitesses 

donnée  par 

do  =  u  d.v  -h  v  dy  =  W  r  dd , 

comme  il  résulte  des  formules  (3o);  on  a  donc,  d'après  l'expres- 
sion (28)  de  VV, 

do  =  ÇRV/0,         cp  =  ÇR2  6. 

On  peut   vérifier  que,  à   l'extérieur,   cp  -f-  ?'<]>   est   une  fonction 
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de  x  -f-  iy  ;  en  effet, 

cp  -+-  ity  =  —  j'ÇR2  Log(cc  -+-  iy). 

A  V intérieur  du  tube,  il  n'existe  pas  de  potentiel  des  vitesses, 
car  le  mouvement  y  est  rotationnel. 

794.  Cas  d'un  liquide  limité  par  des  cloisons  perpendiculaires 
au  plan  des  xy,  —  Si  le  liquide  n'est  pas  indéfini  parallèlement 
au  plan  des  xy,  on  peut  employer  des  considérations  analogues  à 
celles  du  n°  775  pour  un  liquide  dans  un  vase  quelconque. 

On  peut  aussi  se  servir  de  la  méthode  des  images  dans  certains 
cas  simples. 

Supposons,  par  exemple,  un  liquide  limité  par  une  cloison  plane 
indéfinie  perpendiculaire  au  plan  xOy  et  ayant  pour  trace  la 
droite  CD  (fig-  343),  le  liquide  recouvrant  toute  la  partie  du 
plan  des  xy  au-dessus  de. CD.  Imaginons,  dans  ce  liquide,  un  seul 
tube  de  tourbillon  infiniment  délié  ayant  pour  intensité  I  et  pour 
trace  A)  ;  cherchons  le  mouvement  de  ce  tube  et  la  distribution 
des  vitesses. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  distribution  des  vitesses  est  la  même 
que  si  la  cloison  n'existait  pas,  si  le  fluide  recouvrait  tout  le  plan 
des  xy  et  si  un  deuxième  tube  de  tourbillon  A.2,  symétrique  du 
premier  par  rapporta  CD,  existait  dans  le  liquide  indéfini  ainsi 
obtenu.  En  effet,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  (p.  486')  pour  le 
cas  où  deux  tubes  égaux  et  de  sens  contraires  se  meuvent  dans  un 
liquide  indéfini,  les  deux  tubes  tourbillons  décriraient  des  droites 
parallèles  à  CD  {fig.  343),  et  chaque  particule  placée  sur  CD 
aurait  sa  vitesse  W  dirigée  suivant  CD.  Dès  lors,  d'après  le  prin- 
cipe des  images,  on  peut  remplacer  CD  par  une  cloison  solide 
sans  rien  changer  au  mouvement  du  fluide  placé  d'un  côté  de  CD. 
La  proposition  est  donc  démontrée. 

795.  Exemple  de  mouvement  ondulatoire  rotationnel  d'un  liquide 
pesant  :  ondes  trochoïdales  de  Gerstner  (houle).  —  Nous  avons  traité, 
dans  le  §  I  de  ce  Chapitre,  le  mouvement  ondulatoire  irrotationnel  d'un 
liquide  pesant  en  employant  une  méthode  d'approximation.  Dans  le  cas  du 
mouvement  ondulatoire  rotationnel  d'un  liquide  pesant  de  profondeur 
indéfinie,  il  est  remarquable  qu'il  existe  une.  solution,  découverte  par 
Gerstner   en   1802,   qui    vérifie    rigoureusement  les  équations  du  mouve- 
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ment  (l).  L'exposé  de  cette  question  va  nous  fournir  une  application  inté- 
ressante du  système  des  variables  de  Lagrange. 

Soit  un  liquide  pesant,  de  profondeur  indéfinie,  animé  d'un  mouvement 
parallèle  au  plan  vertical  xOy,  l'axe  Ox  étant  horizontal  et  l'axe  Oy  ver- 
tical descendant.  Appelons  x,  y,  z  les  coordonnées  d'une  particule  liquide 
à  l'instant  t;  «,  6,  c  ses  coordonnées  initiales  :  comme  le  mouvement  est 
parallèle  au  plan  xOy,  x  et  y  dépendent  uniquement  de  a,  b,  t,  et  z  est 
constamment  égal  à  c. 

Les  équations  du  mouvement  (n°  726)  se  réduisent  alors  aux  deux  sui- 
vantes : 

i  dp  dîx  t   dp  d-y 

(    '  P^=—  ~dF-'        ~poy=g~~ottïy 

auxquelles  il  faut  joindre  Y  équation  de  continuité  D  =  i  (n°  694),  D  dési- 
gnant le  déterminant  fonctionnel  de  x,  y,  z  par  rapport  à  a,  b,  c.  Mais 
actuellement  on  a 

dz        àz  dz 

Z  =  C>  dol^db^0'  à~c=l> 

et  l'équation  de  continuité  se  réduit  à 

dx  dy        ôx  ôy 
^  da  db        db  da         ' 

on  pourrait  écrire  immédiatement  cette  équation  en  remarquant  que,  le 
liquide  étant  incompressible,  l'aire  occupée  par  une  partie  du  liquide  dans 
le  plan  xOy  reste  invariable  dans  le  mouvement. 

On  peut  vérifier  les  équations  (3i)  et  (32)  en  prenant  pour  x  et  y  les 
expressions  suivantes  : 

x  =  a  -h  —  e~k$  sin/c(a  -f-  st), 

y  =  p  -+-  y  e-*P  cos£(a  -+-  st), 

où  k  et  s  sont  des  constantes  absolues,  a  et  (3  des  constantes  dépendant  des 
coordonnées  initiales  a  et  b  et  non  du  temps  :  les  constantes  a  et  [3  sont 
supposées  définies  en  fonction  des  coordonnées  initiales  de  façon  que, 
pour  t  =  o,  x  et  y  prennent  les  valeurs  a  et  b  : 


(34) 


a  =  ce  -+-  y  e~/i'$  s'mka, 
I  b  =  {3  h-  y  e_APcos/ca. 


(')  Voyez  Basset,  Treatise  on  Hydrody nanties,  t.  II,  p.  148. 
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Pour  simplifier  les  calculs,  il  est  plus  commode  de  prendre  comme  va- 
riables indépendantes  a,  (3  et  t  au  lieu  de  a,  6,  t,  les  variables  a  et  b  étant 
données  en  fonction  de  a  et  (3  par  les  formules  (34). 

La  pression  /?,  à  l'instant  t,  en  un  point  (x,y),  est  une  fonction  de  x, 
y^  t\  mais  x,  y  sont  des  fonctions  de  a,  p,  f;  on  a  donc 


dp 
dy 

dp  dx        dp  dy 

dx  à  y.         dy  dy 

dp 

dp  dx        dp  dy 

dx  dfi        dy  d$ 

En  remplaçant  dans  les  deuxièmes  membres   de   ces   deux   relations  — 

dx 

et  —  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (3i)  du  mouvement,  on  obtient 
dy 

les  équations  du  mouvement  sous  la  nouvelle  forme 

d    (  p  \  d2 x  dx        d^y  dy 

gy 


da  \  p        nj  )  de    da.  dt^    dy. 

d    /  p  \  d2  x  dx        d'2y  dy 

-'gy)  =  - 


d§  \p        OJ  J  dt^    d$         de    d$' 

enfin  l'équation   de  continuité  (32)   se  transforme  facilement  à  l'aide  des 
relations  telles  que 

dx        dx  da  dx  dft 

da        dy   da  d3  da 


f  dx  dy        dx  dy\   f  dy    dfi        dy  d$\ 


et  elle  devient 


\ dy   d$        dfi  dy  J  \da  db        db  da  / 

comme  on  le  vérifie  directement  et  comme  il  résulte  de  la  propriété  bien 
connue  des  déterminants  fonctionnels  : 

d(x,  y)        d(x,y)  d(ct,$) 
d{a,b)         d(oc,  (3)    d(a,b) 

D'après  cela,  l'équation  de  continuité  revient  à  écrire  que  l'on  a 

{^\  dx  dy  __dx  dy  _ 

K      }  dy   d$        d$  dx  ' 

A  étant  une  constante  indépendante  de  t. 

Cela  posé,  les  expressions  (33)  de  x  et  y  permettent  de  vérifier  les  équa- 
tions (35)  et  (36). 

dx     dx 
D'abord  ces  équations  donnent,  pour  —  ?  -t-t-  >  •  •  •  >  des  valeurs  qui,  por- 
c/a    dp  1 
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tées  clans  l'équation   de   continuité   (36),    donnent,   après   des   réductions 
faciles, 

dx  dy        dx  dy  _9/-« 

te   dp  "~  J[3  Jo~  =  i  —  6         ' 

équation  qui  est  bien   de   la   forme  (36)  où   le  deuxième  membre  est  con- 
stant. 

ôx  ct^  x 

Ensuite  ces  mêmes  équations  (33)  fournissent,  pour  — -,  •  •  • ,  — — ,  •  •  •  ? 
1  x  l  da  atz 

des  valeurs  qui,  portées  dans  les  équations  du  mouvement  (35),  donnent 

4  (  -  —g?)  =  ks%e~W  cos/:(a  -+-  st)  —  ks*e-*W. 

Ces  formules  donnent  les  dérivées  partielles  de  —  —  gy  par  rapport  à  a 

et  (3,  ces  dérivées  étant  prises  en  regardant  t  comme  constant.  On  a  donc, 
en  intégrant, 

-  —  gy  =  —  s2e-*Pcos£(a-f-s£)+  -s2e-2/'P  +  G, 

P  » 

où  G  est  indépendant  de  a   et    [3   mais  pourrait  contenir  t.  Remplaçant^ 
par  son  expression  (33),  on  a  la  pression  en  fonction  de  a,  [3,  t  : 

(37)  £  =^P  +  (|—  *Ac-*PcosA(a  +  *0+  -*2<?-2*P+C. 

Sur  la  surface  libre,  la  pression  doit  avoir  une  valeur  constante  égale  à 
la  pression  atmosphérique  pa. 

Pour  satisfaire  à  cette  condition,  prenons  pour  G  une  constante  indépen- 
dante de  t  et  assujettissons  les  constantes  k  et  s,  jusqu'ici  quelconques,  à 
vérifier  la  relation 

(38)  f-52  =  °' 

qui  annule  le  coefficient  de  cosA"(a  h-  st).  La  pression  est  alors 

(39)  />  =  p(*P  +  i*»<r**P+cY 


où  G  est  déterminé  par  la  condition  p  =pa  sur  la  surface  libre.  D'après 
cette  formule  (3g),  on  voit  que  la  pression  est  indépendante  de  t  :  elle 
conserve  la  même  valeur  pour  une  particule  déterminée  du  liquide.  En 
outre,  comme/?  dépend  uniquement  de  j3,  les  surfaces  de  niveau,  />  =  const. , 
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sont   les   surfaces    (3  =  const.    En   particulier,  la  surface  libre  se  compose 
des  molécules  pour  lesquelles  (3  a  une  valeur  constante  particulière  (30. 

Forme  de  la  surface  libre  —  Sur  la  surface  libre,  (3  prend  une  valeur 
constante  (30.  Une  particule  de  la  surface  libre  au  temps  t  a  donc  pour 
coordonnées 


(4o) 


x  =  a  -+-  j  e~k$o  sin£(a  -+-  st), 
k 


y  =  (30-h  -e~Afo  eos£(a  -+-  st). 


Pour  une  particule  déterminée,  a  reste  constant.  Inversement,  on  ob- 
tiendra à  un  instant  t  les  diverses  particules  de  la  surface  libre  en  don- 
nant à  t  une  valeur  numérique  et  faisant  varier  a  de  —  oo  à  -+-  oo  .  La  sur- 
face libre  est  alors  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires 
au  plan  des  xy  et  dont  la  trace  sur  ce  plan  est  la  courbe  définie  par  les 
équations  (4o),  dans  lesquelles  t  est  constant  et  a  variable.  Construisons 
d'abord  cette  courbe  à  l'instant  initial  t  =  o.  Alors  x  et  y  prennent  des 
valeurs  a,  b,  et  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  libre  à  l'instant 
initial  sont 


(40 


a  =  a  -h  T  e~k%  sin  /ca, 
b  =  %-+-  j  e~k$o  cos£a. 


Fig.  345. 
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La  courbe  décrite  par  le  point  M  (a,  b)  quand  a  varie  est  une  trochoïde 
ou  cycloïde  raccourcie,  c'est-à-dire  la  courbe  décrite  par  un  point  de 
l'intérieur  d'un  cercle  roulant  sur  une  droite  fixe.  En  effet,   imaginons  un 

cercle  de  rayon  r  =  j-  roulant  sur  une  droite  horizontale  AB  d'ordonnée 


y=K 


F 


au-dessous  de  cette  droite.  Soit  M  un  point  invariablement  lié  au  cercle  à 
une  distance 


(42) 


CM  =  I  e-Wo 
k 


du  centre  &(Jig.  345).  Supposons  que,  le  point  de  contact  du  cercle  étant 
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en  À  sur  Oy,  le  point  décrivant  M  soit  également  sur  O y  en  P  au-dessous 
du  centre  G0.  Le  cercle  ayant  roulé  sur  AB  de  façon  que  son  point  de  con- 
tact avec  AB  soit  venu  en  D,  le  point  de  la  circonférence  primitivement 
en  A  est  venu  en  N,  et  l'arc  DN  est  égal  à  AD  :  si  l'on  appelle  a  la  lon- 
gueur AD,  l'angle  au  centre  NGD  =  o  est  tel  que  rcp  =  a,  d'où,  d'après  la 
valeur  de  r,  o  =  ka.  Les  coordonnées  de  M  sont  alors 

a  =  a.  -h  CM  si  n  co, 

b  =  (30-h  CMcoscp; 

en  remplaçant  CM  par  sa  valeur  (4^)  et  <p  par  ktx,  on  a  précisément,  pour 
le  lieu  de  M,  la  courbe  (40  à  construire. 

Le  point  M  est  nécessairement  à  l'intérieur  du  cercle  roulant,  car,  s'il 
était  sur  la  circonférence  ou  à  l'extérieur,  la  courbe  aurait  des  rebrousse- 
ments  ou  des  points  doubles,  ce  qui  est  physiquement  impossible.  D'après 
cela,  CM  est  moindre  que  r,  ce  qui  exige  e-A'Po<i,  [30>o. 

Nous  avons  ainsi  la  courbe  PMQ,  dont  une  ondulation  seulement  est 
tracée,  formant  la  trace  de  la  surface  libre  sur  le  plan  xOy  à  l'instant  t  =  o. 
Dans  cette  courbe,  la  longueur  d'onde  /,  c'est-à-dire  la  distance  PQ  entre 
les  fonds  de  deux  creux  consécutifs  P  et  Q,  ou  les  sommets  de  deux  vagues 
consécutives,  est  égale  à  la  longueur  de  la  circonférence  roulante 

(43)  J=PQ  =  27W'=  ^. 

Cherchons  maintenant  la  forme  de  la  surface  libre  à  l'instant  t  :  nous 
allons  voir  que  cette  surface  a  pour  trace  la  même  courbe  qui  se  serait 
transportée  parallèlement  à  O x  d'une  longueur  st.  En  effet,  dans  les  équa- 
tions (4o),  où  t  a  une  valeur  numérique  et  où  a  est  un  paramètre  variable, 
faisons  le  changement  de  paramètre 


st 


les  équations  deviennent 


st  h-  a'  -h  -  e~k$o  sin  k%\ 
k 


!x  - 
y  =  (30-h  y  e-f'fio  coska'. 

k 

Quand  a'  varie  de  —  oo  à  -t-  oo  ,  le  lieu  de  ce  point  (x,y)  est  identique 
au  lieu  du  point  (a,  è),  défini  par  les  relations  (40?  qu'on  aurait  transporté 
d'une  longueur — s£,  parallèlement  à  Ox.  La  vitesse  de  propagation  de 
l'onde  est  donc 

dt 
D'après   la  relation  (38),  qui  lie  s  et  k,  on  a,  en  y  remplaçant  s  par  V 
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2  7T 


et  k  par  sa  valeur  (43)  ~  > 


/il. 


2  7T 


Quant  à  la  durée  T  de  l'ondulation,  elle  résulte  immédiatement  des  ex- 

2  TC 

pressions  (33)  de  x  et  y,  qui  ne  changent  pas  quand  t  augmente  de  -j—  ; 
donc 

T  =---    =    -=    4/    27T-. 

À.v        V        V  g 

Ces  quantités  V  et  T  ont  donc  les  valeurs  que  nous  avons  déjà  trouvées 
(n°  787)  pour  la  vitesse  de  propagation  et  la  période  d'une  onde  simple 
progressive  à  la  surface  d'un  liquide  pesant  de  profondeur  indéfinie. 

Houle.  —  L'onde  que  nous  venons  d'étudier  analytiquement  constitue 
le  phénomène  appelé  houle  (1).  C'est  ce  qu'on  verra  en  détail  dans  l'Ou- 
vrage de  M.  Guyou  intitulé  :  Théorie  du  navire,  2e  édition,  Berger- 
Levrault,  1894,  p.  261-284,  où  l'on  trouvera  la  théorie  de  la  houle  exposée 
par  une  méthode  élémentaire  des  plus  élégantes  que  le  défaut  de  place 
nous  empêche  de  reproduire. 

Trajectoires  des  particules.  —  D'après  les  équations  (33),  pour  suivre 
une  particule  déterminée  sans  son  mouvement,  il  faut  donner  à  a  et  (3  des 
valeurs  constantes  et  faire  varier  t  :  la  trajectoire  d'une  particule  est  donc 
le  cercle 

(,r_  a)2+(JK_p)2==  J-g-*Ap 

k.i 

de  centre  (a,  (3)  parcouru  dans  le  temps  T.   Le  rayon  -  Hf  de  ce  cercle 

décroît  et  tend  vers  zéro  quand  son  centre  descend,   c'est-à-dire  quand  la 
profondeur  augmente. 

Tourbillon.  —  Le  mouvement  que  nous  venons  d'étudier  est  rotation- 
nel. En  effet,  les  projections  u,  v  de  la  vitesse  d'une  particule  sont 

[   u=  —  =       se~k$  cos/t(a-i-  st), 
at  \  » 

(45)  d 

I   v  =  -~-  =—  se-k$  sin/-(a-h  st). 

On  peut  considérer  u  et  v  comme  des  fonctions  de  x  et  y\  d'ailleurs,  x 
et  y  sont  fonctions  de  a  et   (3  par  les  équations  (33).   On  a  donc,   à  un 


(!)  Voir  Bertin,  Sur  la  théorie  et  l'observation  de  la  houle  et  du  roulis. 
Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  u  avril  1870;  Mémorial  du  Génie 
maritime,  1873. 
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instant  t, 

du        du  dx        du  dy 

dv.         dx  Oa         Oy  d% 

du        du  dx        du  dy 
d$  =  dx  d$  +  ~vy  d$  ' 

Résolvant  par  rapport  a  —  en  tenant  compte  de  1  équation  de  conti- 
nuité, on  a 

du  dx        du  dx  _  ,  fi    du 

dx  dfi  ~  d$  dû  ==_  (I_  e~      'ty' 

On  trouve  de  même 


dv   dy        dv  dy  _ %ko^àv 

dû  d£~  d$  dû  = '  {l~~e       ?>dx' 

En  ajoutant,  on  obtient,  dans  le  deuxième  membre,  le  double  du  tour- 
billon 2Ç 


du  dx        du  dx        di>  dy        dv  dy 
dy.   T$  ~~  d$  dû  ^~  ôz  dp  ~~  d$  dû 


=  -2(1  — e-2*P)Ç. 


En  calculant  le  premier  membre  d'après  les  valeurs  (33)  et  (45)  de  x, 
y,  u,  p,  on  trouve 


Ç  =  ks 


iA-p 


1  —  e-*ty 


expression  différente  de  zéro.  On  voit  que  la  grandeur  du  tourbillon  di- 
minue quand  la  profondeur  augmente. 


EXERCICES. 


1.  Étudier  le  mouvement  des  particules  liquides  dans  un  clapotis,  mouvement 
ondulatoire  résultant  de  deux  ondes  progressives  simples  identiques,  mais  de 
vitesses  opposées  (  n°  788). 

Réponse.  —  Les  trajectoires  des  particules  sont  des  segments  de  droites  dont 
on  étudiera  l'inclinaison  sur  l'horizon  (voir  Nau,  Thèse,   1897). 

2.  Mouvement  de  trois  tubes  de  tourbillon  infiniment  déliés  dans  un  liquide 
indéfini  qui  se  -meut  parallèlement  à  un  plan  fixe. 

On  résoudra  ce  problème  en  appliquant  les  équations  générales  (21)  au  cas  de 
trois  tubes  (  n°  792). 

Le  problème  se  ramène  à  des  quadratures,  comme  on  peut  le  prévoir  d'après 
le  théorème  du  dernier  multiplicateur  (Chap.  XXV).  (Voir  Grôbli,  Inaugural 
Dissertation,  Gœttingen,  1877;  Kirchhoff,  Mechanik,  p.  260;  Poinc are,  Leçons 
sur  la  théorie  des  tourbillons,  p.  84.) 
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3.  Mouvement  d'un  seul  tube  de  tourbillon  infiniment  délié  At  dans  un  liquide 
qui  se  meut  parallèlement  au  plan  xOy  et  qui  est  limité  par  deux  cloisons  Ox 
et  Oy  formant  un  dièdre  droit. 

Réponse.  —  Le  mouvement  est  le  même  que  si  le  liquide  recouvrait  tout  le 
plan  xOy  et  contenait  quatre  tourbillons  placés  aux  sommets  d'un  rectangle,  le 
tourbillon  A,  et  ses  symétriques  A2,  A3,  A4  par  rapport  aux  axes  et  au  point  O. 
(Application  du  principe  des  images  analogue  à  celle  du  n°  794.) 

4.  Dans  la  houle  du  n°  795,  vérifier  que  le  niveau  de  l'eau  à  l'état  d'équilibre 
est  au-dessous  de  la  ligne  des  centres  C0G  du  cercle  générateur  de  la  trochoïde 
{fig>  345). 

Réponse.  —  On  démontre  que,  dans  l'étendue  d'une  onde  PQ,  les  aires  des 
sections  des  vagues  au-dessus  de  C0C  sont  moindres  que  les  aires  des  sections 
des  creux  au-dessous.  La  différence  entre  ces  deux  aires  est  égale  à  l'aire  du  cercle 
de  rayon  CM.  Le  niveau  de  l'eau  à  l'état  d'équilibre  doit  être  tel  que  les  aires, 
des  sections  des  vagues  au-dessus  du  niveau  soient  équivalentes  aux  aires  des 
sections  des  creux  au-dessous.  (Guyou,  Théorie  du  navire,  2e  édition,  p.  270.) 

5.  Tourbillon  elliptique  de  Kirchhoff.  —  Dans  le  mouvement  d'un  liquide 
indéfini  parallèlement  à  un  plan  fixe,  il  peut  exister  un  seul  tube  de  tourbillon, 
homogène,  c'est-à-dire  tel  que  Ç  ait  la  même  valeur  en  tous  ses  points,  ce  tube 
ayant  pour  section  droite  une  ellipse  de  grandeur  invariable  qui  tourne  d'un 
mouvement  uniforme  autour  de  son  centre  avec  la  vitesse  angulaire 


0+  b)' 


a  et  b  désignant  les  axes  de  l'ellipse.  Les  diverses  particules  décrivent  des  cercles 
non    concentriques    avec  la  vitesse   angulaire  -i\.   {Voir  Kirchhoff,  Mechanik, 
p.  261,  264.  ) 
Pour  a  =  b,  on  retrouve  les  résultats  de  l'exemple  du  n°  793. 

6.  Appliquer  aux  équations  canoniques  définissant  le  mouvement  des  tubes  de 
tourbillon  infiniment  déliés  (p.  48J)>  les  théorèmes  généraux  sur  les  équations 
canoniques  (Chap.  XXV).  (Voir  une  Note  de  M.  Ernesto  Laura,  Accademia 
Reale  délie  Scienze  di  Torino,  11  mai  1902.) 
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CHAPITRE  XXXVII. 

NOTIONS  SUR  LA  THÉORIE  DE  L'ÉLASTICITÉ. 


796.  Généralités  et  indications  bibliographiques.  —  La  théorie 
de  l'élasticité  a  pour  but  l'étude  des  déformations  que  subissent 
les  corps  sous  l'action  de  forces  extérieures.  Les  principaux 
fondateurs  de  cette  théorie  sont  Navier,  Cauchj,  Poisson,  Lamé, 
Clebsch,  Lord  Kelvin  (sir  W.  Thomson),  Kirchhoff,  Saint- 
Venant. 

Nous  nous  limiterons  ici  au  cas  élémentaire  où  les  forces  défor- 
mantes sont  assez  petites  pour  que  la  déformation  puisse  être 
regardée  comme  infiniment  petite.  Dans  ce  cas,  la  distribution 
intérieure  des  efforts  est  liée  à  celle  des  déformations  par  la  loi 
dite  de  Hooke.  Mais  la  considération  de  ce  cas  est  loin  d'être  suf- 
fisante pour  les  applications  :  en  suivant  une  voie  ouverte  par 
Lord  Kelvin  (W.  Thomson)  ('),  on  peut  rattacher  la  théorie  des 
déformations  finies  aux  principes  de  la  Thermodynamique,  par 
l'introduction  de  V énergie  de  déformation:  c'est  ce  qu'ont  fait 
M.  Boussinesq  (2),  M.  Brillouin  (3)  et  MM.  Eugène  et  François 
Cosserat  (4).  On  peut  espérer,  en  suivant  cette  A^oie,  arriver  à 
l'explication  des  faits  singuliers  que  M.  Considère  a  signalés  (3), 


( x  )  On  the  thermo-elastic  and  thermo-magnetic  properties  of  matter  (  Ma- 
thematical  and  Physical  Papers,  de  Lord  Kelvin,  t.  I). 

(2)  Mémoires  présentés  par  divers  savants  à  l'Académie  des  Sciences,  t.  XX. 

(3)  Déformations  homogènes  finies;  énergie  d'un  corps  isotrope  {Comptes 
rendus,  t.  CXII,  1891).  —  Leçons  sur  l'Élasticité  et  l'Acoustique,  Toulouse,  li- 
brairie Labouche,  i884-i885. 

(4)  Sur  la  théorie  de  l'élasticité  (premier  Mémoire)  (Annales  de  la  Faculté 
des  Sciences  de  Toulouse,  t.  X,  1896.  Gauthier-Villars). 

(5)  Commission  des  méthodes  d'essai  des  matériaux  de  construction  (iro  ses- 
sion, t.  II  et  III,  1895). 
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et  des  résultats  si  intéressants  par  leur  généralité  et  leur  régularité 
géométrique  que  W.  Lùders  (*  )  et  M.  le  colonel  Hartmann  (2)  ont 
fait  connaître. 

Le  problème  fondamental  de  la  théorie  de  l'élasticité  est  d'ex- 
primer les  efforts  dans  le  milieu  déformé  en  fouction  des  éléments 
caractéristiques  de  la  déformation  en  chaque  point,  afin  d'en  dé- 
duire les  équations  de  l'équilibre  ou  du  mouvement  du  milieu 
sous  l'action  de  forces  extérieures  données.  Si  l'on  appelle,  comme 
nous  l'avons  fait  au  Chapitre  XXXII,  x,  y,  z  les  coordonnées 
d'un  élément  avant  la  déformation  et  x{,  yK,  zK  les  coordonnées 
du  même  élément  après  la  déformation,  on  peut  écrire  les  équa- 
tions de  l'équilibre  ou  du  mouvement  en  prenant  comme  variables 
indépendantes  le  temps  t  et  les  variables  a?0y,,  z{  définissant  les 
positions  des  éléments  à  l'instant  t,  ou  le  temps  t  et  les  variables  x, 
y,  z  définissant  les  positions  initiales  des  éléments.  Le  système 
des  variables  £,  xiiyi1  zA  est  analogue  au  système  des  variables 
d'Euler  en  Hydrodynamique,  et  celui  des  variables  t,  x,y,  z  ana- 
logue au  système  des  variables  de  Lagrange.  Le  premier  système 
a  été  employé  parles  fondateurs  de  la  théorie;  M.  Boussinesq  (3) 
et,  après  lui,  M.  Brillouin  (4)  ont  montré,  par  des  méthodes  diffé- 
rentes, comment  on  peut  écrire  les  équations  dans  le  système  des 
variables  £,  x,  y,  z  :  les  équations  ainsi  obtenues  sont  exposées 
d'une  manière  simple  et  rapprochées  les  unes  des  autres  à  la 
page  zji  du  Mémoire  déjà  cité  de  MM.  Gosserat. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  nous  nous  bornerons  ici  au  cas 
des  déformations   infiniment   petites   :   nous   suivrons,    dans  ses 


(')  Ueber  die  Musserung  der  Elasticitàt  an  stahlartigen  Eisenstâben. . . . 
(Dinglers  Polytechnisches  Journal,  Bd  CLV,  S.  18.  Stuttgart,  1860.) 

(2)  Distribution  des  déformations  dans  les  métaux  soumis  à  des  efforts 
{Revue  d'Artillerie,  t.  XLV  et  XLVI,  189^-95).  Voir  également  le  compte  rendu 
des  séances  du  Congrès  international  des  méthodes  d'essai  des  matériaux  de 
construction,  tenu  à  Paris  du  9  au  16  juillet  1900,  à  l'occasion  de  l'Exposition 
universelle  (Paris,  Dunod);  et  l'Ouvrage  de  M.  Ch.  Duguet,  Déformation  des 
corps  solides  :  ire  Partie,  Statique  spéciale,  1882;  2e  Partie,  Statique  générale, 
i885.  (Paris,  Gauthier-Villars.) 

(3)  Théorie  des  ondes  liquides  périodiques,  p.  5 16  (Mémoires  présentés  par 
divers  savants  à  l'Académie  des  Sciences,  t.  XX). 

(4)  Déformations  homogènes  finies.  Énergie  d'un  corps  isotrope  (Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CXII,  p.  i5oo-i5o2;  1891). 
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grands  traits,  le  mode  d'exposition  élémentaire  adopté  par 
M.  Sarrau  dans  l'Ouvrage  intitulé  :  Notions  sur  la  théorie  de 
l'élasticité  (Gauthier- Villars,  1889). 

On  trouvera  de  nombreuses  indications  historiques  dans  le  Mé- 
moire déjà  cité  de  MM.  Cosserat  et  dans  l'Ouvrage  deTodhunter 
et  Pearson,  A  History  of  the  Elasticity  and  of  the  strength  of 
materials,  front  Galilei  to  the  présent  time. 


I.  —  ÉQUATIONS  DE  L'EQUILIBRE  ET  DU  MOUVEMENT  DES 
MILIEUX  ÉLASTIQUES  ISOTROPES  ET  HOMOGÈNES,  POUR 
DES  DÉFORMATIONS  INFINIMENT  PETITES. 

797.  Étude  des  efforts  intérieurs.  —  Nous  avons,  dans  le  Cha- 
pitre XXX,  étudié  la  distribution  des  efforts  intérieurs  aux  divers 
points  d'un  milieu  continu.  Nous  avons  vu  que,  pour  connaître 
à  chaque  instant  en  chaque  point  du  milieu  l'effort  T  de  qui 
s'exerce  sur  la  face  négative  d'un  élément  da  dont  la  normale  a 
pour  cosinus  directeurs  a,  [3,  y,  il  suffit  de  connaître,  à  chaque 
instant  ty  six  fonctions  Nfl ,  N2,  N:t,  T\ ,  T2,  T3  des  coordonnées  du 
point;  on  a  alors,  pour  les  projections  de  l'effort  T  rapporté  à 
l'unité  de  surface, 

l   Tx=N,a-+-T,pH-T,Yï 
(1)  Tr=Tla  +  Ntp-hTlïï 

f  T-  =  T2aH-T1p-+-N3Y. 

Nous  appellerons  état  naturel  du  système  continu  la  configu- 
ration du  système  dans  laquelle  tous  les  efforts  intérieurs  sont 
nuls,  c'est-à-dire  dans  laquelle  N, ,  N2,  N3,  T4 ,  T2,  T3  sont  nuls  en 
tous  les  points. 

Imaginons  qu'on  déforme  le  système,  à  parti/'  de  cet  état  na- 
turel, en  lui  appliquant  des  forces  extérieures  qui  peuvent  être 
des  forces  analogues  à  des  pressions  appliquées  aux  éléments  delà 
surface  extérieure  du  milieu,  et  des  forces  analogues  à  des  poids 
appliquées  aux  éléments  de  volume.  Alors  chaque  point  du  milieu 
subit  un  déplacement  u,  V,  W  que  nous  regarderons  comme  infi- 
niment petit;  de  telle  façon  que  l'élément  P,  qui,  à  l'état  naturel, 
avait  pour  coordonnées  x,  y,  z,  prenne  une  nouvelle  position  P, 


CHAPITRE    XXXVII.    —    SUR    LA    THEORIE    DE    L'ÉLASTICITÉ.       5o3 

de  coordonnées 

(Pi)  a?i  =  x  -+-  u,        yi=  y  ~^v,        z1=>z  -f- w. 

Dans  cette  nouvelle  configuration  du  système,  les  efforts  inté- 
rieurs ne  sont  plus  nuls  et,  en  chaque  point  P1  (xi ,  y4 ,  zh)  du  mi- 
lieu déformé,  les  six  quantités  N  et  T  définies  au  Chapitre  XXX 
prennent  des  valeurs  NJ,  N^,  NJ,  T] ,  TJ,  TJ  qui  sont  des  fonctions 
de  x{,  j'\,  zK  à  l'instant  considéré,  fonctions  qui  dépendent  de 
l'ensemble  des  déformations  subies  par  le  milieu. 

Pour  rappeler  que  ces  quantités  se  rapportent  au  point  xK,  yx , 
zt.  nous  les  affectons  de  l'indice  supérieur  i. 

Le  premier  problème  à  résoudre  est  de  trouver  en  chaque 
point  xK,yK,  z{  du  milieu  déformé  les  valeurs  deNJ,  NJ,  NJ,  TJ, 
TJ,  TJ  connaissant  la  déformation  du  système. 

Une  fois  ces  valeurs  trouvées,  on  aura  pour  les  équations  de 
l'équilibre  ou  du  mouvement  du  système  les  équations  suivantes 
identiques  aux  équations  (i4)  du  n°  616  : 


-h 

dxx 

-h 

dy\ 

dx± 

■+- 

=  Pi(Xi-Ji), 


S4=p,(z.-ji). 

oz\ 

où  p<  est  la  densité  du  système  au  point  P{(x^  yl7  z{)  après  la 
déformation,  X<,  Y0  Z4  la  force  intérieure  rapportée  à  l'unité  de 
masse  agissant  en  ce  point,  et  J'  l'accélération  en  ce  point,  accé- 
lération qui  est  nulle  dans  le  cas  de  l'équilibre.  Les  composantes 
de  l'accélération  s'expriment  d'une  manière  simple,  comme  il  suit  : 
on  a,  à  l'instant  £, 

(3)  Xi  =  x  -t- u,         /i  =  /  +  Y,  zx  =  z  -f- w, 

U,  V,  W  étant  des  fonctions  des  coordonnées  initiales  x,  y,  z  de 
l'élément  et  du  temps  t  :  pour  un  élément  déterminé,  x,  y,  z  coor- 
données de  l'élément  au  temps  t0  sont  des  constantes,  eta:h  j,, 
zK  sont  des  fonctions  du  temps  définies  par  les  équations  (3).  Les 
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projections  de  l'accélération  J1  de  l'élément  sont  donc 


d-  Y\         à2v 


dt*       '   dV- 

d'2Zi        <92w 
dt>-    =:    ~&t* 


où  nous  employons  pour  les  dérivées  de  u,  V,  W  le  d  de  ronde  afin 
d'indiquer  que  les  dérivées  de  u,  V,  W  par  rapport  à  t  sont  prises 
en  regardant  x,y,  z  comme  constants. 

Servons-nous  maintenant  de  ce  fait  que  la  déformation  consi- 
dérée est  infiniment  petite  :  il  en  résulte  que  xK,  y\1  z{  diffèrent 
infiniment  peu  de  x,  y,  z\  les  valeurs  des  quantités  N],  N.J,  NJ, 
T],  Ti,  TJ  au  point  P<  (xi}  yt,  z{)  diffèrent  infiniment  peu  de 
leurs  valeurs  N, ,  N2,  N3,  T4 ,  T2,  T3  au  point  P(.r,  y,  z),  et  les  dé- 

dN1     dT}  .  .         .  dNi 

rivées   partielles  -— l-,  -—?-,   •••  diffèrent   infiniment   peu   de  -r—  > 

-— ^>  •  •  ••  De  même,  la  densité  p1  et  la  force  X4 ,  Y1 ,  Z,  au  point  xK , 

jKu  zK  diffèrent  infiniment  peu  de  la  densité  p  et  de  la  force  X, 
Y,  Z  au  point  x,  y,  z.  Les  équations  (2)  peuvent  donc  être  rem- 
placées par  les  suivantes  qui  s'en  déduisent  en  écrivant  N4 ,  .  .  . , 
T3,  -  .  .  au  lieu  de  IN] ,  .  . . ,  T3,  .  .  . ,  p  au  lieu  de  p4 ,  X,  Y,  Z  au 
lieu  de  X<,  Y< ,  Z1  et  en  mettant  pour  J.J.,  J!.,  J!  leurs  expres- 
sions (4) 

ôNy       àT,       dT2  /  d*u' 


dx  ôy  àz  \  Ot- 

0T2    \    dT^        t)N3  /     __  ^w  ' 

dx  ôy  dz  \  df.'1 

Remarque  sur  la  définition  de  V état  naturel.  —  Nous  venons 
de  donner  une  définition  purement  théorique  de  l'état  naturel. 
On  peut  aussi,  et  c'est  ce  que  fait  par  exemple  M.  Poincaré  dans 
ses  Leçons  sur  V élasticité  (Carré  et  Naud,  1892),  considérer 
comme  état  naturel  un  étal  d'équilibre  contraint  quelconque 
obtenu  par  l'action  de  certaines  forces  et  supposer  que  l'on  dé- 
forme le  milieu,  à  partir  de  cet  étal,  en  faisant  agir  de  nouvelles 


CHAPITRE    XXXVII.    —    SUR    LA    THÉORIE    DE    l' É  L  A  STI C ITÉ  .       5o5 

forces.  Nous  reviendrons  sur  ce  point,  dans  un  cas  particulier,  à 
propos  de  la  superposition  des  déformations  infiniment  petites 

(n°803). 

798.  Expressions  des  N  et  des  T  en  fonction  des  éléments  de 
la  déformation.  —  Nous  allons  maintenant  exprimer  les  N  et  les  T 
en  chaque  point  P(#,  y,  z)  en  fonction  des  éléments  de  la  défor- 
mation. Cauchy  et  Poisson  ont  traité  ce  problème  en  adoptant 
l'hypothèse  des  forces  centrales,  c'est-à-dire  en  admettant  que 
deux  points  matériels  quelconques  du  milieu  s'attirent  ou  se  re- 
poussent suivant  une  certaine  fonction  de  leur  distance.  Cette 
même  hypothèse  a  été  adoptée  par  Lamé,  qui  a  admis  en  outre  que 
l'action  mutuelle  de  deux  points  quelconques  est  nulle  dans  l'état 
naturel,  et  que  ces  points  s'attirent  ou  se  repoussent  suivant  que 
leur  distance  est  supérieure  ou  inférieure  à  celle  qui  correspond 
à  l'état  naturel. 

Cette  hypothèse  de  Lamé  est  beaucoup  plus  particulière  que 
celle  que  nous  faisons  ici  en  admettant  que  les  efforts  intérieurs 
sont  nuls  dans  l'état  naturel,  car  nous  admettons  seulement  que 
les  forces  intérieures  agissant  sur  un  point  matériel  du  milieu  ont 
une  résultante  nulle  dans  l'état  naturel  et  non  qu'elles  sont 
nulles  séparément,  comme  le  fait  Lamé. 

Nous  faisons  en  outre,  sur  les  forces  intérieures,  une  deuxième 
hypothèse  que  nous  avons  déjà  discutée  (n°  609)  :  c'est  que  les 
actions  mutuelles  des  éléments  matériels  du  milieu  devien- 
nent nulles  dès  que  les  distances  mutuelles  de  ces  éléments 
sont  supérieures  à  une  longueur  très  petite  appelée  rayon 
d'activité  moléculaire. 

Par  suite  de  cette  dernière  hypothèse,  les  valeurs  des  quantités 
Ni?  No,  N3,  T,,  T2,  T3  en  un  point  P  du  milieu,  à  un  instant  £, 
dépendent  uniquement  de  la  déformation  d'un  élément  de  vo- 
lume très  petit  entourant  P  et  ne  dépendent  pas  de  la  déforma- 
tion du  reste  du  milieu. 

Appelons,  comme  plus  haut  (n°  683),  u,  V,  w  le  déplacement 
infiniment  petit  subi  par  un  point  P(#,  jk,  z)  à  partir  de  l'état 
naturel,  déplacement  qui  amène  ce  point  P  dans  une  position 
P<  (^i,JKi,  z*)  telle  que 

(6)  X{  =  X  +  U,  jKi=JK-i-V,  Si  =  Z  -f-W. 

III.  33 
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Nous  avons  vu,  dans  la  théorie  des  déformations  infiniment 
petites  (Chap.  XXXII,  §  IV),  que  la  déformation  infiniment 
petite  est  caractérisée  en  chaque  point  P(#,y,  ,s)  par  les  valeurs 
que  prennent  en  ce  point  les  six  fonctions  caractéristiques 


(7) 


du  dv                      âw 

dx  2       dy  ?                     dz 

dw       dv  du        dw                     dv       du 

'!        dy         dz  *2       dz         dx  '           ' 3  —  dx        dy' 


rappelons  que  e0  e2,  £3  sont  les  coefficients  des  dilatations 
linéaires  des  éléments  issus  de  P  et  parallèles  aux  axes  de  coor- 
données, et  que  la  somme  de  ces  trois  coefficients  est  égale  au 
coefficient  de  dilatation  cubique  8  au  point  P, 

0   =   £j  -h  £2  ~t~  £3  ; 

comme  la  somme  £1-f-£2  +  £3  a  ainsi  une  signification  physique 
en  chaque  point  P,  on  voit,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  qu'elle 
est  indépendante  de  V orientation  des  axes. 

Les  valeurs  de  N1?  N2?  N3,  T1;  T2,  T3  au  même  point  P  étant 
des  fonctions  de  la  déformation  d'un  élément  infiniment  petit 
entourant  P,  c'est-à-dire  de  la  déformation  au  point  P,  sont  des 
fonctions  des  six  quantités  en  e2,  e3,  y,,  y2,  y3  qui  caractérisent 
cette  déformation  : 

j  Ni  =  /i(ei,s,,  63,  Yi,Y2,Ys),  ••-, 
I  Ti  =  cp! (£l,  e2,  £3,  Ti,  Ï2,T8),  •  ••  ; 

les  quantités  Ni,  N2,  IN3,  Tl5  T2,  T3,  s'annulant  par  hypothèse 
dans  l'état  naturel,  doivent  s'annuler  quand  la  déformation  est 
nulle,  c'est-à-dire  quand  eiy  e2,  £3,  y< ,  y2,  y3  sont  nuls  à  la  fois. 
Gomme  £.,,  £2,£3,y0  y2,  y3  sont  infiniment  petits,  développons 
les  six  fonctions/^,  .  .  .,  cp,,  ...  des  formules  (8)  par  la  formule 
de  Mac-Laurin  :  nous  obtenons  des  séries  procédant  suivant  les 
puissances  positives  croissantes  de  £l5  £2,  £3,  y< ,  y2,  y3  ;  ces  séries 
ne  contiennent  pas  de  termes  constants,  car  elles  s'annulent  avec 
les  variables.  Négligeons  maintenant  les  termes  contenant  les 
carrés  et  les  produits  des  £  et  des  y;  nous  avons  finalement  pour 
les  N  et  les  T  des  expressions  linéaires  et  homogènes  en  e1}  e2,  e3, 
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Y  m  Ta,  y3  : 

Ni  =  A!  Si -h  A2£2+  A3  £3 -h  B^i-f-  B2Y2H-  B3y3, 


(9) 

Ti  =  aiii-h  a2 £2-1-  «3  £3  +  61Y1+  62Y2  +  ^.sY3" 

Dans  ces  formules,  les  coefficients  A, ,  A2,  . .  . ,  aK ,  a2l  ...  des  s 
et  des  y  sont  au  nombre  de  6x6  =  36.  Ces  trente-six  coeffi- 
cients dépendent  de  la  constitution  du  milieu  autour  du  point 
P(œ,y,z)',  pour  un  milieu  dont  la  constitution  varierait  d'un 
point  à  l'autre,  ces  coefficients  seraient  des  fonctions  de  x,  y,  z. 

Nous  supposerons  dans  tout  ce  qui  suit  que  le  milieu  est  homo- 
gène, c'est-à-dire  que  sa  constitution,  à  l'état  naturel,  est  la 
même  en  chaque  point.  La  densité  p  est  alors  constante;  en  outre, 
les  trente-six  coefficients  sont  des  constantes.  Le  nombre  de  ces 
coefficients  se  réduit  quand,  à  l'état  naturel,  la  constitution  du 
système  est,  autour  de  chaque  point,  symétrique  par  rapport  à 
certains  plans  ou  à  certains  axes. 

Cette  réduction  est  la  plus  grande  possible  quand  le  système 
homogène  est  en  outre  isotrope  :  c'est  le  cas  que  nous  allons  exa- 
miner en  détail. 

799.  Cas  d'un  système  homogène  et  isotrope.  —  Un  milieu 
homogène  est  dit  isotrope  quand,  à  l'état  naturel,  la  constitution 
du  milieu  autour  de  chaque  point  P  est  la  même  dans  toutes  les 
directions.  Dans  ce  cas,  autour  de  chaque  point  P,  la  constitution 
du  milieu  est  symétrique  par  rapport  à  tout  plan  passant  par  P  : 
le  nombre  des  coefficients  constants  qui  figurent  dans  les  rela- 
tions (9)  entre  les  N,  T  et  les  s,  y  se  réduit  alors  à  deux,  comme 
nous  allons  le  montrer. 

Nous  avons  vu  (n°  6'17)  que,  autour  d'un  point  P  d'un  milieu, 
la  distribution  des  efforts  peut  être  définie  par  une  certaine  qua- 
drique  directrice  (Q)  ayant  ce  point  pour  centre;  si  l'on  prend 
en  P  trois  axes  rectangulaires  Px',  V y' -,  Pzr  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées,  l'équation  de  cette  quadrique  est  [n°  617,  éq.  (17)] 

l  ?(*',/,  ^)  =  N,;r'2+N27'2  +  N3^ 

D'autre  part,  nous  avons  vu  (n°  668)  que  les  déformations  du 
milieu,  autour  du  même  point,  peuvent  être  définies  à  l'aide  d'une 
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autre  quadrique  (E),  appelée  ellipsoïde  des  dilatations,  ayant 
pour  équation,  par  rapport  aux  mêmes  axes  [n°  668,  éq.  (17)], 

I  ^(<y,^)  =  (.4-2so-'-'2+(i+-^2)y2 

{&  )  \ 

{  H-  (l+  1Z:i)z'-^r-  1*[\y'  Z'  -+-  1*(%z'  x'  -\-  l^x'  y'  =  1. 

D'après  les  expressions  (9)  des  N,  T  en  fonction  des  s,  y,  les 
coefficients  N(,  N2,  N3,  T,,  T2,  T3  de  la  première  quadrique  (Q) 
sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants 
des  coefficients  s,,  s2>  £:î?  Yij  Y2?  Y 3  de  la  deuxième  (E).  Comme 
le  milieu  est  isotrope,  la  constitution  du  système  autour  de  P  est 
la  même  par  rapport  à  n'importe  quel  système  d'axes  rectangu- 
laires issus  de  P.  La  liaison  entre  ces  deux  quadriques  est  donc 
indépendante  du  choix  des  axes.  Il  en  résulte,  au  point  de  vue 
analytique,  que,  si  l'on  prenait  un  autre  système  d'axes  de  di- 
rections Px",  Py'^  Pz",  les  équations  des  deux  quadriques  pren- 
draient les  formes 

(I  H-  ïz\)x"*  +  (  I  -H  It',)/'2  -h  (I  +  2  E3)V'2 

-+-  iixyz"+i^z"xn+  '2T»"=  1, 

et  les  relations  entre  les  coefficients  des  deux  quadriques  reste- 
raient les  mêmes,  c'est-à-dire  que  les  N;,  T' seraient  exprimés  en 
fonctions  linéaires  et  homogènes  des  e' ,  y'  par  les  mêmes  relations, 
avec  les  mêmes  coefficients,  que  les  N,  T  en  fonction  des  s,  y. 
C'est  ce  fait  que  nous  allons  exprimer.  Mais,  pour  éviter  des  cal- 
culs, nous  procéderons  géométriquement,  en  nous  servant  des 
deux  quadriques  (  Q)  et  (E)  (  l  ). 

Puisque  les  N,  T  sont  des  fonctions  des  s  et  des  y,  la  quadrique 
(Q)  est  déterminée  dès  que  l'on  connaît  la  quadrique  (E).  Nous 
allons  caractériser  géométriquement  la  liaison  entre  ces  deux 
quadriques  (Q)  et  (E),  en  montrant  que  cette  liaison  est  la  sui- 
vante :  les  deux  quadriques  ont  les  mêmes  plans  principaux  et 
les  mêmes  plans  de  sections  circulaires. 

Tout  d'abord,  les  deux  quadriques  ont  les  mêmes  plans  prin- 
cipaux. En  effet,  soient  PX,  PY,  PZ  les  directions  principales  de 
la  quadrique  (E)-,  cette  quadrique  étant  symétrique  par  rapport 
aux   plans  YPZ,  ZPX,  XPY,  les  déformations  autour  de  P  sont 

(')  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  mai  1902. 
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symétriques  par  rapport  à  ces  mêmes  plans;  donc  les  efforts  sont 
aussi  distribués  symétriquement  par  rapport  à  ces  plans,  et  la 
quadrique  directrice  des  efforts  admet  ces  mêmes  plans  comme 
plans  principaux. 

Imaginons  qu'on  prenne  les  axes  PX,  PY,  PZ  comme  axes  de 
coordonnées;  l'équation  de  la  quadrique  Q  devient 

(10)  *'(-X,  Y,  Z)  =  n1X*+/i2Y2-i-/23Z2  =  i 

et  celle  de  la  quadrique  (E) 

(u)       W(X,  Y,  Z)  =  (i  +  2e1)P+(i  +  2^)Y2  +  (i  +  2e;i)Z2=:  .. 

Les  coefficients  n{J  n2,  n3  de  la  quadrique  (Q)  sont,  dans  ce 
nouveau  système  d'axes,  donnés  en  fonction  des  coefficients  eKl 
e2l  e3  de  la  quadrique  (E)  par  les  formules  (9)  qui  sont  indépen- 
dantes du  choix  des  axes  :  comme,  actuellement,  les  valeurs  de  yi, 
Y2?  f3  sont  nulles,  on  aura,  en  particulier, 

n1  —  Ai^-h  A2e2-f-  A3e3. 

Mais,  si  l'on  permute  les  axes  PY  etPZ,  le  coefficient  nK  de  l'équa- 
tion (10)  ne  change  pas  et  les  coefficients  e2  ete3  de  l'équation  (11) 
se  permutent.  Donc  nK  ne  doit  pas  changer  quand  on  permute  e2 

et  <?3,  et  l'on  a 

A2  =  A3. 
Nous  aurons  alors 

/z,  =  A]  ei-r-  A2(e2-+-  e3), 
ou  encore 

(12)  ni  =  (Ai—  A2)ei-h  A2(ei-t-  e2+  ez). 

La  somme  eK  -\-  e2  +  e3  est  le  coefficient  de  dilatation  cubique  0 

au  point  P  : 

t)  =  e{  h-  <%+  e-i  =  s!-t-  £2H-  £3. 

Nous  écrirons  alors  l'expression  (12)  de  nK  : 
(i3)  ni  =  —  X6 —  2  fi.  ei, 

\  et  [j.  désignant  de  nouvelles  constantes.  En  permutant  circulaire- 
ment  les  axes  PX,  PY,  PZ,  c'est-à-dire  nu  n2)  ns  et  eK ,  e2,  e3, 
on  a 

/    ,,  l  n2=  —  XG  —  2|j.e2, 

(l4)  ia 

I   n3  =  —  À  6  —  i\xe%. 
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Dès  lors,  le  premier  membre  $(X,  Y,  Z)  de  l'équation  (10)  de 
la  quadrique  (Q)  est  lié  au  premier  membre  de  l'équation  (11) 
de  (E)  par  l'identité 

(i5)        *(X,  Y,  Z)  =  -  u.  W(X,  Y,  Z)  -  (X6  -  hO  (X«+  Y2  +  Z«), 

qui  montre  comment  l'équation  de  l'une  des  quadriques  se  déduit 
de  l'équation  de  l'autre. 

Si  l'on  revient  maintenant  aux  axes  primitifs  Vx' ,  Pjk'j  P^'>  la 
fonction  <Ï>(X,  Y,  Z)  se  transforme  en  <p(#',  y',  s'),  la  fonction 
W(X,  Y,  Z)  en  ù(x',  y' ',  s'),  et  enfin  X2+  Y2-f-  Z2  se  transforme  en 

L'identité  (i5)  donne  alors  la  suivante  : 

(16)     ?(*',  y,  z')  =  -  ^<v,  y,  z')-{\%-  u)  {x'^  y*  +  «'«), 

ou,  en  remplaçant  cp  et  ^  par  leurs  expressions  développées, 

Nia?'*-H  N2j'2h-  N3^'2+  2Tlt/V-f-  2T^'t'+  2T3a?y 

=  —  [Jt[(l+2£1)^'2+(l-[-2£2)7'2 

-h  (i  -h  2£3)^'2+  2Yij'^'-l-  Zfajtfx'-h  2Y3a?y] 
—  (X6—  (JL)(a7'2-H/2_h(Z'2)# 

En  écrivant  que  le  premier  membre  est  identique  au  second, 
on  a  les  relations 

f  Ni  =  — X6  —  2[j.£,,        Ti  =  — [jlyi, 
(17)  <  N2  =  — X6  —  2[Ji£2,        T2  =  —  p-Ya» 

(    N3  =  —  Xe  —  2^£3,  T3  =  —  fxy3, 

où 

0  =  ÎJ+  B2-+-  £3. 

Ces  relations  donnent,  pour  un  milieu  homogène  et  isotrope, 
les  expressions  des  N  et  T  en  fonction  des  s,  y  avec  deux  con- 
stantes \  et  {jl.  D'après  les  valeurs  des  £  et  y  en  fonction  de  u,  v, 
W  dans  le  cas  d'une  déformation  infiniment  petile  [éq.  (7)],  les 
expressions  ci-dessus  s'écrivent 

N3  =  —  XO  —  2  [a-— -,  T3  =  — {ji(—  ), 


dz  °  r\dx         dyj 


CHAPITRE    XXXVII.    —    SUR    LA    THÉORIE    DE    l' É  L  A  ST I  G  IT  É  .      5[I 

avec 

,      .  A        du        dv        t)w 

(iq)  6= h h  -— • 

v  v'  Ox        Oy         àz 

Résumé  des  liaisons  géométriques  entre  les  deux  quadriques. 
—  L'identité  (16)  montre  que  les  deux  quadriques  (Q)  et  (E)  ont 
les  mêmes  plans  de  sections  circulaires.  Cette  propriété  entraîne 
la  première,  à  savoir  que  les  deux  quadriques  ont  les  mêmes  plans 
principaux.  On  achèvera  de  caractériser  la  relation  qui  lie  les  lon- 
gueurs des  axes  des  deux  quadriques,  en  remarquant  que  l'on  a 

N,  -h  N2  H-  N3  =  —  ( 3 1  h-  9.  jji)  ( s!  -+-  s2 -h  £3 ). 

800.  Constantes  caractéristiques  d'un  milieu  élastique  homo- 
gène et  isotrope.  —  Les  deux  constantes  X  et  fj.  caractérisent  le 
milieu  élastique  isotrope  considéré.  Cauchy  (*),  en  adoptant 
l'hypothèse  des  forces  centrales,  a  montré  que  si  la  déformation 
a  lieu  à  partir  de  l'état  naturel,  on  a,  pour  les  solides, 

Mais  cette  conclusion,  fondée  sur  une  hypothèse  trop  étroite,  doit 
être  rejetée.  On  admet,  par  exemple,  dans  la  théorie  de  la  lumière, 
que  l'éther,  en  dehors  des  corps  cristallisés,  est  un  milieu  élas- 
tique isotrope  pour  lequel  À+2a  =  o.  D'autre  part,  pour  un 
fluide  parfait  élastique,  jjl  est  nul,  cardans  un  fluide  parfait  tous 
les  efforts  tangentiels  intérieurs  sont  nuls  :  les  quantités  Tl5 
T2,  T3  doivent  alors  toujours  être  nulles,  ce  qui  exige  [Ji  =  o. 

C'est   surtout  par  le  rapport  —    qu'est   caractérisé    un    milieu 

élastique  :  Kirchhoff  désigne  ce  rapport  par  ik\  MM.  Cosserat 
ont  introduit  le  nomhre 

t       X 

£  =  -  H-I. 

M.  Duhem  (Hydrodynamique,  Elasticité,  Acoustique,  t.  II, 
p.  2i3-2i4,  23i,  240)  discute  le  problème  et  met  en  évidence 
l'hypothèse  suivante,  souvent  adoptée  : 

|ji  >  o,         3  X  -4-  2  [j.  >  o, 


(')  Vroir  Anciens  exercices,  1828;  voir  également    Théorie  de  l'élasticité  des 
corps  solides,  par  Clebsch,  traduction  Saint-Venant,  p.  79. 
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c'est-à-dire 

îJ->  o,  £—  -  >0. 

La  même  question  est  aussi  envisagée  par  M.  Gesàro  (Introdu- 
zione  alla  teoria  matematica  délia  élasticité,  p.  34)- 

En  se  plaçant  à  un  point  de  vue  analytique,  on  peut  enfin  se 
demander  pour  quels  systèmes  de  valeurs  de  X  et  jjl  les  problèmes 
énoncés  aux  nos  801  et  80i2  ont  une  solution  unique. 

801.  Équations  de  l'équilibre  et  du  mouvement  intérieurs.  — 
En  remplaçant,  dans  les  équations  (5)  du  n°  797,  les  N  et  les  T 
par  les  valeurs  (18)  que  nous  venons  de  trouver,  on  obtient,  pour 
déterminer  les  déplacements  u,  v,  w  en  fonction  de  x,  y,  z.  t, 
les  équations  différentielles 

a+j^+^Au  +  pX^p  — , 
(20)  {  (Xh-  \l)j-  +  fxAv-4-pY  =  p^ 

(    +  ^dz  +  !J-Aw+PZ  =  P"^T' 

où  G  a  la  valeur  (19)  du  numéro  précédent  et  où  le  symbole  A, 
appliqué  à  une  fonction  F,  désigne,  comme  précédemment,  l'opé- 
ration 

d*F       d*F       O'-F 

A  F  = h ■  H • 

dx%         à  y'1         ds2 

Dans  chaque  problème  particulier,  il  faudra  Irouver  des  fonc- 
tions u,  V,  W  vérifiant  les  équations  différentielles  (20)  qu'on 
appelle  les  équations  indéfinies,  et  satisfaisant,  en  outre,  aux 
conditions  initiales  et  aux  conditions  aux  limites. 

Conditions  initiales.  —  Les  conditions  initiales  consistent  en 
ce  que,  à  l'instant  t  =  o,  les  positions  et  les  vitesses  des  points 

du  milieu  sontconnues  :  les  fonctions  u,  V,  W  et  leurs  dérivées  —  > 

1      1  dt 

-— ?  -r—  doivent  donc  prendre,  pour  £=o,  des  déterminations 
dt      dt  1  '    1  •> 

connues  en  x,  y,  z. 

Conditions  aux  limites. —  Les  conditions  aux  limites  consistent 
en  ce  que,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  les  éléments  de 
la  surface  extérieure  du  milieu  sont  assujettis  à  certaines  condi- 
tions :  il  peut,  par  exemple,  arriver  que  la  distribution  des  efforts 
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soit  connue  sur  la  surface,  ou  encore  que  les  déplacements  des 
points  de  cette  surface  soient  imposés  à  l'avance,  ou  enfin  que, 
pour  certaines  parties  de  la  surface,  on  connaisse  les  efforts,  pour 
les  autres  les  déplacements. 

Dans  leurs  Notes  des  Comptes  rendus  du  5  et  du  12  août  1901, 
MM.  Gosserat  ont  considéré  un  autre  genre  de  conditions  aux  li- 
mites, dans  lequel  une  combinaison  linéaire  du  déplacement  et 
de  V effort  serait  donnée  à  la  frontière;  ce  genre  de  conditions 
aux  limites  apparaît,  par  exemple,  dans  ce  que  les  ingénieurs  ap- 
pellent un  demi-encastrement . 

Nous  nous  bornerons  presque  exclusivement  à  Y  équilibre  élas- 
tique. 

II.  —  ÉQUILIBRE  ÉLASTIQUE. 

802.  Équations  de  l'équilibre  élastique.  —  Imaginons  un  milieu 
élastique  dans  l'état  naturel,  puis  déformons  le  système  en  faisant 
agir  des  forces  extérieures  :  i°  sur  les  éléments  de  sa  surface  exté- 
rieure; 20  sur  les  divers  éléments  de  volume.  Supposons  que,  dans 
ces  conditions,  le  système  prenne  un  état  d'équilibre  contraint, 
la  déformation  étant  infiniment  petite.  En  appelant  u,  v,  w  les 
déplacements  subis  par  un  point  quelconque  P(xyy,  5),  on  voit 
que  ces  quantités  ne  dépendent  pas  du  temps,  puisque,  après  la 
déformation,    les    particules    restent    immobiles.     Les    dérivées 

d'u  ,a  11 

-— -  y  •  •  •  sont  donc  nulles. 

otl 

Les  équations  générales  (20)  donnent  alors  les  équations  indé- 
finies de  l'équilibre  élastique  sous  la  forme 


(21) 


(     +  {X)~d~y  +  !J-Av  +  P^   =  °» 

(  X  -+-    \L)  -r-    -h  [JL  AW  -f-  p  Z    =0, 

.         du        ôv         ÔMV 

(i  = —   h h  — —  - 

\  03C        Oy  oz 

Pour  obtenir  la  déformation  subie  par  le  corps,  il  faudra  trouver 
des  fonctions  u,  v,  w  de  a?,  y,  z  vérifiant  ces  équations  et  satis- 
faisant aux  conditions  aux  limites. 
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Conditions  aux  limites.  —  Les  fonctions  u,  v,  w  doivent, 
sur  la  surface  extérieure  S  du  corps,  vérifier  des  conditions  qui 
peuvent  être  de  formes  diverses  : 

i°  Dans  certains  problèmes,  les  déplacements  des  points  de  la 
surface  sont  donnés  à  l'avance;  alors  u,  V,  "W  doivent  prendre, 
sur  la  surface  S  du  milieu,  des  valeurs  données  à  l'avance. 

2°  Dans  d'autres  problèmes,  on  donne  la  force  extérieure  élé- 
mentaire ¥ed<j  que  l'on  fait  agir  sur  la  face  extérieure  de  chaque 
élément  do-  de  la  surface  S  limitant  le  corps.  Soient  a,  (3,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  à  l'élément  da  vers  l'extérieur  de 
la  surface  S,  et  Xe<i<r,  Ye  é/c,  Ze  de  les  projections  de  la  force 
extérieure  Fed<7  appliquée  à  la  face  positive  de  do-.  L'élément  de 
est  attaché  au  milieu  par  sa  face  intérieure  ou  face  négative  :  sur 
cette  face  s'exerce  un  effort  provenant  de  l'action  du  milieu  sur 
cet  élément  et  ayant  pour  projections  : 

T-r  da,     Tj  c/<7,     T2  d<j, 
T^,  Tj,  Tz  étant  donnés  par  les  relations  (i) 


Comme  l'élément  considéré  da  est  en  équilibre,  les  forces  ap- 
pliquées sur  ses  deux  faces  se  font  équilibre  et  l'on  a 


Xe  d<i  -+-  Tx  de 
D'où  les  trois  conditions 
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(22) 


qui  doivent  être  remplies  en  tous  les  points  de  la  surface.  Si, 
dans  ces  conditions,  on  remplace  les  N  et  les  T  par  leurs  expres- 
sions (18)  en  fonction  des  dérivées  partielles  des  u,  V,  W,  on  ob- 
tient trois  relations  différentielles  que  doivent  vérifier  les  u,  V,  w 
sur  la  surface. 

Quand  les  conditions  aux  limites  sont  définies  de  cette  façon, 
les  forces  extérieures  données  Xoû(t,  Yo  <^t,  Zp  dz  et  Xe  ûfo-, 
Yed<r,  7jed<7,  appliquées  aux  éléments  de  volume  dz  et  aux  élé- 
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ments  superficiels  é/o-,  doivent  évidemment  vérifier  les  six  condi- 
tions d'équilibre  d'un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps 
solide,  puisque,  sous  l'action  de  ces  forces  extérieures,  le  système 
est  en  équilibre  après  sa  déformation. 

3°  On  peut  combiner  entre  elles  les  deux  espèces  de  conditions 
aux  limites  qui  précèdent.  On  peut,  sur  certaines  parties  de  la 
surface  S  du  milieu,  se  donner  les  déplacements  et,  sur  les  autres, 
les  forces  extérieures  lLed<7,  Yed<7,  Zied<7. 

4°  Enfin,  on  peut,  comme  l'ont  fait  MM.  Cosserat  (n°  801),  se 
donner  à  la  frontière  une  combinaison  linéaire  du  déplacement  et 
de  l'effort. 

Le  milieu  étant  donné,  ainsi  que  ces  conditions  aux  limites,  il 
existe  une  seule  déformation  possible  pour  des  valeurs  conve- 
nables de  X  et  p..  C'est  là  un  théorème  fondamental  que  l'on  a 
quelquefois  regardé  comme  évident  au  point  de  vue  physique, 
mais  qu'il  importe  de  démontrer  analytiquement.  Cette  démon- 
stration a  été  donnée  par  Betti  et  Kirchhoff  pour  certaines  condi- 
tions aux  limites  et  complétée  par  MM.  Cosserat  (voir  n°  809). 

Nous  admettrons  ici  ce  théorème.  Il  en  résulte  que  si,  par  un 
procédé  quelconque,  on  a  découvert  des  fonctions  u,  V,  W  de 
x,  y,  z  vérifiant  dans  le  milieu  les  équations  indéfinies  (21)  et 
sur  la  surface  les  conditions  aux  limites,  la  déformation  corres- 
pondante est  précisément  celle  que  subit  réellement  le  milieu. 
Cela  ne  veut  pas  dire  qu'il  n'y  a  jamais  qu'un  système  de  fonc- 
tions u,  V,  W  vérifiant  les  conditions  énoncées,  mais  que,  si  l'on 
a  un  système  particulier  de  fonctions  u,  v,  W  vérifiant  ces  condi- 
tions, le  système  le  plus  général  de  fonctions  qui  les  vérifie  repré- 
sente, pour  chaque  point,  un  déplacement  qui  s'obtient  en  com- 
posant le  déplacement  particulier  u,  v,  w  de  ce  point  avec  le 
déplacement  qu'il  subirait  dans  un  déplacement  d'ensemble  de  tout 
le  système  regardé  comme  un  solide  invariable  de  forme  (transla- 
tion et  rotation  infiniment  petites).  Tous  les  systèmes  de  dépla- 
cements ainsi  obtenus  doivent  être  regardés  comme  équivalents. 
Dans  le  cas  particulier  où  les  déplacements  eux-mêmes  sont 
donnés  à  la  frontière,  il  n'existe  qu'un  système  de  fonctions  u, 
V,  W  pouvant  vérifier  les  conditions  données. 

On  pourrait  dire  aussi  qu'aux  conditions  imposées  au  milieu 
correspond,  dans  le  milieu,  un  seul  système  de  déterminations 
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des  six  fonctions  s< ,  £2?  £35  Yij  Ys>  Y3  caractéristiques  de  la  défor- 
mation. 

803.  Superposition  des  déformations.  —  Les  équations  d'équi- 
libre et  les  conditions  aux  limites  sont  linéaires.  Par  conséquent, 
on  obtient  la  déformation  infiniment  petite  produite  à  partir 
de  l'état  naturel  par  plusieurs  systèmes  de  forces  extérieures 
agissant  à  la  fois,  en  ajoutant  les  déformations  que  produi- 
rait chacun  des  systèmes  séparément  à  partir  du  même  état 
naturel.  Soient  u,  V,  W  les  déplacements  correspondant  au  sys- 
tème de  forces  extérieures  Xorfi,  Yorfx,  Zod-ï  agissant  sur  les 
éléments  du  volume  et  Xe  <fo-,  Yed<r,  Xed<j  agissant  sur  les  élé- 
ments de  la  surface  extérieure  ;  soient  de  même  u',  v',  w'  les  nou- 
veaux déplacements  à  partir  du  même  état  naturel  produits  par 
les  forces  K' p  dz,  .  .  .,  X'e  û?<t,  ....  On  vérifie  immédiatement, 
par  addition,  que  toutes  les  équations  sont  satisfaites  par  le  dé- 
placement u  +  u',  v -f- v',  w  +  w',  quand  le  milieu  est  soumis 
à  l'action  des  forces 

(X-t-X')prfx,     ...,     (Xe-hX'e)d<7,     ..., 

c'est-à-dire  des  deux  systèmes  de  forces  agissant  simultanément. 
Si  donc  un  milieu  élastique  est  dans  un  état  d'équilibre  contraint 
résultant  dune  déformation  infiniment  petite  produite  par  un 
premier  système  de  forces  extérieures,  les  déplacements  produits, 
à  partir  de  cet  état,  par  l'adjonction  d'un  deuxième  système  de 
forces  extérieures  sont  sensiblement  identiques  à  ceux  que  pro- 
duirait ce  deuxième  système  à  partir  de  l'état  naturel.  Cette 
proposition  ne  s'applique,  bien  entendu,  qu'aux  déformations 
infiniment  petites. 

804.  Cas  où  il  existe  un  système  de  déplacements  dérivant  d'une 
fonction.  —  Supposons  que,  parmi  les  systèmes  équivalents  de 
déplacements  remplissant  les  conditions  indiquées,  il  y  en  ait  un 
qui  dérive  d'une  fonction  cp  (x,  y,  z),  c'est-à-dire  qui  soit  tel  que 

dco  dcp  Ô(û 

u==-r-'        v  =  j'        w  =:/->' 

ax  ôy  az 

on  peut  caractériser  ce  cas  par  ce  fait  que  les  composantes  de  la 
rotation    moléculaire  (n°    682)   sont  nulles  dans  tout    le  milieu 


de 

dO 

- —  > 

Aw  =  -T- 

ày 

àz 
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(déformation  pare) 

~ày  ~  Jz  =  °' 

On  peut  alors  simplifier  les  équations  d'équilibre  comme  il  suit. 
On  a  d'abord  pour  la  dilatation  cubique 

d2cp        d^o        à2® 

àx*        dy*~         dz*  T' 

puis  on  vérifie  immédiatement  que 

do         à  dO 

Au  =  A  Tr-i-  —  —Ao  =  -7->  Av 

c'a?        c'a?     '         aa? 

Les  équations  d'équilibre  (21)  s'écrivent  alors 

{  (X  +  2fi)^  +  pY  =0, 

(  A  -+-  -2  [jl  )  —  -+-  p  Z  =  o  ; 

elles  présentent  une  identité  de  forme  remarquable  avec  les  équa- 
tions d'équilibre  d'un  liquide;  il  suffirait  en  effet  d'y  remplacer 
(X  -f-  2U.)  9  par  — p  pour  qu'elles  aient  la  forme  des  équations 
d'équilibre  d'un  liquide  (n°  624). 

Par   exemple,    si   les  forces  X,  Y,  Z    dérivent  d'une   fonction 

U(>,y,  z), 

v      ^u  v      àU  àV 

03?  ày  àz 

les  trois  équations  (23)  peuvent  être  remplacées  par  l'équation 
unique 

(24)  (A-H2|x)0-HpU  =  k, 

k  désignant  une  constante.  En  effet,  les  équations  (28)  expriment 
alors  que  les  dérivées  partielles  du  premier  membre  de  (24)  par 
rapport  à  x,y,  z  sont  nulles. 

Les  expressions  (18)  des  N  et  des  T  en  fonction   des  dérivées 
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des  U,  V,  W  prennent,  dans  l'hypothèse  actuelle,  la  forme  suivante  : 

N)  =  _X6_2A       Tl  =  -2|xiîî-, 

d.r2  l    oy  Oz 

Conditions  aux  limites.  —  Supposons  que  l'on  donne  la 
force  extérieure  Fed<J  appliquée  sur  les  éléments  de  la  surface  du 
milieu  :  les  conditions  aux  limites  (22)  deviennent,  d'après  les 
valeurs  ci-dessus  des  N  et  des  T, 

/  d2cp\  d2cp  d2o 

(*5)  ^(Ae  +  ^ja  +  ^-^-H^-j-^, 


ou,  en  remarquant  que  — L  — -  u  et  que 

du         n  du  ÔVL 

a  —  H-  p  —  -+-  Y  - — 

d^7  t^K  d3 

désigne  la  dérivée  -y-  de  u  prise,  suivant  la  normale  extérieure  à 
la  surface  S  (n°  536), 

V  "in  ^U 

Ae  =  Àtla  +  2U  -y-  1 

an 


Ze  =  X6T-f-2p;--7- 


Remarque.  —  On  peut  ramener  au  cas  que  nous  venons  de 
traiter  le  cas,  en  apparence  plus  général,  où  les  composantes  de 
la  rotation  moléculaire  (n°  682)  seraient  constantes  dans  toute 
Tétendue  du  milieu.  En  effet,  il  suffirait  d'imprimer  d'abord  au 
système  une  rotation  d'ensemble  égale  à  cette  rotation  constante 
pour  que  les  nouveaux  déplacements  amenant  le  système  de  sa 
nouvelle  position  à  la  position  finale  d'équilibre  contraint  aient 
lieu  sans  rotation  moléculaire. 

8O0.  Équilibre  élastique  en  l'absence  de  forces  extérieures  ap- 
pliquées aux  éléments  de  volume.  —  Si  les  forces  Xpû?T,  Yp  di, 
rLpdz    sont    nulles,    les    équations    indéfinies   (21)    prennent    la 
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forme 

(  ^to^P     U     =°' 

(27)  {  (X-f-jx)-.  -f-jxAv    =0, 

(À  -+-  (j.)  —  -h  pAw=  o. 

Les  conditions  aux  limites  sont  les  mêmes  que  plus  haut. 

Dans  le  cas  où  il  existe  un  système  de  déplacements  possible 
dérivant  d'une  fonction  cp,  il  faut  et  il  suffit,  pour  que  les  équations 
d'équilibre  indéfinies  soient  satisfaites,  que  la  dilatation  cubique 
soit  constante  dans  le  milieu  déformé.  En  effet,  dans  cette  hy- 
pothèse, les  équations  (23)  du  numéro  précédent,  où 

X  =  Y  =  Z  =  0, 

deviennent 

ôx  dy  '  dz  ' 

en  supposant  A-f-  2  lu  différent  de  zéro.  Elles  montrent  qne  8  est 
constant.  Gomme  Q  est  égal  à  A:p,  on  voit  que  la  fonction  cp  vé- 
rifie alors  une  équation  de  la  forme 

Acp  =  k, 

k  étant  la  valeur  constante  de  0.  Les  conditions  aux  limites 
prennent  la  forme  (26)  indiquée  au  numéro  précédent. 

806.  Exemple  I  :  Compression  normale  et  uniforme  d'un  milieu 
isotrope  (1).  —  Soit  un  milieu  isotrope  limité  par  une  surface  S  : 
faisons  agir,  sur  chaque  élément  superficiel  d<j  de  la  surface,  une 
pression  normale  P^/cr  proportionnelle  à  d<ry  P  étant  le  même 
pour  tous  les  points  de  la  surface.  Ce  fait  se  présenterait,  par 
exemple,  si  le  milieu  était  un  corps  solide  plongé  dans  un  gaz  à 
une  pression  donnée. 

Dans  cet  exemple,  on  donne  les  forces  extérieures  sur  la  sur- 
face. Si  l'on  appelle  a,  [3,  y  les  cosinus  de  la  normale  extérieure, 
on  a  ici,  comme  la  pression  P  d<r  est  normale,  mais  dirigée  vers 


(x)  Lamé,  Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité  des  corps  so- 
lides. 
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l'intérieur, 

Xe  ch  =  —  P  a  da,  Ye  ch  =  —  P  (3  d<7,  Ze  da  =  —  P  y  drs, 

et  les  conditions  aux  limites  (22)  deviennent 

(   Pa-=Nia+T,p  +  TjiY, 

(28)  ]  Pp  =  Tsa-4-Ntp-+-TiY, 

(  PY^T.a  +  TjfJ+N.Y, 
sur  la  surface  S. 

On  vérifie  immédiatement  qu'on  peut  satisfaire  aux  équations 
indéfinies  (27)  et  aux  conditions  (28)  aux  limites  en  prenant 

(29)  u  =  ex,         v  =  cy,         w  =  c  z 
(c  constant),  valeurs  qui  dérivent  de  la  fonction 

D'abord  les  équations  indéfinies  (27)  sont  satisfaites,  car  toutes 

.  •  jl  ■    àB      A  „ 

les  quantités  —  ■>  Au,   .  .  .  sont  nulles. 

1  àx 

Restent  les  équations  à  la  surface  (28).  D'après  les  valeurs  (29  ) 
de  u,  V,  W,  on  a,  en  se  reportant  aux  expressions  (18)  des  N  et  T 
en  fonction  des  composantes  du  déplacement 

0  =  3c,        Nt=  N2=N3  =  —  (3fc-hap.)c, 
Tj  =  T2  =  T3  =  o 

dans  tout  le  milieu.  En  particulier,  sur  la  surface,  on  devra  avoir 

[éq.(28)] 

Pa  =  Nia,         Pt3  =  N2p,         PT  =  N3T, 

d'où  L'on  tire 

p 

(30)  c  = 


3X 


2  \x 


ou  encore,  en  désignant  par  ç  la  quantité h  1 , 

JP_  T 

ç       3 

Toutes  les  conditions  sont  ainsi  satisfaites.  On  peut  remarquer 
que  la  constante  c,  considérée  comme  fonction   de  £,  admet  le 

pôle  -• 
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Nous  avons  donc  obtenu  un  déplacement  particulier  (29)  rem- 
plissant toutes  les  conditions;  dans  ce  déplacement,  l'origine  est 
fixe  et  chaque  point  P  du  milieu  se  déplace  suivant  le  rayon  PO 
d'une  quantité  proportionnelle  à  PO.  Les  nouvelles  positions  des 
points  du  milieu  sont  donc  homothétiques  des  anciennes  par  rap- 
port à  O. 

Le  système  de  déplacements  le  plus  général  vérifiant  les  condi- 
tions données  s'obtient  en  composant  le  système  particulier  que 
nous  venons  de  définir  avec  une  translation  et  une  rotation  d'en- 
semble. On  peut  donc  dire  qu'après  la  compression  le  système 
devient  semblable  à  ce  qu'il  était  primitivement. 

Coefficient  de  compressibilité.  —  Imaginons  un  corps  homo- 
gène isotrope  de  volume  V  soumis  à  une  compression  normale  et 
uniforme  P  :  le  volume  V  change  et  devient  V —  SV.  La  quantité 


T      OV 


s'appelle  le  coefficient  de  compressibilité.  On  peut  exprimer  ce 

coefficient  à  l'aide   des  constantes  \  et  u.  En  effet,  — ^ —  est  le 

coefficient  de  dilatation  cubique  Q,  qui  est  ici  négatif  si  l'on  sup- 
pose 3X  +  2.u,  positif;  on  a  alors,  d'après  (3o), 

6  3c  3 


'    '  P  P     '"   3X+2{JL 

807.  Exemple  II  :  Extension  longitudinale  d'un  cylindre  droit 
à  base  quelconque  par  des  tractions  uniformes  exercées  sur  les 
bases  (1).  — ■  Soit  un  cylindre  droit  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  l'axe  O3,  l'une  des  bases  étant  dans  le  plan  des  xy 
et  l'autre  ayant  une  cote  z  =  H  égale  à  la  hauteur  du  cylindre. 

Supposons  qu'aucune  force  extérieure  n'agisse  sur  les  éléments 
superficiels  de  la  surface  latérale,  mais  appliquons  à  chaque  élé- 
ment d'y  des  deux  bases  une  traction  F  d?  normale  à  cet  élément, 
dirigée  vers  l'extérieur  de  façon  à  allonger  le  cylindre,   F  étant 


(  ')  Lamé,  Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité  des  corps  so- 
lides. 
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une  constante  appelée  traction  par  unité  de  surface.  Le  cylindre 
prend  un  état  d'équilibre  contraint. 

Les  déplacements  u,  V,  w  des  divers  points  doivent  satisfaire 
aux  équations  indéfinies  et  aux  conditions  à  la  surface  que  nous 
allons  énumérer. 

Surface  latérale.  —  Comme  sur  cette  surface  la  force  exté- 
rieure Xe,  Ye,  7je  est  nulle  et  que  le  cosinus  y  de  l'angle  de  la  nor- 
male extérieure  avec  Oz  est  nul  aussi,  les  conditions  (22) 
deviennent 

/  0  =  Ni*-**  T3P, 
(3i)  |  o  --  T,a  —  N2[3, 

(   o  =  T2a  -f-  T}  (3. 

Bases.  —  Sur  la  base  z  =  o,  la  force  extérieure  est  Fcla-  et 
ses  projections  sont  0,0,  —  Fd<7',  d'ailleurs,  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  extérieure  sont  a  =  p  =  o,  Y=- — '•  Les 
équations  (  22)  donnent  donc 

T,  =  T2  =  o,         -F-N3  =  o. 

Sur    la   deuxième    base    z  =  Yi,   on    a   Xe  =  Ye  =  o,   Le  =  F, 

%  ■=.  p  =  o,  v  =  1 ,  et  les  équations  (22)   donnent  les   conditions 

(32)  Tt  =T2  =  o,         F-4-N3=t'o 

identiques  aux  précédentes. 

Le  problème  étant  ainsi  posé,  on  peut  satisfaire  à  toutes  les 
conditions  à  l'aide  du  déplacement  particulier 

(33)  \i  =  acr,         v  =  ay,         w  =  cz 
(a  et  c  constants),  dérivant  de  la  fonction 

©.=       a  (  x-  -+-  y  -  )  -h  -  cz1. 
2  2 

La  valeur  correspondante  de  9  est 

et  les  équations  indéfinies  sont  évidemment  satisfaites. 

Les  expressions  (18)  donnant  les  valeurs  des  NetT  en  fonction 
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des  u,  V,  w  deviennent  actuellement 

Nt  —  N-2  =  —  X  (ia  h-  c)  —  i  ;j.a, 

No  =  —  I(2fl+C) 2  fi.  c, 

Tt  =  T2  —  T3  =  o. 

Exprimons  alors  que  les  conditions  aux  limites  sont  vérifiées. 
Sur  la  surface  latérale,  on  doit  avoir  les  conditions  (3i);  comme 
les  T  sont  nuls,  ces  conditions  se  réduisent  à  N,  =N2=o, 
c'est-à-dire  à 

(34)  X(*2tf-f-c)-h2fi.a  =  o. 
Sur  les  bases  on  a  —  N3  =  F,  c'est-à-dire 

(35)  \(ia  -+-  c)  4-  2  \xc  =  F. 

Ces  deux  équations  déterminent,  en  l'onction  des  données,  les 
valeurs  des  constantes  a  et  c  : 

(36)  a  = 

La  constante  a  étant  négative  en  supposant  X{ji(3X  -f-  aa)  >►  o 
(n°  800),  le  cylindre  se  contracte  latéralement  en  même  temps 
qu'il  s'allonge. 

Nous  avons  ainsi  obtenu  un  système  de  déplacements  parti- 
culiers remplissant  toutes  les  conditions  du  problème.  Le  système 
de  déplacements  le  plus  général  répondant  à  la  question  s'obtient 
en  composant  le  système  précédent  avec  un  déplacement  d'en- 
semble du  cylindre. 

En  introduisant  dans  ces  formules  (36)  le  nombre  Ç=  --  +  i, 

x        J  u 

on   voit  que   les    constantes    a  et  c   deviendraient  infinies  pour 


F          X 

F     X  -f-  ^ 

2  fi   3  X  -f-  2  fi. 

C  = 

fi.  3  X  -h  2  fi 

p l 

q—  3 


Coefficient  dÛ  élasticité .  —  Soit  un  cylindre  de  hauteur  H, 
soumis  sur  ses  bases  à  une  traction  uniforme  ayant  pour  inten- 
sité F  par  unité  de  surface.  Ce  cylindre  s'allonge  de  ôH  ;  le  coeffi- 
cient d'élasticité  ou  module  de  Young  est  le  rapport 


E-™ 
3H 
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Le  résultat  précédent  permet  d'exprimer  ce  coefficient  en  fonc- 
tion de  ),  et  pu  En  effet,  dans  les  formules  précédentes,  les  points 
du  plan  z  =  o  restent  dans  ce  plan,  un  point  du  cylindre  de  cote  z 
subit,  dans  le  sens  des  génératrices,  un  déplacement  w  =  cz  ;  un 
point  de  la  base  z=  H  subit  donc  un  déplacement  dans  le  sens 
des  génératrices  égal  à  cil.  C'est  là  l'allongement  oH  du  cylindre  : 

On  a  donc,  d'après  (36), 

FH        F  3X-+-2U 

37  E=  ttt  =  -  =  n  -y— — L- 

En  comparant  ce  coefficient  au  coefficient  de  compressibilité  q 
du  numéro  précédent,  on  voit  que 

E9  =  t 


lJ- 


le  deuxième  membre  de  cette  relation  se  réduit  à  f  dans  l'hypo- 
thèse de  Cauchy  X  =  p.. 

Rapport  de  la  contraction  transversale  à  la  dilatation  lon- 
gitudinale. —  Ce  rapport  est  égal  à ;  d'après  les  formules  (36) 


a 
c 
sa  valeur  est 


(38)  _«'_*_. 

Dans  l'hypothèse  de  Cauchy  \  =  a,  on  aurait  pour  le  rapport 
la  valeur  |  donnée  par  Poisson. 

808.  Exemple  III  :  Équilibre  d'une  couche  cylindrique.  — 
Soit  un  solide  homogène  et  isotrope  limité  par  deux  cylindres  de 
révolution  concentriques  et  par  deux  plans  perpendiculaires  aux 
arêtes.  Ce  solide  est  soumis,  sur  chacune  des  surfaces  cylin- 
driques, à  une  pression  normale  et  uniforme  et,  sur  chacune  des 
bases,  à  une  traction  parallèle  aux  arêtes  ;  on  se  propose  de  déter- 
miner l'état  d'équilibre  (  '  ). 


(')  Voir  Lamé,  Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de  V élasticité  des 
corps  solides,  et  Cours  de  M.  Sarrau  à  l'École.  Polytechnique,  ire  Division, 
1&99-1900  (feuille  70). 
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Plaçant  l'origine    au    centre   de    figure    {Jïg.    346),    prenons 
Taxe  Os  parallèle  aux  arêtes.  Considérons  un  point  quelconque  M; 


s,FdG 


désignons  par  (x,y,z)  ses  coordonnées  dans  l'état  naturel  et  par 
r  sa  distance  à  l'axe  Oz  de  sorte  que 


(39) 


r1-  =  x* 


-75 


Les  forces  appliquées  au  solide  sont  telles  que,  dans  la  défor- 
mation, le  point  M  se  déplace  dans  le  plan  méridien  passant  par 
sa  position  primitive,  de  sorte  que  l'on  peut  décomposer  son  dé- 
placement en  deux,  l'un  £  suivant  le  prolongement  de  la  dis- 
tance ;*,  l'autre  w  parallèle  aux  arêtes. 

Nous  supposerons  que  £  ne  dépend  que  de  /*  et  que  w  est  pro- 
portionnel à  z  ;  en  posant,  en  conséquence, 


(4o) 


X 

S   —  ) 

r 


v  =  £ 


y 


w  =  c. 


nous  allons  vérifier  que  l'on  satisfait  à  toutes  les  conditions  de 
l'équilibre  par  des  valeurs  convenablement  choisies  de  la  fonction 
£  et  de  la  constante  c. 

Remarquons  d'abord  que  les  valeurs  admises  pour  u,  V,  W 
sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  o  de  x,y^  z;  on  a,  en 
effet, 


u  dx  -+-  v  dy  ■+-  w  dz  =  z 
Or,  la  relation  (3g)  donne 


x  dx  H-  y  dy 


dz. 


x  dx  -{-y  dy  =  rdr; 
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donc  l'expression  précédente  est  égale  à  zdr  ~\-  cz  dz  et  elle  est, 
par  suite,  la  différentielle  totale  de  la  fonction 


(  4 1  )  «p  =    /  e  dr  h — 


11  en  résulte  (n°  805)  que,  pour  satisfaire  aux  équations  indé- 
finies de  l'équilibre,  il  suffit  d'exprimer  que  la  dilatation  cubique 
est  constante.  Or,  on  déduit  des  valeurs  (4°) 


. ,    .        du        x*~  dz 

(42)                    == 

dx         r~  dr 

'      7-3    E' 

dY       r2  dz 
dy        r%  dr 

Il  en  résulte 

0 

dz        z 
dr        r 

X'2  ÔYV 

■ —  e,  —  =  c. 

7-3       '  dz 


et  l'on  a,  par  conséquent,  en  désignant  par  a  une  constante, 

dz        e  d(rz) 

— 1 —  =  2  a  ou  — ; —  =  2  a  r. 

dr         r  dr 

L'intégrale  générale  de  cette   équation  est,  en  appelant  b   une 
autre  constante, 

b 


(43)  s  =  ar 


r 


En  adoptant  cette  valeur,  les  déplacements  (4o)  satisfont  aux 
équations  indéfinies.  Ces  déplacements  renferment  ainsi  trois 
arbitraires  «,  &,  c  que  nous  allons  déterminer  de  manière  à  satis- 
faire aux  équations  aux  limites. 

Comme  ici  u,  V,  w  dérivent  d'une  fonction  <p,  on  pourra 
écrire  les  conditions  aux  limites  sous  la  forme  du  n°  804 


xe 

*  n                     du 
dn 

Ye 

-no                     dY 

=  A  6  3  -t-  2  u.  —  , 
'           '    dn 

Ze 

dw 

(44) 


les  dérivées  étant  prises  suivant  la  normale  extérieure  à  la  surface 
du  milieu. 

Bases.  —  Appelons  F  la  traction  par  unité  de  surface  exercée 
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sur  les  bases.  Sur  la  base  située  du  côté  des  z  posttifs  a  =  (3  —  o, 
y  =  i ,  Xe  —  Y^  =  o,  Ze  =  F  :  la  normale  extérieure  est  parallèle 

à  Os;  comme  u  et  v  ne  dépendent  pas  de  z,  leurs   dérivées  -v-> 

~j-  parallèles  à  O  z  sont  nulles;   comme  w=cs,  sa  dérivée  nor- 

1     *  i    i  ^w        <^w        ^    '     i     ^        î       j  •  '  j 

maie  a  la  base,  — =—  =  -=—  >  est  égale  ac;  les  deux  premières   des 
dn  dz  °  ' 

relations  (44)  sont  donc  identiques    et   la    dernière   donne,   en  y 

remplaçant  8  par  sa  valeur  2fl+c, 

(  45  )  F  =  X  (  a  £  h-  c)  *-+-  a  j*  c. 

Pour  l'autre  base,  on  obtient  la  même  condition. 

Surfaces  latérales.  —  Comme  la  distribution  des  déplace- 
ments et  des  efforts  est  symétrique  autour  de  Oz,  il  suffit  d'ex- 
primer que  les  conditions  aux  surfaces  latérales  sont  remplies  le 
long  des  génératrices  situées  dans  le  plan  zOx.  Nous  appellerons 
/*o  et  i\  les  rayons  des  surfaces  cylindriques  intérieures  et  exté- 
rieures, P0  et  P,  les  valeurs  par  unité  de  surface  des  pressions 
normales  appliquées  sur  ces  deux  surfaces. 

Prenons  un  rayon  déterminé  AM0M,  du  cylindre  dans  le  plan 
zOxifig.  346)  :  en  un  point  M  de  ce  rayon  ayant  pour  coor- 
données x  et  3,  r  est  égal  à  #,  ely  est  nul  ;  par  suite 

b 

s  =  ax  H 

x 

et  les  valeurs  (4°)  de  u,  v,  w  deviennent 

(46)  U-fl^-i y  V  =  0,  W=Cx5. 

X 

Appliquons  maintenant  les  formules  (44)  aux  deux  surfaces 
cylindriques.  Sur  la  surface  extérieure  (en  M,),  la  normale  exté- 
rieure est  M1N1  parallèle  à  O  x  dans  le  sens  positif  de  Ox  :   donc 

0  x  ,  .    >     ,        du     dv     r/w        •  ■         ,.        n 
a  —  1,   n  =  Y  =  o.  Les  dérivées  -y-,  ■-,- *  -v— prises  suivant  cette 

1  '  dn     du     dn    l 

,  r  du     dv     <r/w       ,         ,    j.  b  ,  .,  r      .  c  ' 

normale  sont  -=->  -7-,  — ,— >  c  est-a-dire  a P  0,0,  ou  il  tant  taire 

dx    dx      dx  x- 

x  =  r{.   Enfin,    en    ce   point  M,,   Xe  = —  P< ,  Ye=Ze  =  0.  Les 
deux  dernières  équations  (44)  sonl-  alors  identiques  et  la  première 
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donne,  en  remplaçant  0  par  sa  valeur  ia  -j-  c, 

b 


(47) 


—  Pj  =l(2fl  +  c)  +  2(Jt(û! -  ] 


Sur  la  surface  intérieure,   en  M0,  on   fera  un   calcul  analogue, 

en  remarquant  que  la  normale  extérieure  M0N0  est  de   sens  con- 

.     '        ^     r\  a  t    >  du  du 

traire    a    KJx,    a  =  —  \,     p_=  y  =  o;    a  ou  y-  = j-,   ,  .  .  ;    en 

outre  X^>  =  P0,  Yè'=  Tje~  o.  On  obtient  ainsi  la  condition 


(48) 


Po 


X  (  2  «  -h  c  )  —  2tu(a ] 


Les  trois  équations  (46),  (47)  et  (48)   déterminent  les  valeurs 
des  constantes  a,  6,  c  en  fonction  des  données  : 


X 


a  = 


rî  Po 


î  *  1 


X 


2  \X  (  3  X  H-  2  [J.  ) 


2  U.  (  3  X  -h  2  U.  ) 


(49) 


ô  ==  J_  ^o^î(Po-Pi) 


2  U. 


X 


rïPo-rfP, 


X 


:j- 


[ji(3X  +  2(jl)        rf  —  /'5 


[JL  (  3  A  -+-  2  JJL 


Ces   formules,  dans  lesquelles  est  encore  en  évidence  le  pôle 
ç  =  -j    sont  fondamentales  pour  la  théorie   du   frettage  des  ca- 
nons,   pour  laquelle   nous    renverrons    le    lecteur  an    Cours   de 
Mécanique  de  M.  Sarrau  à  l'Ecole  Polytechnique  et  aux  Etudes 
sur  la  résistance  des  tubes  métalliques  simples  ou  composés 
avec  application  à  la  construction  des  bouches  à  feu,  par  le 
général  Virgile  (Mémorial  de  V Artillerie  de  la  Marine,  t.  I). 


809.  Indications  sommaires  sur  quelques  travaux Signalons  d'abord 

une  autre  application  classique,  celle  de  la  torsion  d'un  cylindre  circulaire 
(Lamé,  Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de  V élasticité,  XIVe  Leçon, 
p.  t 86  de  la  première  édition),  puis  le  célèbre  Mémoire  de  Barré  de  Saint- 
\enant  Sur  la  torsion  des  prismes  {Savants  étrangers,  t.  XIV,  1 855), 
où  le  même  problème  est  envisagé  pour  d'autres  sections  transversales. 
Une  autre  application  intéressante  est  le  problème  du  plan  indéfini  résolu 
par  M.  Boussinesq  (Application  des  potentiels,  etc.;  Gauthier-Villars, 
i885)  et,  à  peu  près  en  même  temps,  par  M.  Gerruti. 

Arrivons  maintenant  à  quelques  travaux  plus  récents  relatifs  à  l'inté- 
gration des  équations  de  l'équilibre  élastique  et  supposons,  pour  fixer  les 
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idées,  qu'il  n'y  ait  pas  de  forces  extérieures  agissant  sur  les  éléments  de 

volume.  En  posant 

>■       '; 
5=  -  -M, 
lx 

nous  écrirons,  avec  MM.  Cosserat,  les  équations  (27)  sous  la  forme 

(a)  Au  +  £— =  0,         Av-h£^-=o,         ^w+     -=o, 

ox  oy  àz 

I.  Les  questions  relatives  au  système  (a)  présentent  avec  celles  qui  sont 
relatives  à  l'équation  de  Laplace  et  aux  équations  similaires  une  analogie 
étroite  qui,  quoique  ne  se  poursuivant  pas  jusqu'au  bout,  peut  être 
étudiée  avec  fruit. 

Considérons,  par  exemple,  le  problème  (!)  qui  consiste  à  déterminer 
une  fonction  v  qui  s'annule  à  la  frontière  d'un  domaine  et  qui,  à  l'intérieur, 
vérifie  l'équation 

Ac  +  ^  +  /=o. 

i°  L'idée,  qui  a  sans  doute  guidé  dans  cette  question,  a  été  de  repré- 
senter la  fonction  v  par  le  développement  formel 


2 


AfU/ 
l  —  ki 


(où  les  A/,  kt  sont  des  constantes,  les  U/  des  fonctions  de  x,y,  z),  sauf 
ultérieurement,  si  c'est  nécessaire,  à  le  modifier  convenablement  (2)  par 
l'application  du  théorème  de  M.  Mittag-Leffler,  par  exemple. 

On  voit  immédiatement  que  la  fonction  U;  doit  s'annuler  à  la  frontière 
et  vérifier  à  l'intérieur  l'équation  (3) 

AU,  —  ki\Ji=  o. 

i°  Admettant  que  le  problème  a  une  solution,  supposons  que  Ion  envi- 
sage la  question  de  savoir  si  cette  solution  est  unique;  on  est  conduit  de 
nouveau  aux  nombres  A7  et  aux  fonctions  Uf-  correspondantes.  Car,  si  pour 
une  valeur  k  de  £  le  problème  proposé  a  deux  solutions  pl5  p2?  ^a  diffé- 
rence U  =  Vy —  P2  s'annule  à  la  frontière  et  vérifie  à  l'intérieur  l'équation 

AU-f- A"U  =  o. 

II.  Par  analogie  avec  la  question  précédente,  envisageons  le  problème 
qui  consiste  à  déterminer  trois  fonctions  u,  v,  w  qui,  à  la  frontière  d'un 


{x  )  Poincaré,  Sur  les  équations  de  la  Physique  mathématique,  p.  65.  Ren- 
diconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  t.  VIII,  1894. 

(2)  Poincaré,  Sur  les  équations  de  la  Physique  mathématique,  p.  148,  i49* 

(3)  Il  en  résulte  entre  deux  fonctions  U-,  U-  correspondant  à  des  nombres  A",-, 

£.  la  relation    /  /  l\]i\}dx  =  o   qui    permet   de    construire   le   développement 
conformément  à  la  méthode  habituelle  de  la  Physique  mathématique. 
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domaine,  prennent  des  valeurs  données  et  qui,  à  l'intérieur,  vérifient  ( l  ) 
le  système  (a). 

i°  Supposons  que  Ton  cherche  à  représenter  les  fonctions  u,  v,  w   par 
les  développements  formels  : 


AtktYt 


^"    Ç  —  A/ 


w-Wo+c  7 ,  -7 y—  ' 


u0,  v0,  w0  étant  des  fonctions  de  ce.  y,  z  qui,  à  la  frontière,  prennent  les 
valeurs  données  pour  u,  v,  w;  les  A/,  ki  sont  des  constantes;  les  U/, 
V/,  W/  sont  des  fonctions  de  ce,  y,  z. 

On  trouve  immédiatement  que  U/,  V/,  W/  doivent  s'annuler  à  la  fron- 
tière et  vérifier  le  système  (a)  où  l'on  suppose  £  =  ki  {-). 

2°  D'autre  part,  si  l'on  admet  l'existence  de  la  solution  et  si  l'on  exa- 
mine la  question  de  savoir  si  elle  est  unique,  on  est  conduit  de  nouveau 
aux  nombres  ki  et  aux  fonctions  (U*,  V/,  W,)  correspondantes. 

MM.  Cosserat  ont  cherché,  d'une  part,  à  mettre  en  évidence  la  possi- 
bilité des  développements  (6),  ou  de  ces  développements  modifias  par  le 
théorème  de  M.  Mittag-Leffler,  et,  d'autre  part,  à  déterminer  effective- 
ment pour  des  corps  donnés  les  nombres  ki  et  les  fonctions  U/,  V,,  W; 
correspondantes. 

Le  premier  point  présente  de  grandes  difficultés  que  ces  auteurs  n'ont 
pu  jusqu'ici  que  surmonter  partiellement.  Il  est  tout  d'abord  essentiel  de 
préciser  l'énoncé  de  la  question  à  l'égard  des  conditions  de  continuité 
vérifiées  par  les  inconnues.  Il  ne  paraît  plus  possible  ici,  comme  cela 
arrive  pour  l'équation  de  Laplace  (3),  de  faire  abstraction  de  la  façon  dont 
se  comportent  les  dérivées  à  la  frontière. 


(*)  On  peut  considérer  aussi  bien  le  cas  où  l'on  aurait  des  seconds  membres 
qui  ne  seraient  pas  nuls. 

(2)  De  là  résulte  entre  deux  systèmes  de  fonctions  (U-,  V-,  Wt-),   (  U  ,  V  ,  W    ) 

correspondant  à  des  nombres  À-.,  k   la  relation    I   I   I  ©,©,•  dz  =  o  qui  permet  de 

construire  le  développement  conformément  à  la  méthode  habituelle  de  la  Phy- 
sique mathématique. 

(3)  Pour  l'équation  de  Laplace,  on  peut  résoudre  le  problème  de  Dirichlet, 
puis  s'occuper,  comme  l'a  fait,  par  exemple,  M.  Liapounoff,  de  la  façon  dont  se 
comporte  à  la  frontière  la  dérivée  normale.  Ici,  l'analogie  ne  semble  pas  pouvoir 
se  poursuivre  et  l'on  est  ainsi  conduit  dans  les  démonstrations  à  des  restrictions 
au  sujet  de  l'existence  de  la  solution.  Il  est  à  remarquer  que  les  auteurs  qui  ont 
traité,  par  exemple,  du  problème  de  la  sphère  (comme  Lord  Kelvin,  Lamé  et  les 
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La  première  question  à  traiter  est  de  préciser,  autant  que  possible,  pour 
quelles  valeurs  de  £  la  solution  (si  elle  existe)  est  unique.  MM.  Cosserat 

ont  établi  (l)  que   la   solulion   est  unique,  non   seulement   pour    £  >  -> 
comme  cela  résultait  des  recherches  antérieures,  mais  même  pour 


-K^ô 


c<  T 


,1 


Ils  ont  ensuite  étudié  u,  v,  w  comme  fonctions  de  \  (réel  ou  complexe  ) 
et  ils  ont  cherché  à  établir  (2)  que  ces  fonctions  sont  uniformes  et  ont 
tous  leurs  points  critiques  réels  et  situés  à  gauche  de  — i  sur  l'axe  des 
quantités  réelles.  Malheureusement  ici,  les  difficultés,  relatives  à  la  façon 
dont  les  dérivées  se  comportent  à  la  frontière,  se  présentent  et  entraînent 
à  introduire  dans  les  démonstrations  des  restrictions. 

Il  resterait  encore  à  montrer,  comme  cela  est  vraisemblable  (3),  que, 
dans  des  cas  généraux,  les  points  critiques  de  u,  V,  w  sont  généralement 
des  pôles  et  à  établir  la  possibilité  de  développements  analogues  à  (b). 

Relativement  au  second  point,  MM.  Cosserat  ont  obtenu  pour  la 
sphère  (l)  les  nombres  kt  et  les  fonctions  U/,  V/,  W,  en  reprenant' les 
formules  données  par  Lord  Kelvin.  Ils  les  ont  également  déterminés  pou  r 
l'enveloppe  sphérique  (4)  et  pour  l'ellipsoïde  (3);  dans  ce  dernier  cas,  les 
fonctions  Uj,  V/,  W/  sont,  comme  pour  la  sphère,  des  polynômes. 

III.  Considérons  le  problème  qui  consiste  à  déterminer  une  fonction  v 
satisfaisant  aux  conditions 

(c)  Ap-t-£t>  -i-/=o,  -jfi  =  o, 

ou  plus  généralement  aux  suivantes  (6) 

(d)  Ap  h-  t  v  -4-  /  =  o,  —  -4-  h  v  =  o. 

J  an 


géomètres  italiens)  ne  paraissent  pas  s'être  préoccupés  de  préciser   l'énoncé  de 
leur  problème  et  d'examiner  si  la  solution  existe  effectivement. 

(  '  )  Sur  les  équations  de  la  théorie  de  l'élasticité  (Comptes  rendus,  t.  GXXVI, 
1898,  p.  1089). 

(2)  Sur  la  solution  des  équations  de  l'élasticité,  dans  le  cas  où  les  valeurs 
des  inconnues  à  la  frontière  sont  données  (Comptes  rendus,  t.  CXXXIII,  1901, 
p.  i45). 

(3)  On  peut  ici  répéter  des  raisonnements  analogues  à  ceux  faits  sur  l'équa- 
tion A  m  +  \u  +/=  0  avant  la  publication  du  Mémoire  cité  de  M.  Poincaré. 

(4)  Sur  la  déformation  infiniment  petite  d'une  enveloppe  sphérique  élas- 
tique (Comptes  rendus,  t.  CXXXIII,  1901,  p.  326). 

(5  )  Sur  la  déformation  infiniment  petite  d'un  ellipsoïde  élastique  (Comptes 
rendus,  t.  CXXVII,  1898,  p.  3i5). 

(6)  Poincaré,  Sur  les  équations  de  la  Physique  mathématique,  p.  1 25. 
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Le  problème  d'élasticité  analogue  à  celui  qui  est  défini  par  les  équa- 
tions (c)  consiste  à  déterminer  trois  fonctions  u,  v,  w  vérifiant  les  équa- 
tions («),  et  pour  lesquelles  les  valeurs  à  la  frontière  des  composantes  de 
l'effort  sont  données. 

MM.  Cosserat  ont  établi  que  les  seules  valeurs  de  ç,  pour  lesquelles  on 

est  certain  que  la  solution  est  unique,  sont  celles  plus  grandes  que  -,  et 
que,  pour  la  valeur  -  de  \,  la  solution  ne  peut  être  unique;  ils  ont  donné, 

pour  cette  valeur  -   de  £,   les   expressions  de  U,  V,  W   qui   vérifient  les 

équations  (a)  et  qui,  à  la  frontière,  annulent  l'effort  (1). 

Ils  ont  déterminé  les  nombres  ki  et  les  fonctions  U;,  V/.  W/  analogues 
aux  nombres  kt  et  aux  fonctions  U/,  Vz-,  W;  du  §  II  pour  le  cas  de  la 
sphère  (2),  de  l'enveloppe  sphérique  (3)  et  de  l'ellipsoïde  (4). 

IV.  Il  est  à  remarquer  que  l'on  obtient  un  certain  nombre  de  résultats 
connus  en  supposant  les  données  choisies  de  telle  façon  que  les  incon- 
nues u,  v,  w  soient  de  la  forme  (b),  les  seconds  membres  étant  des 
sommes  d'un  nombre  limité  de  termes. 

Ainsi,  MM.  Cosserat  ont  signalé  le  cas  remarquable  où  les  valeurs 
données  à  la  frontière  des  composantes  de  l'effort  sont  telles  que  u,  v,  w 
aient  des  expressions  de  la  forme 

li  -s  -i 

3                                             3  ç                                            3 
U  =  U0  H U,  v  =  v0  n V,  w  =  w0H W. 


y 


I  I  I 


Ç  —  ô 


3  s       3 


Ces  formules  donnent,  comme  cas  particuliers,  des  résultats  classiques 
obtenus  par  Lamé  (5)  et  par  Barré  de  Saint-Venant. 

Au  même  ordre  d'idées  peuvent  se  rattacher  les  résultats  particuliers 
obtenus  en  i8g5  par  M.  Ghree  à  l'égard  de  l'ellipsoïde.  (Exercice  5, 
p.  53g.) 


(  ')  Sur  un  point  critique  particulier  de  la  solution  des  équations  de  l'élas- 
ticité, dans  le  cas  où  les  efforts  sur  la  frontière  sont  donnés  (Comptes  rendus, 
t.  CXXXIII,  1901,  p.  382). 

(2)  Sur  la  déformation  infiniment  petite  d'un  corps  élastique  soumis  à  des 
forces  données  (Comptes  rendus,  t.  CXXXIII,  1901,  p.  271). 

(  3)  Sur  la  déformation  infiniment  petite  d'une  enveloppe  sphérique  élas- 
tique (Comptes  rendus,  t.  CXXXIII,  1901,  p.  326). 

( 4)  Sur  la  déformation  infiniment  petite  d'un  ellipsoïde  élastique  soumis  à 
des  efforts  donnés  sur  la  frontière  (Comptes  rendus,  t.  CXXXIII,  p.  36i-364  )• 
Cette  Note  est  aussi  relative  au  problème  analogue  à  celui  défini  par  les  équa- 
tions (d)  (même  remarque  pour  l'enveloppe  sphérique  élastique). 

(5)  Voir,  entre  autres,  les  résultats  des  nos  806,  807,  808,  et  le  résultat  indiqué 
à  l'exercice  4  de  la  page  538. 
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III.  —  MOUVEMENTS  INTÉRIEURS. 

810.  Mouvement  par  ondes  planes.  —  Imaginons  un  milieu 
élastique  homogène  isotrope  indéfini  en  mouvement,  sans  qu'au- 
cune force  extérieure  n'agisse  sur  les  éléments  de  volume.  Les 
équations  de  ce  mouvement  sont  alors  données  par  les  for- 
mules (20)  du  n°  801,  où  l'on  suppose  X  =  Y  —  Z  =  o. 

(5o)  (X  +  fx)^-+-fxAv  =  P^2-' 

Nous  nous  bornerons  à  étudier  le  cas  le  plus  simple  d'un  mou- 
vement vibratoire,  à  savoir  le  cas  où  les  déplacements  u,  V,  w 
de  chaque  point  x,  y,  z  du  milieu,  à  l'instant  £,  sont  donnés  par 
des  expressions  de  la  forme 

/  u    =  p  cos(<2J7  -h  by  -h  cz —  st -h  a), 

(5i)  \  v    =  q  cos(ax  -+-  by  -h  cz  —  s£  —  a), 

(  ■W'  =  r  cos(a.r  -h  by  -h  es  —  s£  -H  a), 

/?,  g,  /',  «,  &,  c,  5  et  a  étant  des  constantes.  Le  mouvement  vibra- 
toire ainsi  défini  s'appelle  mouvement  par  ondes  planes.  Nous 
allons  voir  sous  quelles  conditions  un  mouvement  de  cette  nature 
peut  se  propager  dans  le  milieu.  Ce  problème  est  analogue  à 
celui  de  l'étude  du  mouvement  ondulatoire  simple  d'un  liquide 
pesant  (n°  784). 

Nous  pouvons  d'abord,  par  un  changement  d'axes,  simplifier 
les  équations  (5i)  du  mouvement.  Pour  cela,  construisons 
(fig.  347)  le  plan  II  ayant  pour  équation 

(II)  aX  +  6Y  +  cZ  =  o, 

et  un  segment  OD  dont  les  projections  sur  les  axes  sont  égales  à 
/?,  q,  r. 
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D'après  les  formules  (5i),  à  un  instant  quelconque  £,  le  dépla- 
cement PP,  d'un  point  P(x,y,z)  du  milieu  est  parallèle  à  OD, 

Fig.  347. 


PP 
et  le  rapport  -^ft  est  en  grandeur  et  signe  donné  par  l'équation 


(52) 


PP. 
OD 


=  cos(  ax  -+-  by  -\-  cz  —  st  -h  a). 


Si  l'on  abaisse  du  point  P  la  perpendiculaire  PQ  sur  le  plan  II, 
on  a,  pour  la  distance  QP,  la  formule  élémentaire 


QP  =      ( a x  -h  b y  -h  cz), 


h  désignant  la  quantité  sja1  -j-  b'1  -\-  c1.  La  relation  (02),  qui  donne 
le  déplacement  au  temps  £,' prend  donc  la  forme 


(53) 


PPi 
OD 


=  cos(/iQP  —  st  ■+-  a). 


On  voit  qu'en  tous  les  points  P  situés  sur  une  même  perpen- 
diculaire au  plan  II,  les  segments  PP,  sont  parallèles  et  varient  en 
fonction  de  QP  comme  les  ordonnées  d'une  sinusoïde. 

Forme  réduite.  —  Pour  simplifier  les  calculs,  on  peut  tou- 
jours prendre  pour  plan  des  y z  le  plan  II,  et  pour  plan  des  xy 
un  plan  mené  par  OD  perpendiculairement  au  plan  II.  Le  seg- 
ment OD  est  alors  dans  le  plan  des  xy,  et  la  nouvelle  valeur  de 
sa  projection  r  sur  0,3  est  nulle.  D'autre  part,  QP  est  l'abscisse  x 
du  point  P  dans  le  nouveau  système  d'axes.  Par  rapport  à  ce 
nouveau  système,  les  projections  du  déplacement  PP,  sont  donc 
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données  par  des  équations  de  la  forme 

(   u~pcos(hx —  st -h  «), 
(  v  =  q  cos(hx —  st-r-  a), 

/?,  q  désignant  les  projections  de  OD  sur  les  nouveaux  axes  Ox 
et  Oy. 

On  voit  que  les  divers  points  P  sont  animés  de  mouvements 
vibratoires  simples  identiques  s'effecluant  suivant  des  droites 
parallèles  à  OD  et  ayant  tous  la  même  amplitude  maximum  égale 
à  rfc  OD  :  mais  à  un  même  instant  t  les  divers  points  ne  sont  pas 
dans  la  même  phase  du  mouvement.  La  vitesse  d'un  des  points  P( 
à  l'instant  t  est  évidemment  parallèle  à  OD  :  elle  a  pour  projec- 
tions sur  les  axes  Ox  et  Oy 

au  .    . . 

— -  =  ps  sin(  lix  —  st  -ha), 
ot 

dv  .  .    .  ,  . 

-r—  =  qs  sin(  lix  —  st  -h  a  . 
ot 

La  période  T  du  mouvement  vibratoire  de  chaque  point 


(55)  T  = 


•2  71 


S 


est  appelée  la  durée  de  la  vibration. 

Cherchons  quels  sont,  à  un  instant  déterminé  t)  les  points  Pdu 
milieu  qui  ont  subi  le  même  déplacement  et  qui  possèdent  la 
même  vitesse.  Ce  sont  les  points  pour  lesquels  les  deux  fonctions 

cos(/ix —  st  -h  a),  s'm(hx —  st  -h  a) 

ont  des  valeurs  déterminées 

cos  [3,     sin  [3, 

S  désignant  une  constante.  Les  points  P  cherchés  sont  donc  situés 
sur  les  plans  ayant  pour  équations 

(56)  hx  —  st  +  a  '=  (3  -r-  iIctz         (k  entier); 

tous  ces  plans  sont  parallèles  au  plan  II  et  équidistants.  La  plus 
courte  distance  /  de  deux  de  ces  plans  est  la  longueur  d'ondula- 
tion 

(57)  *=X- 


.36 
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Quand  t  varie,  les  plans  parallèles  définis  par  l'équation  (56)  se 
déplacent  avec  une  vitesse 

dx       s 
dt        li 


qu'on  appelle  vitesse  de  propagation 
(58) 


C  -s  --  l 


Ces  définitions  posées,  exprimons  que  les  valeurs  (54)  de  u, 
V,  W  vérifient  les  équations  générales  (5o).  On  a  immédiate  ment 

0  =  —  Jip  sin {hx  —  st  -+-  a), 

Au  —  —  h2p  cos( hx  —  st  -+-  a), 
Av  =  —  li1  q  cos(hx  —  st  -+-  a)  ; 


^u  i  fi 

— — -  =  —  s2pcos(hx 

dt'2  r         v 


st 


d2v 


,  -  =  —  s2  a  cos(hx  —  st  -+-  a). 
dt2  2        v  ' 

Portant  ces  valeurs  dans  les  équations  du  mouvement  (5o),  on 
voit  que  la  dernière  est  identique,  car  w  est  nul;  les  deux  autres 
donnent,  après  suppression  du  facteur  cos(hx  —  st  -f-  a), 

(5g)  p[?s2 — (^  -+-  2[a)/i'2]  =  o,         q{ç>s2 — [xh2)  =  o. 

Ces  équations  se  décomposent  :  elles  montrent  que,  si  h  -+-  u. 
n'est  pas  nul,   V une  des  quantités  p  ou  q  doit  être  nulle. 

i°  Si/>  =  o,  la  vibration  est  transversale  :  la  direction  OD  de 
la  vibration  est  parallèle  au  plan  de  Tonde,  c'est-à-dire  perpendi- 
culaire à  la  vitesse  de  propagation.  La  deuxième  équation  (59) 

donne  alors 

ps2—  a  h2  —  o, 

d'où,  pour  la  vitesse  de  propagation  des  vibrations  transversales, 


(60) 


G  = 


h 


Dans  ce  cas,  0  =  o  ;  le  mouvement  a  lieu  sans  dilatation  ni  com- 
pression (n°  687). 

20   Si  q  =  o,  la  vibration  est  longitudinale  :  la  direction  OD 
de  la  vibration  est  perpendiculaire  au  plan  de  l'onde,  c'est-à-dire 
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parallèle    à   la    vitesse   de    propagation.   La  première   des   équa- 
tions (5g)  donne  alors 

pS2  —  (X  4-  2|J.)/?2=  O, 

d'où,   pour  la  vitesse   de    propagation   des   vibrations   longitudi- 
nales, 


S  /  À  Hr  2  IX 

(60  G=h  = 

Dans  ce  cas,  les  déplacements  u,  V,  W  dérivent  de  la  fonction 

o  =  ~  sin  (  h  x  —  st  -+-  ce  )  ; 
h 

la  rotation  moléculaire  est  nulle  à  chaque  instant  (n°  686). 

En  résumé,  un  milieu  élastique  déterminé  ne  peut  transmettre 
que  deux  sortes  de  vibrations  par  ondes  planes,  des  vibrations 
transversales  ou  des  vibrations  longitudinales,  se  propageant  avec 
des  vitesses  propres  caractéristiques  du  milieu  et  indépendantes 
de  l'amplitude  et  de  la  longueur  d'onde. 

Les  phénomènes  lumineux  sont  attribués  aux  vibrations  d'un 
milieu  élastique,  que  l'on  considère  comme  isotrope  pour  les 
corps  non  cristallisés,  mais  qui  possède  la  propriété  exprimée  par 
l'équation  A  -+-  2  [/.  =  Oi  Alors  la  vitesse  de  propagation  des  vibra- 
tions longitudinales  est  nulle  et  le  milieu  ne  peut  propager  que 
des  ondes  planes  à  vibrations  transversales. 

Au  contraire,  pour  un  fluide  parfait,  u.  =  o,  car  un  fluide  par- 
fait ne  peut  pas  exercer  d'efforts  tangentiels  intérieurs 

T1  =  T2=  T,=  o; 

la  vitesse  de  propagation  des  vibrations  transversales  est  donc 
nulle,  et  le  fluide  ne  peut  propager  que  des  vibrations  longitudi- 
nales. 

Remarque.  —  Si  A  +  [x  était  nul,  les  équations  (09)  pourraient 
être  satisfaites  en  donnant  à  p  et  q  des  valeurs  quelconques  et  en 

prenant 

ps2 —  U./12  =  o. 


111.  35 
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EXERCICES. 

1.  Vérifier,  d'après  les  expressions  des  N  etTen  fonction  des  e,  y,  que  les  inva- 
riants de  la  quadrique  (Q)  du  n°  799  s'expriment  sous  forme  entière  en  fonction 
des  invariants  de  la  quadrique  (E). 

2.  Traiter  les  exemples  des  nos  806  et  807,  en  leur  appliquant  la  forme  des  con- 
ditions aux  limites  données  au  n°  804,  pour  le  cas  où  les  déplacements  dérivent 
d'une  fonction  cp. 

3.  Dans  le  cas  où  les  déplacements  u,  v,  w  dérivent  d'une  fonction  cp,  les 
forces  de  volume  X,  Y,  Z  étant  nulles,  ramener  l'équation  que  vérifie  cp  à  l'équa- 
tion de  Laplace. 

Réponse.  —  On  a  dans  ce  cas 


Soit  alors 


on  a 


6  =  k,        A»  =  A 


ty  =  '•?  (  #,  y ,  z  )  —  ^  A  (  x"-  h-  y2  +  z2  ) 


les  conditions  aux  limites  s'écrivent 
X 


ï<3X  +  a^*a  +  a^®)' 


4.  Équilibre  d'une  enveloppe  sphérique  creuse  soumise  sur  ses  deux  faces 
à  des  pi'essions  normales  et  uniformes. 

Réponse.  —  Prenons  comme  origine  le  centre  0  de  l'enveloppe  et  appelons  K0 
et  Rj  les  rayons  intérieur  et  extérieur,  P0  et  P,  les  pressions  intérieure  et 
extérieure  par  unité  de  surface.  Par  raison  de  symétrie,  on  voit,  comme  pour 
l'enveloppe  cylindrique  (  n°  808),  que  le  déplacement  d'un  point  M  a  lieu  suivant 
le  rayon  OM  et  est  fonction  de  la  seule  distance  OM  =  r. 

Posons 


u 


X 

£  -  : 
/• 


y 
V  =  £  -> 

r 


W 


£  -j 

r 


e  étant  une  fonction  de  /'.  Ces  déplacements  dérivent  de  la  fonction 

cp  =  /  s  dr. 


En  écrivant  que  6  est  constant  et  égal  à  3  c,  on  a 


dt  £        „ 

—    +  2-    =  3C, 

dr  r 


o  =  -cr* 

T  2 


cr  H -, 
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Les  conditions  aux  limites  donnent  ensuite 

H :i  P  —  R 3  P  <  P  P  ï  R 3  R :î 

C   T-7TT ; — ,   ^  ., T7TT  '  O    — 


(3X-haji)(RÏ-R»)  4|i(R>-R») 

expressions  qui  contiennent  encore  \ —  -  au  dénominateur,  en  posant 

ô 

(Limé,  Leçons,  etc.   Sarrau,  Notions  sur  la  théorie  de  l'élasticité;  Gauthier- 
Villars,  p.  43.) 

5.  Équilibre  d'un  ellipsoïde  élastique  tournant  avec  une  vitesse  angulaire 
constante  o>  autour  d'un  de  ses  axes  O  z.  On  néglige  la  pesanteur  et  la  pression 
atmosphérique. 

Dans  cet  exemple,  il  n'y  a  pas  de  forces  à  la  surface,  X,  =  Ye  =  Ze=  o;  sur  les 
éléments  de  volume  agit  la  force  centrifuge.  Soit  r  la  distance  d'un  point  P  à 

l'axe,    la    force    X,  Y,  Z  dérive  de  la   fonction   U  =  —  w2r2. 

2 

M.  C.  Chree,  qui  avait  déjà  étudié  le  problème  précédent  dans  le  Quarterly 
Journal  de  1888,  a  traité  en  189.5,  dans  le  même  Recueil  (voir  aussi  le  Travail 
antérieur  inséré  dans  les  Proceedings  of  the  Royal  Society,  Vol.  LVIII),  le  cas 
plus  général  dans  lequel  la  force  X,  Y,  Z  dérive  de  la  fonction 

U=  I(Pa;*+Ç^+R*a), 

P,  Q,  R  étant  des  constantes  et  les  axes  de  coordonnées  étant  les  axes  de 
l'ellipsoïde.  Il  suppose  même  que,  sur  la  surface,  les  efforts,  au  lieu  d'être  nuls, 
peuvent  être  normaux  et  d'une  forme  analogue  à  celle  de  U. 

6.  Équilibre  d'un  corps  élastique  pesant  immergé  dans  un  liquide  parfait 
de  même  densité  soumis  à  une  pression  extérieure  donnée  (Cosserat,  Comptes 
rendus,  fin  de  la  Note  du  19  août  1901). 

7.  Lorsqu'un  milieu  élastique  est  infiniment  peu  déformé  par  des  forces  exté- 
rieures appliquées  exclusivement  à  sa  surface  (  n°  805),  on  a 

A6  =  o; 

en  outre,  les  trois  déplacements  u,  v,  w,  les  six  déformations  e-,  y.  et  les  six 
quantités  Nt-,  T.  vérifient  l'équation 

AA'f  —  0. 

Réponse.  —  On  obtient  ces  résultats  par  dérivation  et  addition  dans  les  équa- 
tions (27). 

8.  Déterminer  les  dimensions  des  constantes  X  et  \x  par  rapport  aux  unités 
fondamen  aies. 
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CHAPITRE  XXXVIII. 


ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT  D'UN  FLUIDE  VISQUEUX 


811.  Efforts  intérieurs  dans  un  fluide  visqueux.  —  Nous  avons  appelé 
fluide  parfait  (n°  722)  un  fluide  dans  lequel  tous  les  efforts  intérieurs 
sont  des  pressions  normales  aux  éléments  sur  lesquels  elles  s'exercent. 
Mais,  comme  nous  l'avons  dit,  un  fluide  parfait  est  une  abstraction  dont 
les  fluides  naturels  s'approchent  plus  ou  moins.  Dans  tous  les  fluides, 
même  dans  les  plus  mobiles,  il  existe  une  certaine  viscosité  due  au  frot- 
tement intérieur. 

Diverses  méthodes  ont  été  proposées  pour  tenir  compte  de  la  viscosité  : 
nous  exposerons  ici  la  théorie  le  plus  ordinairement  adoptée  dont 
Basset  (*)  fait  remonter  l'origine  à  un  Mémoire  de  Stokes  (Trans.Camb. 
Phil.  Soc.,  t.  VIII,  p.  287);  cette  théorie  est  surtout  satisfaisante  quand 
les  vitesses  des  particules  du  fluide  sont  petites. 

La  méthode  que  nous  allons  exposer  est  analogue  à  celle  que  nous  avons 
suivie  pour  établir  les  équations  de  l'élasticité. 

Tout  d'abord,  on  peut  appliquer  au  fluide  tout  ce  qui  a  été  dit  des 
efforts  dans  un  milieu  continu.  A  chaque  instant,  en  chaque  point  du 
fluide,  ces  efforts  sont  caractérisés  par  les  six  quantités  Nl7  N2,  N3, 
Tt,  T2,  T3  (n°  616)  qui  sont  fonctions  de  a?,  y,  z,  t. 

Si  l'on  appelle  X,  Y,  Z  la  force  extérieure  rapportée  à  l'unité  de  masse 
agissant  au  point  P(a?,jK,  2),  ix.  5y,  J2  les  projections  de  l'accélération 
de  la  particule  liquide  placée  en  P,  et  p  la  densité  en  ce  point,  les  équa- 
tions du  mouvement  sont  (n°  616) 


(0 


dx 


ôy 


Oz 


=  ?(X-JA 


Si  le  fluide  était  parfait,  on  aurait  (n°  722) 

N,  =  N2  =  N,  =p, 
T1  =  T2  =T3  =0. 


(')  Basset,  Treatise  on  Hydrodynamics,  t.  II,  Chap.  XX. 
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Nous  poserons  en  conséquence,  dans  un  fluide  visqueux, 

(2)  N,  =/>-+•  Ni,         N.,=/?  +  N;,         N3=pM-N'3. 

Nous  pourrons  dire  alors  que,  si  le  fluide  était  parfait,  Ni,  N'2,  N'3, 
Ti,  T2,  T3  seraient  nuls,  en  chaque  point,  à  chaque  instant. 

D'autre  part,  si  le  fluide,  tout  en  étant  visqueux,  était  en  équilibre,  les 
mêmes  quantités  N'n  N'2,  N3,T1,T2,  T3  seraient  aussi  nulles,  car,  pour 
qu'un  fluide  visqueux  ou  non  soit  en  équilibre,  il  faut  que  tous  les  efforts 
intérieurs  soient  des  pressions  normales  (n°  623).  D'après  cela,  les  quan- 
tités Nj,  N'2,  N3,  T1?  T2,  T3  s'annulent  quand  toutes  les  vitesses  sont 
nulles. 

812.  Détermination  des  efforts  en  fonction  des  dérivées  des  com- 
posantes de  la  vitesse.  —  Dans  un  fluide  en  mouvement,  lorsque  t  varie 
de  t  à  t-\-dt,  les  points  P  du  fluide  subissent  des  déplacements  PPj  ayant 
pour  projections 

(3)  u  =  udt,        v  =  vdt,        -w  =  wdt. 

Si  l'on  prend  un  élément  fluide  dm  entourant  le  point  P  à  l'instant  /, 
cet  élément,  à  l'instant  t-\-dt,  prend  une  nouvelle  forme  et  une  nouvelle 
position  dnii  entourant  Pi.  Nous  avons  vu,  au  n°  705,  que  l'on  peut 
passer  de  dm  à  dm^  en  faisant  subir  à  dm  : 

i°  Une  translation  d'ensemble; 

2°  Une  rotation  d'ensemble; 

3°  Une  déformation. 

Le  frottement  résulte  uniquement  du  déplacement  relatif  des  points  du 
fluide  :  la  translation  et  la  rotation,  n'altérant  pas  les  positions  relatives 
des  points  de  l'élément  dm,  ne  donnent  naissance  à  aucun  frottement  inté- 
rieur; c'est  seulement  la  déformation  qui  détermine  le  frottement. 

Les  quantités  N'1?  N2,  N3,  Tt,  T2,  T3,  qui  représentent  l'effet  du  frotte- 
ment intérieur,  dépendent  donc  uniquement  des  éléments  caractéristiques 
de  la  déformation  subie  par  dm.  Or,  nous  savons  que,  dans  une  défor- 
mation infiniment  petite,  définie  par  les  déplacements  u,  v,  w,  les  six 
éléments  caractéristiques  de  la  déformation  sont  (n°  684) 

du  dw        àv 

£l  —       ,         . . .  ,        Yi  —  — —  -t-  j-  >        •  •  ■  ; 
ox  Oy       az 

actuellement,  d'après  les  expressions  (3)    des  déplacements  u,  v,  w,  ces 
six  quantités  sont 

Ou    7  / dw        dv\    . 

1  =  35*'     ••"     '"  =  {jp  +  àï)dt'     ■■■' 

et  la  dilatation  cubique  0  a  pour  expression 

,  du        dv         dw  . 

0  =  (  —  +  —  H-—  )dt. 

ox        oy        oà 
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Ces  quantités  s  et  y  sont  de  l'ordre  de  dt  :  les  six  quotients 

sont   finis  et  mesurent  ce  qu'on  peut  appeler  la  vitesse  de  déformation 
en  P;  ces  quotients  sont 


(5) 


Yi 


du 

dp 

dw 

dx 

e'2  = 

d/' 

c3 

"Tz 

» 

dw 

dv 

du 

dw 

dv 

du 

ày 

-+• 

SF' 

Ï2  = 

'  dz    ' 

dx 

Y  3 

dx 

-h 

ày 

Le  quotient  de  6  par  dt  mesure  de  même  la  vitesse  de  dilatation  cu- 
bique 8'  : 

,~s  du        dv         dw         ,  . 

(6  e'=  — -i-  —  +  —  =g,,  +  î+8,l. 

dx        dy         dz 

Les  quantités  N'1?  N'2,  N3,  T1?  T2,  T3  sont  alors  des  fonctions  de  z\,  s'2, 
£•{,  y\,  y'2,  y'a  s'annulant  quand  toutes  ces  variables  sont  nulles,  carlesN',T 
sont  nuls  dans  l'équilibre,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut.  Nous  admet- 
trons que  les  vitesses  w,  p,  w  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  a?,  y,  z  soient 
assez  petites  pour  qu'on  puisse  négliger  les  carrés  et  les  produits  de  ces 
dérivées.  Alors,  en  développant  par  la  formule  de  Mac-Laurin  les  N'  et 
les  T  considérés  comme  fonctions  des  s',  y',  on  pourra  borner  ces  déve- 
loppements aux  termes  du  premier  degré  et  prendre  pour  les  N'  et 
les  T  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  s',  y'.  Ces  six  fonctions 
linéaires  de  six  variables  contiennent  trente-six  coefficients;  mais  le  fluide 
étant  isotrope  dans  la  particule  infiniment  petite  dm,  les  considérations 
de  symétrie  employées  en  élasticité  (n°  799)  permettent  de  réduire  ces 
coefficients  à  deux  et  donnent  finalement,  pour  les  N'  et  les  T,  les  expres- 
sions suivantes  en  fonction  des  e',  v'  • 

(7)  Ni  =  — X'6'— 'ajji'eî,         T*  =  — n'tf; 

X'  et  {jl'  désignant  deux  constantes  analogues  aux  constantes  X  et  (jl  de  la 
théorie  de  l'élasticité.  D'après  les  valeurs  (5)  des  s',  y',  on  a  finalement 

(    tv,  VA'  >dlt  T  '  lÔW      ,     ÔÇ 


En  se  reportant  aux  équations  (2),  on  a 

i      TVT  MAf  ,    ^M  ™  ,    /^W  ^P\ 

(9)  N'=^-A0-^V        Tï=-ft(^  +  3ï) 
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813.   Équations  du  mouvement.  —  D'après  ces  valeurs  (9)  des  N  et  T, 
les  équations  du  mouvement  (1)  deviennent 

do  db' 

£ -(*'+■»') 53 -|i'A»  =  p(X-J,), 

du        dv        dw 

âx        ày         âz 

où  J,x,  Jy,  J-  s'expriment,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  cinématique  des 
fluides,  soit  avec  les  variables  de  Lagrange,  soit  avec  celles  d'Euler. 

Cas  d'un  liquide  visqueux.  —  Pour  un  liquide  incompressible,  0'  est 
nul  :  les  équations  du  mouvement  (10)  prennent  donc  la  forme 

^-f*'A«  =  p(X-J«)J 
{  ^  -^Ap  =  p(Y-Jy), 


dp 

dz 


—  p.'Aw  =  p(Z  — J,), 


avec  un  coefficient  \x'  appelé  coefficient  de  viscosité  du  liquide. 

Cas  d'un  gaz.  —  Pour  les  gaz,  on  fait  quelquefois  une  hypothèse  sup- 
plémentaire permettant  d'établir  une  relation  entre  X'  et  \x'.  Cette  hypo- 
thèse est  la  suivante  : 

Si  l'élément  gazeux  dm  se  dilate  également  dans  toutes  les  direc- 
tions,   les  composantes  normales  Nj.  N2,  N3  deviennent  égales  à  la 
pression  p,  ou  encore  les  quantités  N'l5  N'2,  N'3  deviennent  nulles. 

Dire  que  l'élément  dm  se  dilate  également  dans  tous  les  sens,  c'est  dire 
que  l'ellipsoïde  des  dilatations  (n°C68)  est  une  sphère  zx  =  s,  =  £3,  et,  par 
suite,    Ej  =  sÇ  =  £3.  Les  N'   données  par  les  relations  (7)  devraient  donc 
s'annuler  quand  z\  =  £  '2  =  £3 ,  ce  qui  exige 

(12)  3X'-t- 1  \x' =  0,         ou         £' —  —  =0 

t<       X' 
en  posant  §  =  — ,  -pi. 

Les  applications  de  ces  équations  sont  peu  nombreuses  et  présentent  de 
grandes  difficultés.  On  en  trouvera  quelques-unes  dans  l'Ouvrage  souvent 
cité  de  Basset,  dans  la  Mécanique  de  Kirchhoff,  dans  les  Leçons  sur  la 
théorie  des  tourbillons  de  M.  Poincaré,  dans  divers  Mémoires  de 
M.  Boussinesq,  enfin  dans  la  Thèse  de  M.  Nau  sur  le  clapotis  (Gaulhier- 
Yillars,  1896).  M.  Duhem  a  indiqué,  dans  les  Comptes  rendus  du  12  mai 
1902,  une  autre  théorie  de  la  viscosité. 
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